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ABSTRACT

K. Budny. Estimation of the raw moments of a random vector based on the definition of the power of a vector.
Folia Oeconomica Cracoviensia 2014, 55: 81-96.

In this paper we propose the consistent and unbiased estimators of the raw (uncorrected)
moments of a random vector, moments that are based on the definition of the power of a vector.
For the distributions of the estimators we find essential characteristics, such as mean vector,
variance or total variance. We also calculate the covariance and the covariance matrix between the
relevant sample raw moments. Moreover, the asymptotic behaviour of their central moments of
even orders are established.

STRESZCZENIE

W artykule przedstawione zostaly zgodne i nieobcigzone estymatory momentéw zwyklych wek-
tora losowego opartych na definicji potegi wektora. Wyznaczono podstawowe charakterystyki
dla ich rozkladéw takie jak wektor wartosci oczekiwanych, wariancja lub wariancja catkowita.
Obliczono takze postaci kowariancji lub macierzy kowariancji miedzy odpowiednimi momentami
w prébie wielowymiarowej. Ponadto ustalone zostalo asymptotyczne tempo wzrostu ich momen-
téw centralnych parzystych rzed6w.
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1 W artykule zawarto niektére czastkowe wyniki rozprawy doktorskiej — Budny (2014a), prezen-
towanej przez Autorke na zebraniu naukowym Komisji Nauk Ekonomicznych i Statystyki dnia 9 paz-
dziernika 2014 roku.
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WSTEP

Jednymi z podstawowych charakterystyk rozkladu zmiennej losowej jedno-
wymiarowej s3 momenty zwykle (por. np. Shao (2003), s. 28; Bilingsley (2009),
s. 274). W analizie rozkladoéw wielowymiarowych jako klasyczne uogodlnienia
tych wielkosci rozwaza sie¢ momenty zwykle mieszane (por. np. Johnson, Kotz
i Kemp (1992), s. 46) oraz wyznaczone za pomoca iloczynu Kroneckera tzw. wek-
torowe momenty zwykle — por. np. Holmquist (1988), Genton, He i Liu (2001),
Kim i Mallik (2003).

Tatar (1996, 1999) opierajac sie na definicji potegi wektora zaproponowat
m.in. kolejne, odmienne od przedstawionych powyzej, wielowymiarowe uogol-
nienie pojecia momentu zwyklego zmiennej losowej. Istotny, z punktu widze-
nia zastosowan, jest problem estymacji rozwazanych charakterystyk. Celem
tego opracowania jest skonstruowanie co najmniej zgodnych estymatoré6w mo-
mentéw zwyklych wektora losowego opartych na potedze wektora. Otwiera
to mozliwos¢é wykorzystania tych momentéw w analizie danych wielowymia-
rowych.

W kolejnych czesciach pracy przypominamy podstawowe definicje, przedsta-
wiamy estymatory nowych momentéw zwyklych i okreslamy ich podstawowe
wlasnosci. Prace zamykaja uwagi koncowe.

1. MOMENTY ZWYKLE I CENTRALNE OPARTE NA POTEDZE
WEKTORA

Definicja 1.1. (Tatar (1996, 1999)) Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Dla do-
wolnego wektora v € H oraz dowolnej liczby k € N k-tg potege wektora v definiu-
jemy w nastepujacy sposob:

VT dla r —nieparzystych
v =1leR oraz v’ = ,
<vr’ ,v> dla » — parzystych

W pracy rozwazaé bedziemy przestrzen Hilberta (R”,R,+,'), w ktorej okre-

1

Slono klasyczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci <V,W>=ZV.Wi, gdzie
i=1

v,weR",

Ponadto niech Z, (Q) oznacza przestrzeh wektoréw losowych catkowalnych

w r-tej potedze tj. L (Q)z {X :Q—->R": X wektor losowy i J”X”r dP < +oo}.
Q
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ls .
dP nazywana jest czasem

1=]lx
Q
momentem rzedu r wektora losowego X i oznaczana jako L[X'] (por. Bilodeau

i Brenner (1999), s. 18). W tym opracowaniu, za Tatarem (2000, 2002), wyrazenie
to okredla¢ bedziemy terminem momentu absolutnego rzedu r wektora loso-
wego X.

Zal6zmy, ze X : Q2 — R" jest wektorem losowym, dla ktérego istnieje moment ab-
solutny rzedu r.

W literaturze przedmiotu wielkos¢ E [||X

Definicja 1.2. (latar (1996, 1999)) Moment zwykly rzedu r wektora losowego
X : Q — R" to wyrazenie okreslone jako

a,,(X)=ELX"]. (1)

Zauwazmy, ze moment zwykly wektora losowego rzedu 1 to wektor wartosci
oczekiwanych, tj.

alyn(X):m:FX.

Tatar (1996, 1999) zaproponowat takze wielowymiarowe uogélnienie momentow
centralnych zmiennej losowej.

Definicja 1.3. (Tatar (1996, 1999)) Momentem centralnym rzedu r wektora losowego
X : Q — R"nazywamy wielkoé¢ wyrazong jako

#,,(X) = E[(X - EX)]. (1.2)

Moment centralny rzedu drugiego definiuje wariancje wektora losowego
X :Q — R" (por. Tatar (1996, 1999)). Dla tej wielkosci zarezerwujemy oznaczenie
D2X. Zauwazmy, ze wariancja wektora losowego X = (Xj,...,X,) : Q — R" przyj-
muje postac:

DX =3 DX,
i=1

Suma wariancji brzegowych wektora losowego w literaturze przedmiotu okre-
Slana jest takze jako wariancja catkowita wektora losowego (por. Bilodeu i Bren-
ner (1999), s. 162).

Zauwazmy, ze zgodnie z koncepcja potegi wektora, jezeli r jest liczbg parzy-
stg to @, . 4, , € R, czyli sq skalarami. Natomiast, jesli r jest liczbg nieparzystq to
a, . 4,, € R", a wigc otrzymujemy wektory.
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W celu zastosowania tych wielkosci do analizy danych wielowymiarowych
niezbedne jest skonstruowanie ich odpowiednich estymatorow. W kolejnym roz-
dziale przedstawiona zostanie propozycja zgodnych i nieobcigzonych estymato-
row momentéw zwyklych wektora losowego wraz z oméwieniem ich podstawo-
wych wlasnosci.

2. ESTYMATORY MOMENTOW ZWYKEYCH WEKTORA LOSOWEGO
— DEFINICJA I PODSTAWOWE WEASNOSCI

Zatézmy, ze X': Q — R",...,X*: Q — R" jest proba prosta z rozktadu n-wymiaro-
wego, o skoficzonym momencie absolutnym rzedu 7, natomiast k to liczebnosé

préby.

Definicja 2.1. Estymator momentu zwyklego rzedu r wektora losowego (moment zwykty
rzedu v w prébie wielowymiarowej) to

Py

r.n k

k

Zgodnie z definicjq potegi wektora, jezeli r jest liczbg parzystg to a,, jest zmienng
losowq jednowymiarowg. W przypadku gdy r jest liczbg nieparzysty jako a,,
uzyskujemy wektor losowy, czyli zmienng losowg wielowymiarowa.

Analize wlasnosci tak skonstruowanych estymatoréw poprzedzimy twierdze-
niem, ktére okaze si¢ uzyteczne w przeprowadzeniu niezbednych dowodow.

Twierdzenie 2.1. (por. np. Bilodeau i Brenner 1999, str. 27) Zalézmy, zZe
X':Q—->R", X" :Q— R"™ to wektory losowe. Wowczas dla wszystkich funk-
cji borelowskich g :R™ - R,..., g, :R™ - R dla ktérych E‘gi(X’} <+, gdzie

i € {1,...,k} zachodzi nastepujaca rownowaznosé

x _ x _
X',..., X" sy niezalezne < E{Hg,-(X’)} =HE[gi(X')].
i=1

i=1

Opierajac sie na rozumowaniu przeprowadzonym dla estymatoré6w momen-
tow zwyklych zmiennych losowych jednowymiarowych (por. Cramer (1958),
s. 333) w dalszej czesci tego rozdziatu przedstawimy wybrane wlasnoéci momen-
tow zwyklych w prébie wielowymiarowe;j.

Na poczatek wyznaczymy podstawowe charakterystyki dla ich rozkladéw
takie jak wektor wartosci oczekiwanych, wariancje, czy tez wariancje catkowita.
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Twierdzenie 2.2. Niech zatem X': Q — R%,...,X": Q — R" bedzie prébg prosty
z rozkladu wielowymiarowego, o skonczonym momencie absolutnym rzedu 2r.
Wektor wartoéci oczekiwanych oraz wariancja catkowita (czyli moment centralny
rzedu drugiego) momentu zwyklego rzedu r w prébie wielowymiarowej przyj-
muja odpowiednio postaci:

ta,,l=a,,, (22)

= Horn P . (2.3)

Dowdd: Biorgc pod uwage wlasnosé liniowosci calki oraz fakt, ze X', ., X" to
proéba prosta, w niemalze oczywisty sposéb, uzyskujemy postac (2.2).

Dla dowodu réwnosdi (2.3) rozwazymy dwa przypadki, w ktérych uwzgled-
nimy podzial momentéw zwyklych wektora losowego na momenty parzystego
oraz nieparzystego rzedu.

1. Zalézmy, ze r to liczba parzysta.

Wowczas dla kazdego i € {1,...k} (X i) jest zmienna losowa (jednowymiarows).

Ponadto, na podstawie twierdzenia 2.1, zmienne losowe (X 1) oo X k) sg nieza-
lezne. Podstawowe wlasnosci wariancji zmiennej losowej (por. np. Jakubowski
i Sztencel (2004), s. 84, 86) implikuja wzor

S| Sory)
Dza = l)2 =1 = i=1 .
o k k?

2. Niech teraz r bedzie liczba nieparzysta.
Podstawowe wlasnosci wariancji catkowitej — por. Tatar (1996, 1999) — oraz
wartosci oczekiwanej wektora losowego uzasadniajg ponizsze przeksztalcenia:

& %w(i(mj:#[(i((m—E[<Xf>])j2]=

—L 3oy - e et 33l ) - lloer) Mo ), - ey

i, j=1p=1
i#j
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Ponadto, zastosowanie twierdzenia 2.1 dla funkgji borelowskich g;: R* - R po-
staci g,.(x)= (xr )p —E[((Xi))p], gdziei e {1,...,k} oraz pe {1,...,n}, prowadzi do

Da,, =k—122k1:E{((X) —E[(X")(m +
LS efloer) - ellory) Jelloey), - £loen) -

i,j=1p=1
i*j

=2y -y o

Mamy wieci w tym przypadku

Rozwazmy teraz, w obydwu przypadkach, wektor losowy X : Q) — R o tym
samym rozkladzie co wektory losowe X', ..., X* Wowczas

) D)

Dzarn_ 2 -
’ k k

Dzieki wlasnoéci wariancji catkowitej wektora losowego oraz potegi wektora
— por. Tatar (1996, 1999) — otrzymujemy

_abefi-(ele e ( ) e,

r.n = k k ’

co nalezato udowodnié.

Ze wzoru (2.2), w oczywisty sposéb, wynika bardzo istotny wniosek.
Whniosek 2.1. Moment zwykly rzedu r w probie wielowymiarowej jest esty-
matorem nieobcigzonym momentu zwyklego rzedu r wektora losowego, tzn.
Ela,,)=a

Posta¢ (2.3) natomiast, wraz z wielowymiarowg wersja nieréwnosci Czeby-
szewa zaproponowang w pracy Osiewalski i Tatar (1999), uzasadnia kolejna

ron’
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wazng wlasnos¢ estymatoréw momentéw zwyklych wektora losowego, miano-
wicie wlasnoé¢ zgodnoéci.

Whiosek 2.2. Moment zwykly rzedu r w probie wielowymiarowej jest esty-
matorem zgodnym momentu zwyklego rzedu r dla rozkladu wielowymiarowego
o skonczonym momencie absolutnym rzedu 27, tzn. dla kazdego ¢ > 0 spetniony
jest warunek:

lim P(”am -a,,|> g): 0.

koo

Dowdd: Istotnie, zauwazmy, Zze przy ustalonym & > 0 dzieki wielowymiarowej nie-
réwnosc Czebyszewa — por. Osiewalski i Tatar (1999) — otrzymujemy

g

Nieréwnos¢ (2.4), dzieki formule (2.3), mozna przedstawi¢ jako

4

Do tezy prowadzi zatem twierdzenie o trzech ciggach.

2
D ar,n

-, )| o)

2.4)

2
> 8)< aZr,n - ar,n
ke®

a _arn

r.n

Zauwazmy, ze wlasnos¢ zgodnosci estymatorow a,, moze by¢ takze rozpatry-
wana jako wniosek z Pierwszego Uogdlnionego Stabego Prawa Wielkich Liczb Czeby-
szewa; por. Tatar, (2003). Przedstawione w tym opracowaniu uzasadnienie wnio-
sku 2.2 oparte jest na dowodzie PUPWLC z pracy Tatara (2003).

W kolejnym twierdzeniu uogélnimy wzoér (2.3).
Twierdzenie 2.3. Zalézmy, Zze rozklad w populacji wielowymiarowej ma skon-
czony moment absolutny rzedu r +v. Wowczas

ar+v,n - ar,n © av,n
E[(ar,n - ar,n )O (av,n - av,n )] = k > (25)
gdzie "o" to operator nastepujacej postaci
vw gdy v, w — L rzeczywiste

v-w gdyv-Llizeczywista, w — wektor
VoW = .
w-v  gdy w—Lrzeczywista, v — wektor

(v, w> gdy v, w — wektory



88

Dowdd: Na poczatek rozwazmy momenty zwykle w _probie wielowymiarowej
parzystych rzedéw. W tym przypadku wielkosé E[(am —am)o (am -a,, )] jest
réwna klasycznie definiowanej kowariancji miedzy zmiennymi losowymi. Wobec
tego nalezy wyznaczy¢ posta¢ wyrazenia Ela,, ,a,,,|-a,,,a,,,. Ponadto za-
uwazmy, ze

E[azs’n aZI)n ] — a2s+2t,n + (k]: l)aZS,naZI,n ) (26)

Istotnie, podstawowe wlasnosci wartosci oczekiwanej uzasadniajg ponizsze prze-
ksztalcenia

$ el ppep] SEwr b ey ey ]

Natomiast fakt, ze X!, ..., X* to préba losowa prosta oraz twierdzenie 2.1 prowa-
dza do ciagu réwnosci

ke, + 3 EL0F B0

i, j=1
— i —
E[aZS,naZI,n ] - kz -
_ ka2s+2t,n + k(k - l)aZS,naZI,n _ a2s+2t,n + (k - l)aZS,naZI,n
- K - k ’

co w oczywisty sposéb uzasadnia (2.5) dla rozwazanych momentéw zwyklych
w probie wielowymiarowej.

PrzejdZzmy zatem do przypadku estymatoréw momentéw zwyklych w populacji
wielowymiarowej parzystego oraz nieparzystego rzedu. Mamy zatem wyznaczy¢
wielkos¢ Ela,, ,-a,,.,,|1-a,,, &, ,. Zauwazmy, ze rozumowanie analogiczne
do przedstawionego w uzasadnieniu réwnosci (2.6) prowadzi do wyrazenia

a +(k -

_ Yosiomn a

ron s |= e 27)

E[a



89
Istotnie,
$ el pop] Sl e Sy

E[aZS,n T ] = e = 2

Ponownie z uwagi na fakt, ze X!, ..., X* to préba losowa prosta oraz twierdzenie
: +1
2.1. zastosowane kolejno do wszystkich wspoélrzednych wektora (X ! )ZI uzysku-

jemy

Ky, + S0 B[P

i,j=1
i*j

E[aZS,n oy, ] = 2

_ ka2s+2t,n + k(k - l)aZS,n : a2t+l,n _ a2s+2t,n + (k - l)aZS,n ' a2t+l,n

K k |

co prowadzi do postaci (2.5) dla rozwazanych momentéw.
Jako ostatni rozpatrzymy przypadek momentéw zwyklych w prébie wielowy-

miarowej nieparzystych rzedéw. I tutaj takze rozumowanie bedzie analogiczne
do przedstawionych powyzej. Zauwazmy, ze

E[(azm,n T )O (a2t+l,n TR >] = E[<a2s+l,n s Aap1a1n >] - <a2s+l,n 2@ > :
Ponadto,

(2511} 2041)m + (k - 1)<a2s+l,n s >

E[<a25+1,n >i1m >] = k ’

co konczy dowéd twierdzenia.

Dzieki formule (2.5) uzyskujemy posta¢ kowariancji, w sensie klasycznej definicji
(por. Jakubowski i Sztencel (2004), s. 86), miedzy estymatorami momentéw cen-
tralnych parzystych rzedow, tj.

a -a

k

2s+2t,n 2s,na21,n

Hi (aZS,n N ) = COV(aZS,n sAotn ) = (2.8)
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oraz macierze kowariancji miedzy momentami zwyklymi parzystego rzedu
i wspolrzednymi momentéw zwyklych nieparzystego rzedu w prébie wielowy-
miarowej, j.

Cov(azs+1,n a,,, ) _ a(2s+l)+2t,n _:zm e, (2.9)
oraz
(Cora,, a7 =22t _: o Larvtn (2.10)

3. ASYMPTOTYCZNE TEMPO WZROSTU MOMENTC)W )
CENTRALNYCH PARZYSTEGO RZEDU ESTYMATOROW MOMENTOW
ZWYKELYCH WEKTORA LOSOWEGO

Punktem wyjscia do rozwazan prowadzonych w tym rozdziale bedzie nastepu-
jaca wlasnosé

Da,, =FElla,, -a,,f1=00k™"). (31)
co oznacza, ze wariancja catkowita, czyli moment centralny rzedu drugiego esty-
matora momentu zwyklego rzedu r jest co najwyzej rzedu k.

Obecnie zajmiemy sie¢ wyznaczeniem asymptotycznego tempa wzrostu mo-
mentéw centralnych, opartych na definicji potegi wektora, dowolnych parzy-
stych rzedéw dla momentéw zwyklych w prébie wielowymiarowej, a zatem
uogodlnieniem wlasnoici (3.1). Sformulowanie odpowiedniej, ogélnej zaleznosci
poprzedzimy pomocniczym lematem 3.1, w ktérym przedstawiona zostanie nie-
réwnos¢ majaca istotne znaczenie w przeprowadzeniu niezbednych dowodéw
formalnych.

Lemat 3.1. (por. Bilodeau, Brenner (1999), s. 19) Jezeli X; : QO > R,..., X,: Q > R
sa zmiennymi losowymi nalezacymi do przestrzeni L7(Q2) to

7 [ P
E{H\X,-\“}SH(EMXHF: (32)
i=1 i=1
gdzie p; >0 dla wszystkich i € {1,...,n} oraz py + ... + p, = p.

Dowdd: Nieréwnos¢ ta wynika wprost z klasycznej nieréwnosci Holdera (por. np.
Bilodeau, Brenner (1999), s. 19).
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PrzejdZmy zatem do sformulowania zapowiadanej zaleznosci.

Twierdzenie 3.1. Niech X': Q — R*,..., X*: Q — R" bedzie wielowymiarowag
préba prosta z rozkladu o skonczonym momencie absolutnym rzedu 2sr. Wow-
czas moment centralny rzedu 2s momentu zwyklego rzedu r w prébie wielowy-
miarowej jest co najwyzej rzedu k~, czyli

Bl(a,, -a,,f"1=0(), (33)
tzn. Ze istnieja takie stale ky > 0 oraz C > 0, Ze dla kazdego k > ky zachodzi nie-
réwnosc:

Hla,,-a,,1<C k™.

Dowdd: Na poczatek rozwazmy przypadek, gdy r jest liczba parzysta. Wobec tego
a,, to zmienna losowa jednowymiarowa, natomiast jako «,, uzyskujemy liczbe
rzeczywista. Zgodnie z definicja momentu zwyklego w prébie, po zastosowaniu
prostych przeksztalcen, otrzymujemy :

2s

Ha, o, P& @a . ,El[ﬁ[()ff)f—ar,n]jb} e

o -a ot 3 Py o) |

Z uwagi na fakt, ze X': Q - R”,..., X*: QO — R" to préba losowa prosta praw-
dziwa jest rownos¢:

gdzie X : Q3 - R" to wektor losowy o rozkladzie identycznym z rozkladem wek-
toréw losowych X': Q —» R", ..., X*: Q > R".
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Zauwazmy ze, dla kazdego k=>s, sposrod wszystkich wielowskaznikéw
k

(81...,8¢) spelniajacych warunek Zsi =2s, gdzie s; € {0,...,2s}, najwieksza
i=1
liczbe niezerowych wspélrzednych, przy zalozeniu, ze nie zerujg sie odpowia-
dajace tym wielowskazZnikom skladniki sumy (3.5), posiadajq te, dla ktérych na
s-pozycjach wystepuje liczba 2, natomiast pozostale wspoélrzedne sg réwne 0.
Oznaczmy zbiér takich wielowskaZnikéw przez @. Ustalajgc ilos¢ elemen-
tow tego zbioru wybieramy zatem s-wskaznikéw ze zbioru k elementowego.
Obliczajac ilos¢ elementéw dowolnego, réznego od @, podzbioru wielow-
skaznikow dokonujemy wyboru z mniejszego zbioru tzn. zbioru k- elemento-
wego, gdzie [ € {1,...,k—1}. Wobec tego w powyzszej sumie (3.5) otrzymujemy

[kj _ k1) (k—(s—1)) sktadnikéw postaci @(E[(Xr —a,, )2 Dj, a zatem

s s!
mozemy ja przedstawié jako

E[(ar)n _am>2s]zi' k.(k—l)....-(k—(s —1))' (2S)! (E[(X“ _ar,n)ZDS N

k“ 5! 2°

8158, =0 Sk i=1
§+. s =28
8 penSy )QCD

Dzieki temu dla k > s uzyskujemy oszacowanie

kT A,

o, e, ] B, )y

ks 2 kb

gdzie A e R.
Ostatecznie wiec

o, - )< EH )+ a]

2°s!

co nalezalo udowodni¢.
Zalézmy teraz, ze r jest liczbg nieparzysty. Wobec tego a,, to wektor losowy
n-wymiarowy, natomiast ¢, ,, € R". Réwnos¢ (3.4) przyjmuje w tym przypadku po-

s S(Eler) e )|

tla,,-a., ) ]-
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Po zastosowaniu uogélnienia wzoru Newtona uzyskujemy

oo Pl £ i ghen) e ]| | e

P+t py=s

Zauwazmy, ze nieréwnos¢ (3.2) prowadzi do oszacowania

Jit(shen e ]| i s -w] ] e

Rozumowanie analogiczne do przedstawionego w przypadku gdy r to liczba pa-
rzysta, implikuje postaé

Sl o) B ) (e, ) ) -
i /]
PR ¥

dla wszystkich k>s oraz je {1,...,n}, gdzie, podobnie jak poprzednio,
X :Q — R" to wektor losowy o rozkladzie identycznym z rozkladem wektoréow
losowych X', ..., X,

Dzieki temu, dla kazdego k> s oraz j € {1,...,11}, prawdziwa jest nieréwnoé¢

b (Eler) - ] e E2elr) -, F v -
e -[@((um ()} +A,],

2% sl

gdzie A; e R.
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Wracajac do nieréwnoéci (3.7) uzyskujemy

o 11{($her) - )]

2

< TT 50,0, o, )

P

Ostatecznie wiec, ze dla wszystkich k > s, otrzymujemy oszacowanie

E[(a -a,, )zs]ﬁ klzs p)_;_o %k H((;SS): ((ﬂ (X ))j>z +Aj] =

Pt p,=s

Py
. 2y

IR 1 ol RC A R

Pt py=s

co nalezalo wykazac¢.

Zauwazmy, ze uzyskane rzedy przyblizen momentéw centralnych parzystych
rzedow dla estymatoréw momentéw zwyklych sa takie same jak w przypadku
jednowymiarowym (por. Cramer (1958), s. 333).

UWAGI KONCOWE

W artykule przedstawione zostaly zgodne i nieobcigzone estymatory momentéw
zwyklych wektora losowego opartych na definicji potegi wektora. Wyznaczono
podstawowe charakterystyki rozkladéw tych estymatoréw, takie jak wektor war-
tosci oczekiwanych, wariancja lub wariancja calkowita. Obliczono takze postaci
kowariancji lub macierzy kowariancji miedzy odpowiednimi momentami w pro-
bie wielowymiarowej. Ponadto ustalone zostalo asymptotyczne tempo wzrostu
ich momentéw centralnych parzystych rzedow.

Prezentowane wyniki stanowig cze$¢ pracy doktorskiej Autorki — Budny
(2014a). W rozprawie tej ponadto uzupelniono zestaw charakterystyk opartych
na definicji potegi wektora o kolejne, tj. kurtoze — por. Budny (2009), Budny
i Tatar (2009), Budny (2012a, 2012b) oraz wspélczynnik ekscesu — por. Budny
(2014d), a takze zaproponowano miernik zaleznoéci liniowej miedzy wekto-
rami losowymi o dowolnych wymiarach, nazwany wspélczynnikiem korelacji
wielowymiarowej. W rozprawie doktorskiej zwrécono réwniez uwage na pro-
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blem wielowymiarowego uogélnienia nieréwnosci Czebyszewa; por. Budny
(2014b, 2014c). Ponadto, aby umozliwi¢ zastosowanie charakterystyk opartych
na potedze wektora (takze wspoélczynnika korelacji wielowymiarowej) w anali-
zie danych wielowymiarowych, skonstruowano co najmniej zgodne estymatory
nowych charakterystyk wektoréw losowych i nowego miernika ich liniowej za-
leznosci. Wskazano takze dwa przyklady zastosowan. Pierwszy z nich dotyczy
zagadnien z zakresu finanséw przedsiebiorstw, gdzie badaniu poddano dwie ka-
tegorie finansowe, tj. zadluzenie i rentowno$é. W drugim rozwazano zachowanie
konsumentéw w zakresie wyboru form platnosci.
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