Andrzej tachwa

Ktéry;’Zbiér wybrac’? o

1 Wstep

Gdy méwig o zbiorze monet w portmonetce, to najlepsza strukturq danych moze -
okaza€ si¢ torba, czyli zbior z powtdrzeniami. Gdy mysle o czasie, jaki uplynie od
chwili; gdy to pisze, do kofica dnia, to najlepszym modelem tego odcinka czasu

- wydaje mi si¢ zbiér mereologiczny. Gdy slysze; o wysokiej optacalnosci pewne] in-

westycji, to wlasciwym modelem tej oceny bedzie zbiér, ktéry nazywam zbiorem
dobrze rozmytym Gdy rozwazam ogot kandydatow, ktorzy zacznq w tym roku stu-
dlowac 1nformatyk6;, to mysle o zblorze przyblizonym. *-

- O sukcesié pracy informatyka- decydUJe miedzy innymi umle]t;tnosc dobrania
dla problemu dotyczacego pewnej rzeczywistosci wlasciwego modelu owego §wia-
ta i odpowiedniej metody obliczeniowej. Modelem najpowszechniej stosowanym
iw nauce, i w praktyce zawodowej, i takze w zyciu codziennym —jest zbi6r. Niestety
proces naszej edukacji powoduje, Ze z uporem stosujemy dystrybutywne pojecie
zbioru, podczas gdy w wielu sytuacjach bardziej wlasciwe bytoby uzycie zbiorow
rozumianych w inny sposéb. Aby przelamac ten szkolny schemat my§lenia o zbio-
rze, musimy przede wszystkim poznaé inne pojecia zbioru. Wtedy bedziemy mogli
wybiera¢ lepsze modele i bardzwj adekwatne metody obhczenlowe dla staw1anych
nam zadan \ :

2. Zbior dystrybutywny

Zbiér dystrybutywny to pewien ‘abstrakt. PijUJemy go ,,quz ]ako wytwor my-
§li, badz jako majacy realnos¢ od mysli n1ezaleznq, 10zng przy tym od realnosci przed-
miotéw materialnych i zjawisk psychicznyc *([9], 5. 122). Wedtug Jerzego Cantora
zbiér, to ,kazda wielos¢, ktéra da si¢ pomyslec jako Jednosc tzn: kazdy og6t okre-
§lonych elementow, ktory mozna za pomoca ]aklegos prawa powigza¢ w calos¢”. -

Stosunek nalezenia elementu do tak p0]mowanego zbloru nie ]est ani prze-
chodni, ani zwrotny. : :

u
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Tak rozumianym zbiorem jest na przykiad ogdt liczb pierwszych, a prawem,
- ktére wigze w calo$¢ te liczby, jest definicja liczby pierwszej. Wedtug tej definicji
kazda liczba albo jest, albo nie jest liczba pierwsza (albo nalezy, albo nie nalezy do
tego zbioru).

Z dystrybutywnym, czyli abstrakcyjnym, pojeciem zbioru wigze si¢ problem nie-
skoiiczonosci i znaczna czgSC wspéiczesnej matematyki. Jej 051ggn1@c1a sprobu;q tu-
krétko podsumowaé (por. [9], s. 126 i n.). S

Znamy rozmaite antynomie dotyczace pojecia zbioru. Dla ich umkmqma ‘pod
koniec XIX w. podjeto prace nad sformalizowaniem deflmc]l zbloru Najbardziej-
znana obecna posta¢ definicji aksjomatycznej pochodzi od Zermelo, Fraenkla
i Skolema (z polowy poprzedniego wieku). '

Aksjomatyka ta sklada si¢ z nastepujacych elementdw: co

* aksjomatu ekstens30nalnosc1 (dwa zblory majace te same elementy sq tym

- samym zbiorem), . o e
;. * aksjomatow wyrozmama (dla dowolnego zbloru 1 dowolnego ]ednoargumen-

.. towego predykatu istnieje ZblOI‘ zlozony ztychi tylko tych elementow, ktore
... spelniaja predykat); -
. ; aksjomatu pary (dla dowolnych dwoch 1ndyw1duow 1stmeje ZblOI ziozony do-
. kladnie z tych indywidudw), . , e
‘o aksjomatu sumy (dla kazdej nlepuste] rodzmy zblorow 1stme]e 1ch suma, czy-
~ lizbibr, ktérego elementami sg dokladnie te elementy, ktore nalezq do zbio- -
- réw tej rodziny), . . : =
» aksjomatu zbioru pote;gowego (dla dowolnego zbloru 1stnle]e jego ZblOl’ po-
- tegowy, czyli taki zbiér, ktdrego elementami sa podzbiory tamtego),
¢ aksjomatu wyboru (iloczyn kartezjariski rodzmy zbioréw parami rozlqcznych
- i niepustych jest zblorem ‘niepustym), ST :
* aksjomatu nleskonczonosm (istnieje ZblOI' nleskonczony)
. * aksjomatow zastc;powama (jesli, dziedzina ]akle]s funkC_]l Jest zblorem to jej
. przeciwdziedzina jest takze zbiorem);, .,
"e aksjomatu ufundowania (w kazdym nlepustym zblorze 1stme]e element o] te]
wlasnosci, ze cz¢§¢ wspdlna tego elementu i tamtego zbioru jest pusta).

Takie przedstawienie pojgcia zbioru dystrybutywnego nie jest z pewnoscig po-
pularne. Prawdopodobnie jest ono zrozumiale tylko dla waskiego kregu osob
o solidnym wyksztalceniu. Jednak nawet dla specjalistow ujgcie to nie jest pozba-
wione wad. Najpowazniejszg z mch jestr meskonczonosc powyzszej aksjomatyki (ze
wzgle;du na wystgpowanie tu dwoch schematow ‘wyrdzniania i zastgpowania). Na-
stepng ]est to, ze aksjomat wyboru nie podaje efektywnego sposobu tworzenia zbioru
ztozonego z reprezentantow zblorow tworzacych dang rodzing zbioréw. Uzywanie
takiego aksjomatu wigze si¢- zatem z akceptacjg idei platonizmu i prowadzi do pew-
nych paradoksalnych konsekwencp Kolejng jest to, Ze schemat zastgpowania-ko-

<
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rzysta z pojecia funkcji, a dokladniej z pojecia formuly o-dwdch zmiennych spétnia-
jacych warunek jednoznacznoéci. Formuta taka ma byé przeto pojeciem bardziej
pierwotnym od definiowanego pojecia zbioru.: Wydaje mi si¢ to dyskusyjne, logika
predykatéw bowiem wykorzystuje ,,na-kazdym kroku” intuicyjne: p0]<;c1e zbloru
dystrybutywnego, i to w dodatku zbioru meskonczonego e ' :
. Inna definicja aksjomatyczna pochodzi od von Neumanna Bernaysa I Godla
Akslomatyka jest tutaj skoficzona, ale pojawia si¢ konieczno$¢ wyrdznienia klas, czyli
zbiordéw, na ktére nalozono pewne ograniczenia, np. takie, ze klasa nie moze byé
elementem innej klasy. Obie aksjomatyki, oznaczane.od nazwisk ich tworcéw. akro-
nimami ZFS i NBG; s3 uwazane za najwazniejsze osiggnigcia podstaw matematyki.

- “Moim zdaniem, z punktu widzenia modelowania rzeczywistosci przez informa-
tyka rozwigzujacego konkretne problemy obliczeniowe wystarczy pozostaé przy
nieformalnej, ale bardzo intuicyjnej definicji Cantora. Byé moze uwazam tak dlate-
g0, ze informatyk zajmuje si¢-gtownie zbiorami skoficzonymi, co wcale nie oznacza;
ze s3 one mate. Dla przgktadu w hurtowniach danych-mamy do.czynienia z miliar-

" dami rekordéw. Jezeli szukamy w takim zbiorze jakiego$ podzbioru, to przestrzen
* poszukiwar staje si¢ niewyobrazalnie wielka (liczby wszystkich mozliwosci nie zdg-
zyliby$my napisa¢, cyfra po cyfrze, przez cale zycie). Innym przyktadem niech bg-
dzie problem komiwojazera. Sciezke Iaczaca 20 miast, ktére musi odwiedzié, mo-
zemy wyznaczy¢ na 2 tryliony sposobdw, dla 30 miast b¢da to juz kwintyliony. Przy
-takich liczbach bledna problemy arytmetyki pozaskoﬁczonych liczb kardynalnych.

3 Zblor z powtorzenlaml

.. Powrdce do deflnlel Cantora Mowi on, ze zb10r to kazda w1elosc ktore] ele-
menty da si¢ powigza¢ — mySlowo — w calo$¢. Definicja ta obejmuje, moim zda-
niem, dwa odrgbne pojecia, dobrze znane w informatyce. Pierwszym jest zwykle
pojecie zbioru dystrybutywnego 0 ktorym mowiliSmy dotychczas: Zbior taki,.o ile
jest niezbyt liczny, mozemy zapisaé, wymieniajac jego.elementy.w specjalnych na-
wiasach, np. {1; 2, 3,-5}, przy czym kole]nosc elementow nie jest istotna. :

Drugim jest zbior z powtorzemaml zwany krotko torbg (ang. bag).Jest to oblekt
zawierajacy elementy pewnego uniwersum i taki, ze kazdy z tych elementdéw moze
do niego naleze¢ wielokrotnie. Torbg zapisujemy: podobnie-jak zbior zwykly; np
{1,2,2,2,3,3,5,5,5}. Tu takze kolejnos¢ element6éw nie odgrywa zadnej roli.-

Przyktadem wykorzystania zbioru z powtdrzeniami do modelowania rzeczywi-
stoSci moze by¢ portmonetka zapelniona monetami: Kole]nosm monet nie da si¢
ustali€ i nie matakiej potrzeby.-Mozna: ]ednak policzyé, ile jest monet kazdego
nominatu, ktéry tam wystgpuje. Dla mojej portmoneétki wynik jest nastgpujacy:
{5 gr, 50 gr, 50 gr, 2 zt, 5 zt, 5.z}, Czy ten ZblOI' monet ,,podpada pod deflch;
zbioru Cantora? Z pewnoscig tak. o »

|
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4 Zblor mereologlczny (kolektywny)

Mereologla to nauka o czqsmach icaloéciach. Zbiér rozumlany ]est tutaj ]ako
cansc zlozona z czgsci; przy czym cze§¢ zbioru jest takze zbiorem, a bycie czgscig
jest relacja zwrotna, przechodnig i antysymetryczna‘ Takie pojecie-zbioru wydaje
si¢' wlasciwe w odniesieniu do wszystklego co posiada jaka$§ rozciagtos¢ w prze-
strzeni. Odcinek czasu, w ktérym plszc; ten tekst, sktada si¢ z wielu fragmentow,
a'kazdy z tych fragmentow sktada si¢ z godzin czy z kwadranséw. Ta godzina, kt6-
ra wlasnie trwa, ]est czgécia wspomnlanego odcinka w tym samym. znaczeniu co
koficzacy si¢ teraz kwadrans czy ostatnia jego minuta. Jednocze$nie minuta ta jest
czgécia owego kwadransa czgscrc; tej godzmy i CZ@smq calego odcmka 0 ktorym
mow1my : : :

: Dla lepszego zrozumienia 1de1 zbloru mereolo gicznego warto zauwazyc, Ze suma
czgéci pewnej calosci jest czgscia tej: catosci bez wzgledu na to, czy pojmujemy ja
jako stanowiaca jeden spdjny fragment przestrzeni, czy dwa oddzielne fragmenty.
Na przyktad plerwsza 1 trzec1a mlnuta tej godzmy rozwazane ]ako cato$¢ sq wc1qz
czc;saq tej.godziny. - R : :

" Czglci tak rozumlanych calosa moga by¢ dowolme krotk1m1 przedzmiaml cza:
su (o ile zalozymy ciaglo$¢ czasu). We wszystkich przypadkach tego typu mamy do
czynienia z mereologia nieatomowg. Mereologia atomowa. zaklada istnienie cz¢s01
atomowych, tj. takich, ktore nie maja juz czg$ci wiasciwych. -

Czescia silnika mojego samochodu jest gaznik. Czescig gazmka jest uszczelka
Uszczelke t¢ mogg. traktowaé jako czg§¢ atomowa, tj. czgsC, ktdrej nie mozna juz
rozlozy¢ na mniejsze czesci (nie niszczac jej). Samochdd skiada sig zatem z czgei
‘ atomowych Mamy tu réwniez wiele cze¢ci zlozonych (nieatomowych)

- ‘Relacja bycia czgscig jest zwrotna w znaczeniu zawierania sig¢ jednego fragmen-
tu przestrzeni w drugim.- Méwiac, ze pewna godzma jest czescia jakiego$§ odcinka
‘czasu, nie zaktadam, ze odcinek ten jest wigkszy od godziny. Jesli bytby on doktad--
nie ta godzing, stwierdzenie to wcigz byloby poprawne. Relacja ta jest przechod-
nia, bo cz¢s¢ jakiej$ czgsci pewnej calosci jest takze czgScia owej caloéci. I wreszcie
relaqa ta jest antysymetryczna: calo§¢ nie moze byé czg¢scia SWO]CJ czeSciw zadnym
1nnym przypadku, jak tylko wtedy, gdy sa one identyczne. - g v

Oprocz relacji. bycza czgscig wprowadza si¢ relacje bycza czescig wfasczwq Ta -
ostatma nie jest, rzecz jasnay ani relacja: zwrotnq, ani antysymetryczng. Jest nato-
miast relacjg przechoqu i asymetrycznq (gdy a ]est czc;smq b, to b nie moze byc
czgscig a). : :
- Tworca mereologn polsk1 loglk ze szkoly lwowsko-warszawskle], Stanistaw
- Le$niewski uwazal, ze mereologiczne pojgcie zbioru jest o wiele bardziej intuicyjne
niz pojecie dystrybutywne. W dodatku, jego zdaniem, definicja Cantora nie stoi
w sprzecznosci z pojgciem mereologicznym. Z kolei Jan Woleiiski, znawca prac
Les$niewskiego, przypomina, ze Cantor ze swej nieformalnej definicji zbioru wy-
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prowadzil jednak teorig¢ zbioréw dystrybutywnych ([15]; 5. 148 i n.). Moze wigc Le§-
niewski nie mial racji w sposobie odczytywania definicji Cantora? =

Definicja zbioru mereologicznego zostala sformulowana przez Lesmewskxego
w postaci aksjomatycznej. W cytowanej nizej wersji ([9], s. 403 i n.) napisy typu
~a€ b” czytamy jako ,.a jest jednym z b” i przyjmujemy woéwczas, ze a-jest przed-
m10tem-1ndyw1duum, naplsy typu ,ae pr(b) czytamy jako ,.a jest czgScig wlasciwg,
b”; napisy typu A€ a” czytamy Jako »a jest przedm10tem-1ndyw1duum Aksloma-
tyka rozpoczyna sie od aksjomatu przechodmosc1 i-aksjomatu asymetrii;

= -[abc]: ae pr(b) be pr(c) .o ae pr(c)
tzn. dla dowolnych a, b, ¢, jezeli a jest czeicia wiasc1wq b oraz b ]est cze;sc1q wia-
Sciwa c, to a jest czq,sc1q wlasciwa c,

- [ab]:ae pr(b) .o ~(be pr(a))

tzn. dla dowolnych.a;: b, ]ezeh a ]CSt czgsc1q wlasmwg b, to meprawda ze'b ]CSt'
czgscig wlaSciwa a. - . :
- Trzeci aks;omat mow1, ze ]edyme przedm10ty—1ndyw1dua ma]q czgsc1

- [ab] ae pr(b) .o be b.

Dalej Lesniewski wprowadza defmlc]e czesci (el) oraz klasy (KZ), czyh mereolo-
gicznej calosc1 ,

- [ab]: aeel(b) .aca:aepr(b).v.a —b e

tzn. dla dowolnych a,b napis a € el(b) oznacza, zea ]est przedm10tem-mdyw1duum
i a ]est czq,sc1q wlasc1wq b lub a ]est tym samym cob;’

»;- [ab] ae Kl(b) . ae. a [c] ‘ce b.2 ce el(a) [d] de el(a) .2 (Elef) ee b
 feeld). feelle) R -

tzn. dla dowolnych a,b napls ae KI(b) oznacza, ze spelmone 533 warunk1 (1) a ]CSt

przedm10tem-mdyw1duum, (2) dla dowolnego c, jezeli ¢ jest jednym z b, to ¢ jest

czgScig a oraz (3) dla dowolnego d, jezeli d jest czgscig a, to 1stnlejq e; f takle, ze f

jest czeécia d i f jest czgcia takiego e, ktore jest jednym z b. -
Deflmc]e te wykorzystuje Lesmewskl w ostatmch dwoch aks;omatach

B [abc] ae I(l(c) be Kl(c) 3 p —b S

tzn. dla dowolnych a, b ¢, jezéli a jest caiosaq zlozona} Z ¢ oraz’ b ]est calosc1q
zlozong z ¢, to jest to ta sama calosc, SR .

- [ab] aeb. o [Elc]ce Iﬂ(b)

tzn dla dowolnych a,b, ]eZCll ajest ]ednym zb, to 1stn1e1e c bgdqce calosmq zlozona}
zb. S R ,
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- Aby otrzymac mereologn; atomowq, nalezyj _]CSZCZC dodaé deflmcjc; atomu (atm)
- [b] beatm [c]ceel(b) :)C""b B B ‘
i akSJomat
- ‘— [a]-aca.o [3b] be el(a) be atm.

Atomowosc mereologn nie wpiywa na kwesth skonczonosc1 Atomam1 czasu
mogq byé sekundy, a zblorem w przestrzem czasu moze  by¢ cala meskonczona w1ecz-
nos¢.

Zbiory mereologiczne zostaiy na nowo odkryte przy okazji. prac nad: zbiorami
przyblizonymi, o ktérych bedzie nieco dalej. =~

5. Torba kolektywna?

*:Czy mozna utworzyé zbiér mereologiczny z powtorzeniami? . . o
, Powrocmy do przykladu z samochodem jako caiosmq mereologlcznq Kazde
z czterech k6! mojego samochodu jest jego.cze$cia. Wszystkie te kota, rozwazane
jako calos¢, sg takze czgScig samochodu. Nie mamy tu wigc do czymema z powto-
rzeniami, ale z czterema réznymi przedmxotamx

- Odpowiedz jest, moim zdaniem, negatywna. :

6. Funkqa charakterystyczna

Kazdy zb10r dystrybutywny A (bez powtorzen) na danym umwersum U mozna
scharakteryzowac funqu, ktore] dziedzing jest U i ktéra przyjmuje warto$¢ 1 dla
kazdego elementu uniwersum nalezacego-do A, warto§¢ za$ 0 dla kazdego elemen-
tu, ktéry nie nalezy do A: Funkcje t¢ nazywa si¢ funkcja charakterystycznq zbioru A.

Dla zbior6w dystrybutywnych z powt6rzeniami mozemy zaproponowac podobng
funkcje. Jej przemwdzwdzmq be;dme teraz zbi6r liczb naturalnych. Dla kazdego ele-
mentu uniwersum, ktory nie nalezy do danej torby, funkcja ta: przy]mle warto§¢ 0.
Dla kazdego za§ elementu, ktory nalezy do torby n razy, funkcja przyjmie warto$¢ n.

Struktura danych uzywana do reprezentowania zbioru dystrybutywnego to zwy-
kle ciag bitow odpowiadajgcy funkcji charakterystycznej tego zbioru. Jedynka
w ciggu reprezentujacym zbiér oznacza nalezenie elementu do zbioru, zero ozna-
cza nienalezenie: Przy takiej reprezentacji-ciag bitéw odpowiada wszystkim ele-
mentom uniwersum ustawionym kolejno jeden za drugim, a zatem uniwersum ma
by¢ skonczone, niezbyt duze i uporzadkowane! To spore ograniczenia. .

Torbg mozemy w podobny sposob reprezentowac ciggiem liczb, z ktorych kaz-
da odpowiada za liczbg wystapiefi tego elementu, ktdry okresla pozycja hczby
w ciggu. Poprzednie uwagi o uniwersum pozostajg w mocy.
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7. Zbidr rozmyty - -

« Lotfi-Zadeh nadaje pojeciom zbioru i nalezenia elementu do zbioru nowe ‘zna-
czenia, Zbiorem rozmytym (ang. fuzzy set) nazywa on obiekt obejmu]qcy elementy
pewnej przestrzem rozwazai, przy czym kazdy z tych elementéw moze w pelni na-
leze¢ do owego zbioru rozmytego wcale do niego nie naleze¢ albo nalezec w pew- -
nym stopni. Zadeh proponuje wigc, by nie bylo ostrej. gramcy mle;dzy elementaml‘
nalezacymi i nienalezacymi do zbioru rozmytego.

- Zadeh w 1965 roku definiuje zbi6r rozrnyty ([16], 5.339): ,,LetX be a space: of
points (objects). A fuzzy set (class) 4 in X is'characterized by a membership (cha-
racteristic) function f,(x) which associates with éach point in X a real number in the

“interval [0, 1], with- the value of fakx). atx representmg the »grade of membershlp«
ofxinA ...

w pozme]szych pracach Zadeh i inni autorzy [7 2 14] defmlujq zblor rozmyty .
- ]ako ZblOI' scharakteryzowany za pomocq réwnosci::

={w uA(X)) xeX, MA(x) € [0 1]

gd21e uA X -, [0 1] ]est funqu przynaleznosm (ang membersth ﬁmctzon) elemen-
tow:z X do zbioru rozmytego 4. .+

Ten sposob; definiowania musi budzi¢ sprzec1w (por [8] S 12 in. ) Prawa stro- :
na réwnosci to zbiér par, z ktdrych kazda sktada sie z elementu uniwersum i liczby
bedacej wartoscia funkcji i, obliczong dla tego elementu. Zbiér takich par to wias-
nie funkeja jiy, czyli funkcja idgca z uniwersum X w przedziat rzeczywisty [0,1].
Czyiby wigc 4 stojace.po lewe] stronie réwnosci byto identyczne z p,? A moze znak
rownosci. nalezy rozumie¢ inaczej niz zwykle? Definicja ta: stanowi pewien: skrdt
myslowy, ktory zostal ostatecznie zaakceptowany przez srodow1sko uczonych I ]est
wielokrotnie powtarzany w literaturze przedmiotu.

Inng definicj¢ zbioru rozmytego znajdziemy u.J ozefa Drewmaka ([3] . 66—
67) Je] istota polega'na odroznieniu zbioru rozmytego odj jego funkeji. przynalez—
nofci i zarazem zwigzaniu zbioru z jego funkcja przynaleznosci. . .. :

Niech X bedzie obszarem odniesienia (universe. of discourse). pOJmowanym
wsensie dystrybutywnym mepustym skonczonym lub nie. Nlech Mi (X ) b@dzm ogo-
lem. wszystklch funkcp . ,

uX%WH

zwanych funkqaml przynaleznosc1 Wedlug Drewmaka elementy n1epusteg0 ZblO-
ru F(X) nazywamy zbiorami rozmytymi na uniwersum X, jésli tylko dane jest od-
wzorowanie przyporzadkowujace tym elementom ich funkcje przynaleznosci
z Mi(X). Definicja Drewniaka nie méwi wigc, czym sa zbiory rozmyte, jaka jest
natura elementéw zbioru F(X). By¢ moze jest to zbiér krzesel. W kazdym przypad-
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ku nazwiemy je zbiorami rozmytymi, o ile tylko kazdemu elementowi F(X) przypi-
szemy jakg$ funkcje z Mi(X).

- Mimo tych krytycznych uwag 0czyw15te jest, ze funkcja przynaleznosci stanowi |
uog6lnienie funkcji charakterystycznej, ZblOI‘ rozmyty za$ uogolmeme zbioru zwy
kiego. (dystrybutywnego).. = :

.-Moja propozycja ([8];, s. 12) defmlc]x szoru rozmytego nawigzuje- do defmlcjx
szoru dystrybutywnego Cantora, ktora cytowalem wcze$niej. Zbiorem rozmytym
nazywam kazdy ogét elementéw pewnego;: niepustego uniwersum, ktore mozna
myS§lowo powigzaC w calo§¢ za pomocy jakiej§ ich- WELASNOSCI.

‘Wiasno$¢ elementu moze by¢ ostrabadz. nieostra. W pierwszym przypadku zbidr
rozmyty jestidentyczny z pewnym zbiorem dystrybutywnym (zbiorem w sensie Can-
tora) w drugim przypadku zbidr rozmyty jest wytworem mysli (czy tez, jak chcg
inni, realno$ciag od mysli nlezaleznq) 1stotme roznym od zbloru dystrybutywnego
(jest zbiorem w rozumieniu Zadeha). _ »

Przyktadem wiasnosci ostrej na uniwersum zegarkow jest wlasnosc ze zegarek
zostal wyprodukowany w Szwajcarii. Kazdy rozwazany zegarek albo ma t¢ wiasno§é
i nalezy do zbioru zegarkéw szwajcarskich, albo jej nie ma. Przyktadem wlasnosbi
nieostrej jest wysoka cena zegarka. Kazdy zegarek moze miec wtedy przypisang
wartosé odpowiedniej funkcji przynaleznosci: stopief; w jakim wspomniana wlas-
nos¢ mu przystuguje. Kazdy zegarek nalezy w jakims§ stopniu-do rozmytego zbioru
zegarkow drogich, nawet gdy ten stopiefi rowny jest:zero. W tym ostatnim przypad-
ku stwierdzenie, ze element nalezy do zbioru w stopniu zerowym ]est rownoznacz-
ne stwierdzeniu, ze wcale nie nalezy do tego zbioru. - ' '

* W przypadku wigkszosci zbioréw rozmytych trafne przyplsame ich elementom
stopni przynaleznosci wydaje si¢ bardzo trudne. W zastosowaniach praktycznych
dla ktorych ta teoria przeciez ‘powstata, rad21my sobie z tym zadaniem stosunkowo
tatwo. Po ‘pierwsze; funkcja pizynalezno$ci-ma przede’ wszystkim uporzadkowa¢
elementy zbioru rozmytego: jezeli wezmiemy dwa zegarki o roznych cenach, to sto-
plen ‘przynaleznoéci tafiszego z nich do zbioru zegarkow drogich nie moze byé wigkszy
niz stopiefi przynaleznosci tego drozszego. Po drugie, funkcja przynaleznosci po-
winna by¢ regularna (na calej dziedzinie 'wznoszgca sig, opadajaca, najpierw wzno-
szjca sig, a nastepnie opadajaca, czy wreszcie: odwrotnie: najpierw oopadajgca,
a potem wznoszgca si¢). Po trzecie, w wigkszosci zastosowan mozna ograniczy¢ si¢
do kilku klas funkcji regularnych (przyktadem takiej klasy 'sa funkcje dzwonowe
Gaussa). Po czwarte, mozemy zaufaé ekspertowi, ktdry wskaze odpowiednig funk-
cj¢. Po pigte, mozemy wykonaé badania statystyczne dotyczace znaczenia interesu-
jacej nas nieostrej wlasnosci element6éw ustalonego uniwersum w.tym Srodowisku,
ktorego opinia nas interesuje. 1 po szoste, mozemy wyekstrahowac ksztaity tych
funkcp z ]aklegos zbloru danych SEE N
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~8. Zbiér rozmyty typu 2

Cz¢smowym rozwigzaniem problemu z precyzyjnym. okreslamem stopni przy- - -
naleznoéci jest rozszerzenie pojgcia zbioru rozmytego polegajace na tym, by war-
to§ciami funkcji przynaleznosci zamiast konkretnych liczb. rzeczywistych byly
zbiory rozmyte okreslone na [O 1]. Oblekty takie nazywa si¢ zb10ram1 rozmytym1
typu 2[10]..

Funkqa przynaleznosm zbloru rozmytego A typu 2 okreslonego na uniwersum
X przypxsule elementom tego uniwersum zblory rozmyte na [0,1):

X - FOAD) 1, ) = [ fw)u, gdzie f: [0,1] = [0, 11

uel

Funkcje przynaleznosm tych zbioréw nazywamy rozmytymi funkcjami przyna-
leznosci, a wartosci tych funkcji — rozmytymi stopniami' przynaleznosci. W spos6b
rekurencyjny wprowadza si¢ zbiory rozmyte wyzszych typow: zbior rozmyty na X
jest typu m (ang. type-m fuzzy set), gdy warto$ciami jego. funkql przynaleznosm sq
zblory rozmyte typu m—l

9 Zblor rozmyty pozmmu 2

Innego rodzaju rozszerzeniem pojecia zbloru rozmytego s3 zblory rozmyte po-
ziomu m (ang. level-m fuzzy set) Zbiorem: rozmytym poziomu 2 nazywamy zbiér
rozmyty, ktérego elementami s3 zbiory rozmyte, tzn. zbiér: rozmyty okreslony na
uniwersum: F(X ) zbioréw rozmytych okreslonych na: ostrym uniwersum X Zblory
rozmyte pozlomu ‘m wprowadza 51¢ rekurency]me

10, Zbior Lrozmyty

W niektorych zastosowaniach praktycznych wygodnie jest zamienié zbiér war-
tosci funkcji przynaleznosci. Zadeh jako przyklad proponuje zbiér czgéciowo upo-
rzqdkowany J.A. Goguen zaleca zbiér L o strukturze kraty i stad nazwa ,,L—rozmy-

e”. Proponuje si¢ takze dowolne zbiory nieujemnych liczb rzeczyw1stych oraz mne
zblory :

1. Zblor podwo;me rozmyty

Inng c1ekawq propozycja jest pojecie zbloru, ktory nazwalbym zblorem podwdj-
nie rozmytym (w oryginale: bifuzzy set), a ktére rozwuajg za Atanassovem T. Ger-

L
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stenkorn i J. Mafiko (por. [1], [4]). Zbiorem podwdjnie rozmytym na uniwersumX .
nazywan oni Oblekt postac1 T ”

| A= {(x uA(x) (X)) xe X},
gd21e uA, vA X - [0 1] spelnla]q dla wszystklchx € X Warunek
R 0<uA(x)+ (x)<1

Wartosc1 funkcji przynaleznosm 1 i funkcji meprzynaleznosm Vi danego ZblO-
ru podWOJme rozmytego.A w-punkcie x € X nazywamy odpowiednio stopniem przy-
naleznoscii stopmem n1eprzyna1eznosc1 tegoz elementux do zbloru podwo;me roz-
mytego A. - : R E R « -

12 Zblor dobrze rozmyty

Kole]nym rodzajem zbloru Jest oblekt ktory proponujc; nazywac zblorem do-v
brze rozmytym. :

Skoro okreSlenie stopni przynaleznosm zbloru rozmytego nie ]est Iatwe to moze
latwiejsze qume wskazanie dla kazdego elementu uniwersum - przedziatu, do kt6-
rego nalezy taki stopiedi. Innymi stowy o kazdym: elemencie uniwersum bgdziemy
mogli stwierdzi¢, ze jego stopiefi przynaleznosm jest nie mniejszy od hczby pizara-
zem nie wigkszy od liczby o::Bgdziemy oczywiscie zgdac, aby 0 sp<o< 1.+

- Niech X bedzie. obszarem odniesienia pojmowanym w sensie-dystrybutywnym:
mepustym skoficzonym® lub nie: Nlech Ro(X) bedzie ogolem funkcji p.: X— [0,1],
Sigma(X) za$§ — ogbtem funkcji o X [0,1] zwanych odpowiednio- dolnymi- (pesy-
mlstycznyml) i gérnymi (optymistycznymi) funkcjami.przynaleznoSci. -

W sposob uproszczony zbi6r dobrze rozmyty zdefiniujemy za pomocg réwnosci:

= {(x, px),0,(x)):xe X, P4 eRo_(X), o, e._Szgma(X)n,‘ 0 Sp(x) <o) <1}

pix)

o '-.'Rysunek 1. Zbié;%’ldobrze' rozmyty .

N
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*Zbidr dobrze rozmyty (por. rys. 1) moze byé reprezentowany dwoma zbiorami
rozmytym1 w rozumieniu . Zadeha, ktore- nalezaioby wowczas nazywac 0dp0w1ed—
nio:zbiorem rozmytym dolnym i zbiorem gérnym. « © .-

. Zbior dobrze rozmyty moze byé rozumiany: Jako bzfuzzy, pomewaz p(x) + (1 =
o(x)) <1, a zatem funkcje p(x) i dopetnienie funkcji-o(x) do liczby 1:mozna uwazaé
odpowiednioza funkcje przynaleznosci i-nieprzynalezno§ci:zbioru bifuizzy. Formal-
nie zbiér dobrze rozmyty i zb10r bzfuzzy to te same. oblekty, mtulc]e z nimi zwigzane
sa jednak inne. .-

Mozna zaproponowac prostg’ transformaqe; zbioru dobrze rozmytego w. zblor
rozmyty Zadeha, a mianowicie kazdemu punktowi x przypisaé p(x) jako srodkowq
warto$¢ przedziatu [p(x), o(x)]. Zabieg ten prowadzi do pomystu, aby zamiast okre-
§lania powyzszych granic przedziatu. okresla¢ warto§¢ oczekiwana. H(x) oraz dolne
i gorne odchylenia: u(x) - p(x), a(x) - u(x). Obszar zaznaczony na rysunku 1 inter-
pretujemy wowczas jako najbardziej _prawdopodobne wartoSci stopni przynalezno-
§ci x do zbioru A, przy czym w.arto"écviami’ oczekiwanymi sg §rodki przedziatow.

13. Zblor famany

Reprezentacla zbloru rozmytego Ww-pamigci komputera ]CSt iatwa gdy ogram-
czymy si¢ do kilku klas funkcji regularnych. Jednak operacje wykonywane na tych
funkcjach szybko wyprowadzaja nas poza te klasy i wtedy zaczynajg si¢ trudnosci.
Jednym z mozliwych rozwigzan jest zastgpowanie kazdej funkcji-otrzymanej w wy-
niku obliczeni i nienalezacej ‘do wybranych klas = najblizszg. funkcja nalezaca.do
tych klas. Jak 1atwo:sie przekonaé, rozwiazanie takie: zwykle sig nie sprawdza. Wy-
starczy bowiem;:ze ‘w.-wyniku operacji na funkcjach regularnych‘(np.- o ksztalcie
wzgbrza) otrzymamy funkcje nieregularng (np. o ksztalcie dwoch pagdorkéw od-
dzielonych gigboka doling). Przyblizenie jej funkcjg regularng nie ma woéwczas sensu,
bo w znacznym stopniu zaciera sens operacji wykonanej:na tamtych funkcjach. .

Rozwigzaniem zdecydowanie czeéciej uzywanym jest stosowanie funkcji o ksztat-
cie'tamanej i przyblizanie kazdej funkcji powstajacej w wyniku jakich§ operacji ko-
lejng funkcjg tamana: Aproksymacja taka moze byé bardzo doktadna: Jezeli za$ nie
zalezy nam na wielkiej dokladnosm to mozemy 1amane o hcznych odcmkach zaste;—
powac ‘prostszymi. : & ; :

- Funkcje tamane stosu1emy takze wtedy, gdy pow1erzamy uzytkown1kow1 pro-
gramu ustalenie ostatecznego ksztaltu funkcji uzyskanej w wyniku: jakiego$ proce-
su obliczeniowego. Jako przyklad takiego rozwiazania rozwazmy programy Cluste-
rit oraz.fuzzyShape autorstwa -mojego magistranta [5]. Pierwszy z nich dokonuje
- rozmytej Klasteryzacji danych numerycznych przy uzyciu zmodyfikowanej metody
Gustafsona-Kessela. Drugi jest-edytorem, za pomocg ktérego uzytkownik obryso-
wuje ksztalty rozmytych klasteréw funkcjami-tamanymi w celu uzyskania funkcji
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o ksztaltach nadajgcychsi¢ na reprezentacje terméw lingwistycznej bazy wiedzy
‘projektowanego sterownika. Omawiany program generuje skrypt opisujacy famang
narysowang przez uzytkownika i wiacza go do: skryptu definiujacego: sterownik.
Rysunek 2 przedstawia przyklad famanej narysowanej przy uzyciu fuzzyShape. La-
mana ta stanowi — zdaniem uzytkownika, ktdry ja narysowat — aproksymacje funk-
¢ji przynaleznoSci rozmytego klastera.otrzymanego z programu Clusterlt. . .

— - T
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- Ryshnek 2. Rozmyty Klaster i funkcja tamana - R

.~ Zbiory rozmyte o funkcjach przynaleznosci w postaci lamanej proponuj¢ nazy-
- wacé zbiorami rozmytymi lamanymi. Dla takich zbioréw warto'na nowo okreslié stan-
dardowe operacje:na zbiorach rozmytych uzywane w danej metodzie obliczeniowej;
co pozwoli -W niemal»kaidym przypadku - na znaczne uproszczenie obliczen.

1 4 ZbIOI" przybllzony

Tworcq 0maw1anej nizej teorii jest Zd21siaw Pawlak [12], [13] Aby wprowadzw
definicj¢ zbioru przyblizonego (ang. rough set), trzeba rozpoczaé od pojecia syste-
mu informacyjnego. Przez system taki rozumiemy cawérke <U; A4, V, i>, gdzie U
jest niepustym i skoficzonym uniwersum, A jest niepustym i skoficzonym zbiorem
atrybutéw, V jest suma dziedzin V, atrybutdw, a i jest funkcja informacji, ktéra
przypisuje kazdemu obiektowi u z uniwersum U i kazdemu atrybutow1 a zA war-
to$¢ i(x,a) wybrana z dziedziny V, tego-atrybutu. : S

Oblekty nierozroznialne z uwagi na wartosci wybranych atrybutow tworza kla-
sy rtéwnowaznosci. Tak wigc charakterystyka dana poprzez rézne zestawy wartosci .
ustalonych atrybutéw dzieli uniwersum na klasy elementéw nierozréznialnych. Tym
samym dla kazdego zestawu atrybutéw. uniwersum zostaje podzielone na cz¢sci
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W sposOb zupelny i roztgczny. Im wigcej atrybutow weZmiemy pod uwagg, tym po-
dzial moze okazad si¢ dokladniejszy. Sztuka jest wybranie tych atrybutdéw, dla kté-
+ rych podzial jest i dokladny, i pozadany z uwagi na cele, jakie chcemy osiagna¢. -

Jako przyktad rozwazmy uniwersum okularéw korekcyjnych, ktore nosza stu-
denci tej szkoly. Pierwszy, gruby podziat takiego uniwersum wykonam, gdy wezme
pod uwage atrybut opisujacy wielko$é korekty. Jako dziedzing wartoéci tego atry-
butu przyjme zbiér par (x, y) liczb okreélajqcych'korekte; z doktadnoscig do 0.5
dioptrii, gdzie hczbax dotyczy szkla na lewe oko, ay —na prawe. Ustalajac wartos¢
tego atrybutu na (-1.5, + 2.0), ze wszystklch okularéw studentéw wybiore te i tylko
te, ktére majg takie wlasnle szkla. Podzial uniwersum okularéw na podstawie war-
tosci tego atrybutu wyrozm kilkaset (okoto 400) rozlqcznych czgsci. Dla porzadku
dodam jeszcze ]ednq czgsé oznaczanq wartoscig (0, 0), do ktdrej wioze wszystkie
pozostale okulary, tj. te, ktérych szkta nie sa ]ednoogmskowe (nalezeé tu bgda oku-
lary ze szklami polowkowymi, dwupolowkowyml dwuogniskowymi, progresywny-
mi etc.). Teraz podzial uniwersum bedzie nie tylko rozlaczny, ale réwniez wyczer-
pujacy cale uniwersum. Jako drugi atrybut wezme rozstaw §rodkéw krzywizn szkiet
zmierzony w kazdej oprawie z dokladnoscig do 1 milimetra. W tym przypadku uni-
wersum okularéw zostanie podzielone na kllkad21e51qt (okoto 25) rozlacznych cze-
§ci w ten sposob, ze do danej czc;sm nalezec bgda te i tylko te okulary, ktore maja
ten sam rozstaw. Okulary, ktorych nie da sie scharakteryzowac w_taki sposob (np.
0 szklach progresywnych) wrzucc; do dodatkowe] cze;sc1 oznaczone] rozstawem 0.
J ezeh wezme; pod uwagf; oba oméwione atrybuty, to uniwersum zostanie pod21elo-
ne znaczme dokladmej (na okoto 10000 czgsci). DZIC_]C si¢ tak dlatego ze p0d21a1y
te sie skrzyzu]q Wprowadzajac kolejne atrybuty, mogg d21ehc umwersum okula-
16w coraz doktadniej. v

Zestaw wartoSci wybranych atrybutow jest informacja, ktdra w sposéb unikato-
wy charakteryzuje kazdg cz¢S¢ podzialu uniwersum dokonanego przez skrzyzowa-
nie podzialéw odnoszacych si¢ do kazdego z tych atrybutéw z osobna.

. Zwykly zbior dystrybutywny utworzony z elementéw.uniwersum systemu infor-
macyjnego moze byé przyblizony zbiorem bedacym sumga czesci jakiego$ podzialu
tego uniwersum (podziatu dokonanego z.uwagi na wybrane atrybuty). Przyblizenie
to moze by¢ przyblizeniem dolnym (wszystkie czesci przybhzema zaw1era]q si¢
w omawianym zbiorze) lub.gérnym- (omaw1any zbilr zawiera si¢ ' w sumie czesci
stanowu;cych to przyblizenie), jak na rysunku 3 Im pod21a1 umwersum ]est doklad-
niejszy, tym przyblizenia mogq byc Iepsze '

Pomyst Pawlaka polega na tym, by odrozmc zblory dokiadne t] te ktore da sie
przedstawi¢ jako sume cze;sc1 uniwersum, od’ zblorow ktorych me da s1<; tak przed-
stawi¢. Te drugle nazywa on zb10ram1 przybllzonyml S - P

W ramach danego systemu 1nformacyjnego zbior przybhzony rozpatrywany Jest
jako obiekt; ktdry lezy gdzie§ migdzy swoim dolnym i gérnym przyblizeniem. Kaz-
da z tych granic odpowiada sumie czgci podzialu okreslonego wybranym zesta-

|
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wem atrybutow. Suma ta, rozumiana jako calo$¢, odpowiada z kolei pewnej infor-

macji (zestawowi wartosci tychze atrybutow) Zbibr przybhzony okreslony Jest za-
tem. dwoma 1nf0rmaCJam1 . : :

o RySUhek 3 Zbiét p{zybliiony i'jegcl)v' dlvyavp"r‘iyl")liiehjia -

Powyzsze uwag1 a zwlaszcza Uzyte okreslema ,Czese” _1 ,,cansc mogq sugero-i
wac, ze istnieje jaki§ zwxqzek mledzy zbiorami przybhzonyml a zbiorami’ mereolo-
glcznyml Istotnie, te ostatnie stanow1q podstawe teorii zbioréw’ przyblxzonych _

Zblory przybhzone s3 wykorzystywane w 1nformatyce gtownie w ‘metodach ana-
hzy duzych zbioréw danych (zob. http: //loglc mlmuw edu pl/~rses) iw metodach
sterowama przybhzonego (por. [11]).
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