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ABSTRACT

Andrzej Iwasiewicz, Binary process monitoring by the cumulative sum control chart. Fiolia Aeco-
nomica Cracovienisa 2008-2009, 49-50: 71-90.

In the paper there have been presented some problems of the binary processes monitoring.
There have been presented the monitoring of these processes by Shewhart control charts
{control charts p and np) and cumulative sum control charts. Shewhart control charts are
very useful if there are a possibility of a large shift in monitored parameters of process.
A major disadvantage of a Shewhart control chart is that it uses only (first) the information
about the process contained in the last observation and it rather ignores any information
given by the entire sequence of empirical points. The cumulative control charts (cusum charts)
are very effective alternatives to the Shewhart ontrol charts. In the paper there have been
presented the original modification of the cumulative sum control chart.
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1. PROCESY BINARNE

Pod pojeciem procesu binarnego nalezy rozumie¢ kazdy proces dwustanowy,
czyli taki proces, w przypadku ktérego badane zjawisko moze znajdowac sie
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tylko w dwéch, rozlacznych i wzajemnie wykluczajacych sie stanach. Obser-
wowany proces moze by¢ albo z natury dwustanowy, albo obserwator tego
procesu moze dokona¢ dychotomizacji obrazu badanego zjawiska, sprowadza-
jac go tym samym do postaci binarnej. Niezaleznie od tego, z ktérym z tych
przypadkéw mamy do czynienia, do opisu stanu obserwowanego zjawiska
wykorzystuje sie najczesciej zero-jedynkowe zmienne diagnostyczne. Wartosci
tych zmiennych (X) generowane sa wedlug nastepujacej reguty:

X =1 gdy badane zjawisko znajduje si¢ w stanie wyréznionym
X = 0 gdy badane zjawisko nie znajduje si¢ w stanie wyréznionym. M

Monitorowanie procesu, nie tylko binarnego, podejmowane jest najczesciej
w celu pozyskania informacji o srednim poziomie obserwowanego zjawiska,
a takze o jego zmienno$ci. W przypadku proceséw binarnych obydwa te zada-
nia realizuje si¢ poprzez éledzenie parametru:

p=PX=1), (2)

charakteryzujacego czestos¢ pojawiania sie tego stanu procesu, ktéry w planie
eksperymentu zostal potraktowany jako wyrézniony (X = 1). Przypomnijmy
wszak, ze w przypadku zero-jedynkowych zmiennych losowych wartosé oczeki-
wana i wariancja dane sa nastepujacymi wzorami: E(X) = p, DXX) = p x (1-p).
Tak wiec, znajac wartosé parametru p, albo uzyskane empirycznie punktowe
lub przedzialowe oszacowania tej wartosci, posiadamy informacje zaréwno
o Srednim poziomie procesu, jak i o jego zmiennosci. Zauwazmy tez, ze wa-
riancja tej zmiennej losowej osiaga wartosé¢ maksymalna, a monitorowany pro-
ces najmniejszy stopienn zdeterminowania przez kontrolowane uwarunkowa-
nia, gdy p = 0,5.

Przy przyjetych zatozeniach, formalnym modelem obserwowanego proce-
su {X,} jest ciag zer (X = 0) i jedynek (X = 1), a czestos¢ pojawiania sie tych
wartosci okreslona jest przez parametr p. W konsekwencji, réwniez uzyskiwa-
ne empirycznie liczbowe obrazy procesu sa ciggami ztozonymi z zer i jedynek’.
Sa to zawsze ciagi skoriczone, podczas gdy monitorowany proces {X,} moze
by¢ traktowany — w zaleznosci od szczegétowych uwarunkowan — jako ciag
skoriczony lub nieskoriczony. Jesli w kolejnych krokach postepowania kontro-
Inego mamy do czynienia z pojedynczymi ocenami natezenia obserwowanego
zjawiska, to rezultatem przeprowadzonych badarn jest ciag:

X Xogp Xgp ey Xyy ey Xpy (3)

w ktérym x, oznacza zrealizowang wartos¢ (zero albo jedynke) zmiennej dia-
gnostycznej X, w punkcie, albo przedziale, o numerze ¢t (t = 1, 2, 3, ..., k). Jesli

! Ciagi takie nazywane sa niekiedy stlowami binarnymi.
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natomiast w kolejnych krokach postepowania kontrolnego wielokrotnie powta-
rzana jest ocena natezenia badanego zjawiska, to kazdej wartosci t odpowiada
pewien zbidr zer i jedynek, bedacych realizacjami zmiennej diagnostycznej X:

xmt}. (4)

Og6lnym liczbowym obrazem monitorowanego procesu jest w takiej sytu-
aqji cigg tych zbioréw:

x, = {xm, X

Cor X

, X

5 A T R

Xy, Xy Xy ey Xpy ey X (5)

Zbiory x, sa najcze$ciej probkami losowymi, a 1, oznacza licznos¢ prébki
pobranej do badania w chwili (przedziale) o numerze t. Odpowiednio zorga-
nizowana analiza tych prébek umozliwia empiryczne pozyskiwanie informagji
o stanie Sledzonego procesu, ktére pozwalajg wyznaczaé punktowe i przedzia-
towe oceny parametru p zdefiniowanego wzorem (2), a takze weryfikowac
hipotezy dotyczace tego parametru.

2. KARTY KONTROLNE

Procedury statystyczne znane pod nazwa kart kontrolnych (ang. control chart)
sa nieskomplikowanymi i bardzo uzytecznymi narzedziami monitorowania
proceséw. Stuza one do rejestrowania, wstepnego przetwarzania i analizy Zr6-
dlowych informacji o stanie obserwowanego procesu, a ich zadaniem jest
wykrywanie systematycznych (nielosowych) zmian w przebiegu tego procesu.
Najczesciej, aczkolwiek nie zawsze, karta kontrolna jest elementem ujemnego
(regulacyjnego) sprzezenia zwrotnego. W takiej sytuacji wykryta zmiana w prze-
biegu procesu, bedaca nielosowym odchyleniem od zadanej normy, skutkuje
emisjg sygnatu o rozregulowaniu procesu, a sygnat ten uruchamia odpowied-
nie dzialania regulacyjne. Takie usytuowanie karty kontrolnej w systemie mo-
nitorowania procesu nie jest jej jedynym zastosowaniem. Karta kontrolna moze
réwniez funkcjonowacé w ukladzie dodatniego (deregulacyjnego) sprzezenia
zwrotnego, a moze by¢ takze wykorzystana do biernego sledzenia procesu, bez
mozliwosci wptywania na jego przebieg. Prezentowane w literaturze przedmio-
tu karty kontrolne mozna klasyfikowacé wedtug kilku kryteriéw. Rozréznia sie
wiec przede wszystkim karty jednowymiarowe i wielowymiarowe. Podstawo-
we znaczenie praktyczne maja karty jednowymiarowe, stosowane w przypad-
ku jednokryterialnej oceny badanych zjawisk. Takim kartom kontrolnym po-
$wiecone s3 w catosci przedstawione ponizej rozwazania. Nie zmienia to
oczywiscie faktu, Ze bardzo czesto zachodzi potrzeba ocen wielokryterialnych.
W takich sytuacjach definiuje sie czesto jednowymiarowe, agregatowe zmien-
ne diagnostyczne, charakteryzujagce w sposéb syntetyczny obserwowane, wie-
lowymiarowe zjawisko. Niekiedy wykorzystuje sie do tego celu zero-jedynkowe
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zmienne losowe, a w konsekwencji obserwowany proces sprowadza si¢ do
postaci binarnej. Pelniejszy obraz monitorowanego procesu uzyskuje sig stosu-
jac wielowymiarowe karty kontrolne, wéréd ktérych podstawowsq role od-
grywajqg dwuwymiarowe karty kontrolne (T2) Hotellinga (Montgomery, 2005).
Podstawa klasyfikacji kart kontrolnych sa takze teoretyczne uwarunkowania
ich funkcjonowania. Kierujac si¢ tym kryterium rozréznia sie karty kontrolne
zaproponowane przez W. A. Shewharta, ktérych teoretyczng baze stanowi
obecnie klasyczna teoria weryfikacji hipotez statystycznych? oraz karty kontro-
Ine sum skumulowanych wykorzystujace sposéb rozumowania zaproponowa-
ny przez A. Walda dla potrzeb analizy sekwencyjnej®. Innym, bardzo waznym
kryterium klasyfikacji kart kontrolnych jest ich zdolnos¢ do akceptacji monito-
rowanego procesu. Historycznie wczedniejsze sq karty kontrolne, zaréwno Shew-
harta, jak i sum skumulowanych, ktére nie posiadaja tej zdolnosci. Potrzeby
praktyki wymusily jednak modyfikacje tych kart. Te zmodyfikowane karty
kontrolne pozwalaja akceptowacd obserwowany proces, a nie tylko dyskwalifi-
kowaé go lub orzekad, ze nie ma podstaw do dyskwalifikacji. Tak zmodyfiko-
wane karty kontrolne sa szczegdlnie uzyteczne w sytuacjach, w ktérych nie
mozna uchyli¢ si¢ od odpowiedzi na pytanie: czy obserwowany proces prze-
biega prawidlowo, czy tez wymaga korekty? Z taka sytuacja mamy do czynie-
nia — na przyklad — w dzialaniach zwigzanych z audytem. Podstawowa czes¢
przedstawionych ponizej rozwazar poswiecona jest monitorowaniu proceséw
z wykorzystaniem procedur sekwencyjnych. Oméwienie funkcjonowania kart
kontrolnych Shewharta stanowi niezbedne wprowadzenie do tego podstawo-
wego nurtu rozwazan.

3. KARTY KONTROLNE SHEWHARTA

Najwczesniejsze historycznie, najbardziej znane i najczesciej stosowane sa kar-
ty kontrolne pomystu W.A. Shewharta. W latach dwudziestych ubiegtego
stulecia przedstawit on i zrealizowat koncepcje systemu wykorzystujacego infor-
macje generowane przez karty kontrolne do sterowania procesami wytwérczy-
mi w celu zapewnienia wymaganego poziomu jakosci wykonania®. Stowo

? Walter Andrew Shewhart (1891-1967), amerykariski matematyk i statystyk, prekursor stoso-
wania metod statystycznych dla potrzeb zarzadzania jakosciag. Dodac¢ nalezy, ze w czasie gdy
W. A. Shewhart pracowal nad swoim systemem sterowania procesem z wykorzystaniem kart kon-
trolnych, teoria weryfikacji hipotez statystycznych nie byla jeszcze ugruntowana. Powstawata ona
niemal réwnolegle do prac W. A. Shewharta i byla dzielem Jerzego Sptawy-Neymana (1894-1981)
oraz Egona Pearsona (1895-1980) (Rinne i Mittag, 1988).

? Abraham Wald (1902-1950), statystyk amerykariski (Rinne i Mittag, 1988)

* Pierwszy taki system zostal uruchomiony 16 maja 1924 w Stanach Zjednoczonych (Juran,
1962).
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~Karta” (ang. chart) nieprzypadkowo znalazlo si¢ w nazwie omawianych pro-
cedur. Centralnym elementem karty kontrolnej jest odpowiednio skonstruowa-
ny diagram przegladowy, stuzacy do graficznego przedstawienia przebiegu
Sledzonego procesu. W przypadku kart kontrolnych zaproponowanych przez
W. A. Shewharta, a takZe innych kart kontrolnych, diagram ten ma postac przed-
stawiong schematycznie na rycinie 1. Na osi poziomej odkladany jest numer
probki losowej pobranej z procesu, albo czas mierzony na skali porzadkowej
(t). Na osi pionowej odklada si¢ natomiast wartosci obserwowanej charakte-
rystyki z préby 7, przy czym szczegélowa postad tej charakterystyki zalezy
od réznego rodzaju uwarunkowan, do ktérych w szczegélnosci nalezy zali-
czy¢ cel badania oraz rodzaj monitorowanego procesu. Réwnolegle do osi ¢,
na poziomie 73, wykresla sie lini¢ centralng (ang. center line), odpowiadajaca
najczesciej, ale nie zawsze, sredniemu poziomowi obserwowanego procesu.
Ponizej i powyzej linii centralnej wykresla si¢ linie kontrolne, ktére moga by¢
badZ to granicami regulacji procesu (ang. upper control limit, lower control limit),
badZ tez moga stuzy¢ do wykrywania korzystnych zmian w procesie. Na tak
przygotowany diagram przegladowy nanosi si¢ kolejne punkty empiryczne
(t, m), tworzace ciag nazywany sladem procesu.

A
ur
" . -
I gérna linia
Mg po=n=mmmmmmmmm- '{ """""""""""""""""""""""""""""" kontrolna
|
|
i ! linia
To ---- % """"" A centralna
| | roo
. I B
! J ! | ' | | T dolna linia
Mg {7 A i """ ;"" T !’“"{""'} """ IT"“‘T """ kontrolna
l I l I I I l ' | |
! | I | | I ! } ! |
d ' ! ! ! ! ' t l :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t

Ryc. 1. Diagram przegladowy karty kontrolnej Shewharta

W zamysle W. A. Shewharta analiza tego ciaggu miala by¢ podstawgq dia-
gnoz dotyczacych stanu obserwowanego procesu, a takze decyzji sterujacych
jego przebiegiem. Operacje numeryczne mialy byé sprowadzone do niezbed-
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nego minimum. Przyczyna takiego potraktowania problemu wydaje sie oczywi-
sta, zwlaszcza jesli karty kontrolne miaty funkcjonowa¢ w warunkach warsz-
tatowych, na niskich szczeblach zarzadzania. Nalezy pamietaé, ze w latach
dwudziestych ubieglego stulecia, a takze w kilku nastepnych dekadach, nie
byly dostepne te $rodki obliczeniowe, ktérymi dysponujemy obecnie. Byt to
swiat bez kalkulatoréw elektronicznych i bez komputeréw. Dlatego tez zapew-
ne W. A. Shewhart zaproponowatl taki tok przetwarzania i analizy informacji
Zrédtowych, w ktérym podstawowe oceny i decyzje formutowane sg na pod-
stawie graficznej analizy problemu. W $wietle obecnej wiedzy o problemach
wnioskowania statystycznego karty kontrolne Shewharta mozna rozwazac jako
sekwencje odpowiednich testéw istotnosci. Dotyczy to jednak tylko takich sy-
tuacji, gdy — z jakichkolwiek powodéw — rola karty kontrolnej zredukowana
jest do generowania i emisji tak zwanych punktowych sygnatéw o rozregulo-
waniu monitorowanego procesu. Sygnat taki emitowany jest wéweczas, gdy
pojedynczy punkt empiryczny (t, 7,) znajdzie si¢ poza obszarem ograniczonym
przez linie kontrolne, bedace granicami regulacji procesu. W sytuacji pokazanej
na rycinie 1 sygnatami takimi sg punkty (3, 7,) oraz (4, 1,). Kazdy z tych sygna-
16w réwnowazny jest decyzji o odrzuceniu hipotezy zerowej za pomocq od-
powiedniego testu istotnosci. Gdyby mianowicie na podstawie pojedynczego
zbioru postaci (4) obliczy¢ wartos¢ stosownej funkgji testowej i poréwnac ja
z odpowiednig wartoscig krytyczna, to decyzja bytaby taka sama jak w przy-
padku sygnatu punktowego wyemitowanego przez karte kontrolna.
Analizujac funkcjonowanie diagramu przegladowego, przedstawionego na
rycinie 1 nietrudno zauwazyd, ze karta kontrolna umozliwia nie tylko emisje
sygnalow punktowych, ale stwarza takze mozliwo$é wykrywania objawow
rozregulowania procesu poprzez analize¢ ciggu kolejnych punktéw empirycz-
nych (¢, 1), tworzacych élad procesu. Celem tej analizy jest identyfikacja takich
sekwengji (serii) punktéw empirycznych, ktérych pojawienie si¢ w $ladzie ure-
gulowanego procesu, a wiec przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej,
jest bardzo mato prawdopodobne. Gdyby — na przyktad — przyjaé, ze w sy-
tuacji przedstawionej na rycinie 1 obserwowana charakterystyka z préby (7)
jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopodobieristwa, weryfiko-
wana hipoteza zerowa ma postaé H, : E(7) = 7, a prawdopodobieristwo wy-
emitowania falszywego sygnatu o rozregulowaniu procesu ustalono na pozio-
mie o = 0,05, to cigg szesciu punktéw empirycznych (5, 175), (6, 7,), (7, 1,),
(8, 1g), (9, ny), (10, n,,) jest sygnalem sekwencyjnym (seryjnym), mimo ze
zaden z tych punktéw, traktowany z osobna, nie wskazuje na rozregulowanie
procesu. Wszystkie te punkty empiryczne leza ponizej linii centralnej odpowia-
dajacej wartosci oczekiwanej zmiennej diagnostycznej. Jesli s to niezalezne
oceny badanego zjawiska, to z symetrii rozkladu normalnego wzgledem
wartosci Sredniej wynika, ze prawdopodobieristwo przypadkowego uksztat-
towania si¢ analizowanej sekwencji wynosi (1/2)¢ = 0,0156 < o = 0,05. Jest to
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konieczny i wystarczajacy warunek uznania analizowanego ciagu za sekwen-
cyjny sygnat o rozregulowaniu procesu’.

4. MONITOROWANIE PROCESOW BINARNYCH
Z ZASTOSOWANIEM KART KONTROLNYCH SHEWHARTA

Skupmy uwage na przypadku, gdy w kolejnych krokach postepowania kon-
trolnego pobierane sg prébki losowe o licznosci 7,, a wiec na przypadku, gdy
empirycznym obrazem monitorowanego procesu jest ciag postaci (5). Oblicza-
jac wartosci:

Z = th.i , (6)
i=1

uzyskujemy informacje o liczbie elementéw wyréznionych (X = 1) w kolejnych
(t=1,2,3, ..., k) zbiorach postaci (4). Jesli prébki losowe pobierane do badania
w kolejnych krokach postepowania kontrolnego sg jednakowo liczne, to war-
tosci z, obliczone wedlug wzoru (6) mogg byé bezposrednio wykorzystane do
monitorowania procesu za pomoca karty kontrolnej. W takiej sytuacji nalezy
postuzy¢ sie karta kontrolng z (ang. control chart np) Jesli natomiast kolejno
pobierane prébki majg rézne licznosci, to wartosci z, obliczanych wedtug wzo-
ru (6) nie wykorzystuje si¢ bezposrednio do monitorowania procesu za pomo-
cq klasycznej karty kontrolnej Shewharta. W celu zapewnienia poréwnywalno-
$ci uzyskiwanych ocen czastkowych, oblicza sie wéwczas wartosci frakeji
elementéw wyréznionych (X = 1), w kolejnych zbiorach postaci (4):

w, =2t ?)

1,

Majac te wartosci mozna podjaé monitorowanie procesu za pomocg karty
kontrolnej w (ang. control chart p).

W celu udcidlenia dalszych rozwazan ustalmy uwage na przypadku, gdy
stan wyrézniony (X = 1) jest niepozadanym (albo niekorzystnym) stanem
monitorowanego procesu. W takiej sytuacji proces jest uregulowany (przebiega
zgodnie z oczekiwaniami), gdy p < p,, natomiast jest rozregulowany (nie prze-
biega on zgodnie z oczekiwaniami), gdy p > p,, przy czym p, oznacza najgor-
szy, ale jeszcze dopuszczalny poziom procesu (ang. Acceptable Process Level —
APL). Jesli taki proces bylby monitorowany za pomocg wspomnianej powyzej
karty kontrolnej z, albo karty kontrolnej w, to w kazdym kroku postepowania
kontrolnego weryfikowana bylaby hipoteza zerowa:

> W normie PN-1SO 8258+AC1 wyr6zniono siedem typéw takich sygnaléw seryjnych (se-
kwencyjnych), oprécz podstawowego sygnatu punktowego. Problem ten oméwiono réwniez w pracy
(Iwasiewicz i Stefanéw, 2001).
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Hy: p < pg, (8)

wobec hipotezy alternatywnej:
Hpi:p>p, (%)

W rozwazanym przypadku granicami regulacji procesu bylyby tylko gor-
ne linie kontrolne, natomiast dolne linie kontrolne mozna by wykorzystac¢ do
wykrywania objawéw korzystnych zmian w obserwowanym procesie®. W przy-
padku karty kontrolnej z granica regulacji dana jest wzorem:

Z, = NXPy + Uy X 11X Py X (1 - pp). (10)

Stosujgc natomiast karte kontrolng w, granice regulacji procesu wyznacza-
my wedlug wzoru:

W, =pg 1, X M (11)

n
Nietrudno zauwazy¢, ze obydwa te réwnania wynikajq z prostego prze-
ksztalcenia funkcji testowej odpowiedniego testu istotnosci, ktéry mozna za-
stosowaé do weryfikacji sformulowanej powyzej hipotezy zerowej, w kolejnych
krokach postepowania kontrolnego, traktowanych z osobna’. W konkretnym
przypadku jest to test 1, o nastepujacej funkcji testowej:

zZ
——p _
= = WP (12)
\/pox(l‘po) \/pox(l_po)
n n

W rozwazanym powyzej przypadku emisja sygnalu nastgpuje wdéweczas,
gdy z, > z, albo w, > w,. Obydwa te sygnaly rownowazne s3 decyzji o odrzu-
ceniu hipotezy zerowej (8) na korzys¢ hipotezy alternatywnej (9), gdy wartosé
u, obliczona na podstawie wzoru (12) spelnia nieréwnos¢ u, > u,. W kazdym
z tych przypadkéw prawdopodobieristwo popelnienia bledu jest takie samo
i wynosi «a.

¢ Wyczerpujacy opis funkcjonowania kart kontrolnych Shewharta stosowanych w przypadku
proceséw binarnych przedstawiono w wielu podrecznikach; zob. np. Montgomery, 2005; Iwasie-
wicz, 1985, 1999, 2005.

7 Przeglad podstawowych testéw istotnosci zainteresowany Czytelnik znajdzie w kazdym
obszerniejszym podreczniku statystyki; zob. np. Iwasiewicz i Paszek, 2004.
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5. SEKWENCYJNE PROCEDURY MONITOROWANIA PROCESOW

Mozliwo$¢ identyfikacji i analizy nielosowych sekwencji punktéw empirycz-
nych (¢, 17,) w $ladzie procesu jest ta wlasciwoscig operacyjng karty kontrolnej
Shewharta, ktéra odréznia jg od zwyklych sekwencji testéw istotnosci. Mozli-
wos¢ ta zaowocowala pojawieniem sig réznego rodzaju sekwencyjnych proce-
dur kontrolnych. Nalezy tu przede wszystkim wymieni¢ karte kontrolng $red-
nich ruchomych (ang. moving average control chart — MA chart). Karta ta moze
by¢ stosowana albo jako samodzielna i odrebna procedura monitorowania pro-
cesu, albo jako dodatkowy segment standardowej karty kontrolnej Shewhar-
ta. W takiej sytuacji diagram przegladowy standardowej karty kontrolnej wy-
posaza sie dodatkowo w tor kontrolny stuzacy do rejestrowania i analizy
$rednich ruchomych. Sygnaly pojawiajace si¢ na tym torze nazywane sa zwy-
kle sygnatami z polaczonych prébek. Takie postepowanie pozwala nie tylko na
sprawniejsze wykrywanie sygnaléw sekwencyjnych w §ladzie procesu, ale
wzmacnia réwniez selektywnosé¢ procedury, albowiem formulowane oceny
oparte sa na prébkach o zwielokrotnionej licznosci. Na uwage zastuguje rola,
jaka karta kontrolna $rednich ruchomych odgrywa w przypadku monitorowa-
nia proceséw gietdowych. Waznym instrumentem wykorzystywanym do
monitorowania tych proceséw sa tak zwane wstegi Bollingera (ang. Bollinger
bands). Wstega taka jest zmodyfikowana kartg kontrolng srednich ruchomych,
przy czym modyfikacje dotycza sposobu wyznaczania zaréwno linii centralnej,
jak i linii kontrolnych. Wszystkie elementy procedury sa tu wyznaczane na
podstawie biezaco pozyskiwanych informacji o stanie monitorowanego proce-
su, a nie na podstawie wartosci postulowanych, jak w przypadku klasycznych
kart kontrolnych Shewharta. Jak juz wspomniano powyzej, teoretyczng podbu-
dowe kart kontrolnych Shewharta stanowi teoria testow istotnosci. Testy te —
w standardowej postaci — nie stuza do przyjmowania weryfikowanych hipo-
tez zerowych. Za pomoca testu istotnosci mozna albo odrzuci¢ hipoteze zero-
wa przy okreslonym prawdopodobieristwie popelnienia pomytki (@), albo orzec,
ze nie ma podstaw do jej odrzucenia. Nie mozna natomiast przyjac (zaakcep-
towac) hipotezy zerowej, albowiem prawdopodobieristwo popelnienia btedu
drugiego rodzaju (f)), polegajacego na przyjeciu falszywej hipotezy zerowej,
pozostaje poza bezposrednia kontrola. Kazdy standardowy test istotnosci moz-
na wprawdzie przeksztalci¢ w taki sposéb, by istniala mozliwosé przyjmowa-
nia weryfikowanych hipotez zerowych, ale znacznie efektywniejszgq metodq kon-
struowania takich testéw jest analiza sekwencyjna. Jest to metoda efektywniejsza
przede wszystkim w sensie niezbednej licznosci prébki, a wigc réwniez w sensie
kosztéw monitorowania procesu. Teoria sekwencyjnych procedur weryfikacji
hipotez, zaproponowana przez A. Walda, stala si¢ obecnie teoretyczng podsta-
wa dla nowego rodzaju kart kontrolnych, a mianowicie kart kontrolnych sum
skumulowanych (ang. cumulative-sum control chart, cusum control chart), mimo
ze poczatkowe prace w tym zakresie nie odwolywaty sie do tej teorii.
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6. PROCEDURY KONTROLNE UMOZLIWIAJACE AKCEPTACJE
MONITOROWANEGO PROCESU BINARNEGO

W celu utrzymania cigglosci rozumowania pozostaniemy przy przyjetych po-
wyzej zalozeniach w odniesieniu merytorycznej natury obserwowanego proce-
su binarnego. W dalszym ciagu bedziemy mianowicie zaklada¢d, ze wyréznio-
ny stan badanego zjawiska (X = 1) jest stanem nacechowanym negatywnie i ze
— w konsekwencji — zbiér dopuszczalnych pozioméw procesu (p) ma postac
przedziatu [0; p,]. Tak wigc, proces jest uregulowany (przebiega zgodnie z ocze-
kiwaniami) gdy p < p,, natomiast wymaga on regulacji (korekty) gdy p > p,.
Jesli — w rozwazanej sytuacji — do monitorowania procesu wykorzystywana
jest procedura bez mozliwosci akceptacji procesu, a wiec np. ktéras ze wspo-
mnianych powyzej klasycznych kart kontrolnych Shewharta (z albo w), to we-
ryfikowana hipoteza zerowa ma postac (8), natomiast tres¢ hipotezy alterna-
tywnej wyrazona jest nieréwnoscig (9). Jesli chcemy uzyskaé mozliwosé
akceptacji monitorowanego procesu, to hipotezy te musza by¢ odpowiednio
zmodyfikowane. Sformutujemy je nastepujaco:

Hy p = p, (13)
Hip=py+Ap=py, (14)

przy czym Ap > 0.

Kazda z tych hipotez moze by¢ odrzucona na korzys¢ hipotezy konkuren-
cyjnej. Odrzucenie hipotezy zerowej (13) na korzys¢ hipotezy alternatywnej
(14) skutkuje emisjg sygnatu o rozregulowaniu procesu, a prawdopodobien-
stwo emisji sygnatu falszywego nie przekracza przyjetej wstepnie, dowolnie
matlej, dodatniej wartosci . Odrzucenie hipotezy alternatywnej (14) na ko-
rzy$¢ hipotezy zerowej (13) oznacza akceptacje monitorowanego procesu. Praw-
dopodobienistwo falszywego sygnatu nie przewyzsza w tym przypadku wstep-
nie przyjetej, dowolnie malej, dodatniej wartosci f.

Zauwazmy, ze — analogicznie jak poprzednio — monitorowany proces
traktujemy jako rozregulowany, gdy p > p,. Godzimy sie jednak na to, by wy-
starczajaco pewny sygnat o rozregulowaniu pojawiat sie wéweczas, gdy:

p>py+ Ap=p;. (15)

Przedzial (py; p;), o dtugosci p; — p, = Ap > 0, nalezy interpretowac jako
przedzial decyzji niepewnych. 53 one niepewne w tym sensie, ze w przedziale
(py py) moga pojawic sie sygnaly o akceptacji lub rozregulowaniu monitorowa-
nego procesu z prawdopodobieristwami znacznie rézniacymi sie od przyjetych
wartosci a i . Warto$¢ réznicy p, — p, = Ap deklarowana jest na podstawie
przestanek merytorycznych, a nie statystycznych. Jest to takie odchylenie rze-
czywistego poziomu procesu (p) od zadanej wartosci p,, ktére merytorycznie,
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a nie statystycznie, mozna uznac za nieistotne. Konieczno$¢ definiowania prze-
dziatu decyzji niepewnych jest naturalng konsekwencja ciagtosci funkeji mocy
albo funkcji operacyjno-charakterystycznej omawianej procedury, w catym prze-
dziale zmiennosci parametru p, czyli w przedziale [0; 1]%. Ciaglos¢ tych funkgji
sprawia, ze w badaniach niewyczerpujacych jakakolwiek skoriczona licznos¢
probki nie wystarcza do odréznienia stanu p < p, od stanu p > p,, przy wystar-
czajaco matych wartosciach i f. Réwniez w badaniach wyczerpujacych od-
réznienie tych stanéw jest watpliwe ze wzgledu na mozliwosé wystepowania
btedéw kwalifikacji (diagnozowania), zob. Iwasiewicz, 2005-2006.

Sformutowane powyzej uwagi o konstruowaniu procedur kontrolnych
umozliwiajacych akceptacje monitorowanego procesu dotyczg zaréwno proce-
dur uzyskiwanych w rezultacie odpowiedniej modyfikacji kart kontrolnych typu
Shewharta, jak i procedur sekwencyjnych®. Przedstawione ponizej rozwazania
dotycza w catosci procedur sekwencyjnych, w przypadku ktérych istnieje
mozliwosc istotnego ograniczenia licznosci prébki, co jest bardzo wazne z punktu
widzenia kosztéw monitorowania procesu. W przypadku zmodyfikowanych
kart kontrolnych Shewharta mozliwosci takie sa bardzo ograniczone.

7. KLASYCZNA PROCEDURA SEKWENCYJNA

Przedstawione ponizej rozwazania dotycza sytuacji, gdy w kolejnych krokach
postepowania kontrolnego badaniu poddawane sg pojedyncze elementy $le-
dzonego procesu. Rezultatem badania jest wéwczas ciag zer i jedynek postaci
(3)- Ciag ten jest stopniowo wydluzany, stosownie do potrzeb badania, a jego
kazdorazowa dtugos¢ (k) jest tozsama z licznosciq probki (k = n).
Jesli ustalone sq wartosci &, B, p, i p;, to warunek kontynuowania obser-
wagji, czyli wydltuzania ciagu (3), przedstawia sie nastepujgco:
5 [Tria™ | _ 5
< t=1 < , (16)

1-0¢0 ™ » 1-x o
[1p5ac™
t=1

przy czym g, =1 - p, oraz q; = 1 — p,, natomiast x, jest zrealizowang wartoscig
(zerem albo jedynka) zmiennej diagnostycznej X, w kolejnym, t-tym kroku
postepowania kontrolnego.

Jesli obserwowang charakterystyka z préby jest suma zrealizowanych
wartoéci zmiennej diagnostycznej X, to w kolejnych krokach postepowania
oblicza sig¢ wartosci:

$ Wyczerpujace oméwienie tego problemu zainteresowany Czytelnik znajdzie w pracy: Iwa-
siewicz, 1999.
® Opis takich modyfikacji przedstawiono w pracach: Major, 1997; Iwasiewicz, 2001.



82

=

z,=9 x, (17)
i=1
przy czym n =1, 2, 3, .., natomiast t = 1, 2, 3, ..., n.
W graficznej wersji omawianej procedury obliczanie tej sumy przebiega
wedlug nastepujacego schematu:

t=1: Z, =X,

t =2 Z, =2+ X, 8
=3 Zy = 2, + Xy (18)
t=n: Z, =2, _1+X,

Obliczone w ten sposéb wartosci sumy (17) nanosi si¢ na diagram przegla-
dowy przedstawiony schematycznie na rycinie 2.

A

Zn Obszar
dyskwalifikacji
procesu

ZM=b+cxn

Obszar
kontynuacii

ZM=a+cxn
badan a(n) )

Obszar
akceptacji
procesu

|-
Ll

n

Ryc. 2. Diagram przegladowy klasycznej sekwencji procedury kontrolnej

Réwnania linii kontrolnych zaznaczonych na tym rysunku wynikaja z nie-
réwnosci (16). Odpowiednie przeksztalcenia przedstawiajg si¢ nastepujaco:

B _pa™ 1-8 (19)
l-a prgy™ @
B_(nY(w) .1-8 (20)
I-a (P ) \ % o

Po zlogarytmowaniu tej nieréwnosci i dalszych przeksztalceniach waru-
nek kontynuowania badari mozna zapisa¢ nastepujaco:



zyn)=a+c,<z,<b+c,=2zn), (21)

gdzie:
InTo

c=—2D 5, (22)
lnM

Poth

a=—l=2 <o, (23)

ml_ﬁ
b=—-9 _>0. (24)
lnM

Podh

Jesli spelniona jest nieréwnos¢ (21), to przechodzi sie do badania nastep-
nego elementu monitorowanego procesu, bez podejmowania jakichkolwiek de-
cyzji w odniesieniu do hipotez (13) i (14). Jesli:

z,<zyn)=a+cxn, (25)

to przyjmujemy hipoteze zerowsa (13), a prawdopodobieristwo zdarzenia loso-
wego polegajacego na tym, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza alter-
natywna (14) nie przekracza przyjetej wartosci f. Jesli natomiast:

z, 2 zg(n) =b+cxmn, (26)

to przyjmujemy hipoteze alternatywng (14), a prawdopodobieristwo zdarze-
nia losowego polegajacego na tym, Ze w rzeczywistodci prawdziwa jest hipo-
teza zerowa (13) nie przekracza przyjetej wartosci o. Przedstawione postepo-
wanie mozna realizowac w formie algorytmu graficznego, za pomocg diagramu
przegladowego przedstawionego na rycinie 2, albo algorytmu numerycznego,
przy wykorzystaniu odpowiedniej tablicy decyzyjnej.

8. KARTA KONTROLNA SUM SKUMULOWANYCH

Karte kontrolng sum skumulowanych mozna rozwazac jako klasyczng proce-
dure sekwencyjng realizowana wstecznie. W graficznej wersji procedury, na
diagram przegladowy wykreslony w ukladzie wspétrzednych (n0z,) nanosi
si¢ kolejne sumy skumulowane z, obliczane wedlug nastepujacego schematu:
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t=0: zy=x3=0

t=1: Z, =25+ X,

t=2: Z, =2, + X

-3 2 b2 (27)
t=3: Zy =2y + Xq

t=n Z, =2, | +X,.

W celu zachowania ciaglosci rozumowania pozostajemy wiec przy zaloze-
niu, ze podstawgq analizy jest ciag punktéw empirycznych postaci (3). Oznacza
to, Ze w kazdym kroku postegpowania pobierana jest do badania jednoelemen-
towa prébka losowa (1, = 1). W konsekwencji, kazdorazowo mamy t = n. Nalezy
podkredli¢, ze do sekwengji (27) wilaczony jest poczatek ukladu wspéirzednych,
co nie byto konieczne w przypadku klasycznej procedury sekwencyjnej; zob.
wzor (18). Dotaczenie wartosci x, = 0 do sekwencji sum skumulowanych nie
Zzmienia oczywiscie wartosci tej sumy:

z, = ix, = ix,. (28)
t=0 t=1

Kazdy punkt (n, z,), koficzacy w kolejnym kroku postepowania kontrol-
nego sekwengje (27), traktuje si¢ jako poczatek obréconego o 180° uktadu wspét-
rzednych. W takiej sytuacji wykreslanie linii kontrolnych jest rozwigzaniem
nieracjonalnym. Linie kontrolne zastgpowane sq maskownicg przesuwang na
plaszczyZnie rysunku, w miare wydluzania si¢ sladu procesu i sekwencji (27).
W standardowych wersjach tej procedury obszar kontynuacji badar taczony
jest z obszarem przyje¢ hipotezy zerowej. W konsekwencji, do wyznaczania

A

Z,

v

Ryc. 3. Maskownica stosowana w procedurze bez mozliwosci akceptacji procesu
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parametréw maskownicy, ktérej schemat pokazano na rycinie 3, wykorzystuje
sie tylko gérng linie kontrolng klasycznego schematu sekwencyjnego?®.

Uwzgledniajac podane powyzej wzory (21), (22) i (24) réwnanie gérnej
linii kontrolnej w klasycznym schemacie sekwencyjnym mozna zapisac¢ naste-
pujaco:

lnl_ﬁ lngg
z,(n) = a Doy 29
(1) Pl P (29)
Po: Potly

W konsekwencji potaczenia obszaru przyje¢ hipotezy zerowej z obszarem
kontynuacji badant przyjmuje sie B = 0. Mamy wiec:

lnl lnﬂ
2 (n)=—& Dy 30
= i (30)
Poh Pty

W celu uzyskania wartosci parametru d maskownicy nalezy wyznaczy¢
pierwiastek tego réwnania:

. Ina
0 =

Ine
T

Uwzgledniajac fakt, ze parametry maskownicy wyznaczane sa w ukladzie
wspotrzednych obréconym o 180° mamy:

d=-n*>0. (31)

Drugi parametr maskownicy, czyli tangens kata nachylenia czynnej kra-
wedzi maskownicy wzgledem osi odcietych (c = tgg) dany jest wzorem (22).

Majac wartosci parametréw c i d mozna skonstruowac algorytm nume-
ryczny, formalnie réwnowazny przedstawionemu powyzej algorytmowi gra-
ficznemu, a jednoczednie nie wymagajacy sporzadzenia maskownicy i odpo-
wiedniego diagramu przegladowego. Zastosowanie algorytmu numerycznego
wymaga natomiast skonstruowania odpowiedniej tablicy obliczeniowej i wy-
znaczenia wartosci dodatkowego parametru h, pelniacego role wartosci kry-
tycznej dla sum skumulowanych, obliczanych w kolejnych krokach postepo-
wania kontrolnego. Wartos¢ parametru h oblicza si¢ wedlug wzoru:

' Wyczerpujace oméwienie funkcjonowania standardowych kart kontrolnych sum skumulo-
wanych zainteresowany Czytel nik znajdzie w pracach: Montgomery, 2005; Iwasiewicz 1985, 1999.
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lnq—0
h=cxd=—lnax G __ Ine . (32)
n% lnplx% lnplxqo
0 Po X4, Po X,

Dalsze postepowanie przebiega wedlug przedstawionego ponizej schematu:

1. Kazdg uzyskana empirycznie wartos¢ x, (0 albo 1) poréwnuje sie z war-
toscig parametru c. Jesli x, < ¢, a wigc jedli x, = 0, to nie podejmuje si¢ zadnych
dzialan, a po przejsciu do nastepnego, losowo wybranego punktu na osi cza-
su generuje si¢ kolejng wartos¢ x,!. Jesli natomiast spelniona jest nieréwnosé
x, > ¢, a wigc jedli x, = 1, to uruchamia sie licznik indeksu operacyjnego (j = 1)
i rozpoczyna si¢ obserwacje sekwencji, ktéra moze doprowadzi¢ do odrzucenia
hipotezy zerowej (13) na korzysé hipotezy alternatywnej (14).

2. W tym celu oblicza sie¢ warto§¢ sumy skumulowane;:

D, =Y (x,~0), (3)
j=1

gdzie: t — indeks biezacy, j — indeks operacyjny, r = najwigksza w danym
momencie wartos$¢ indeksu operacyjnego (r = 1, 2, 3, ...).

3. Sygnat o rozregulowaniu monitorowanego procesu emitowany jest
woéwczas, gdy spelniona jest nieréwnosc:

D, 2 h. (34)

Oznacza to odrzucenie hipotezy zerowej (13) na korzys¢ hipotezy alterna-
tywnej (14), a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego na tym,
Ze jest to sygnal falszywy nie przekracza przyjetej wartosci & W konsekwengji
powinny by¢ podjete dzialania zmierzajace do przywrécenia procesowi po-
prawnego przebiegu. Emisja sygnatu o rozregulowaniu procesu korczy obser-
wowang sekwencje. Nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego (j = 0).

4. Sledzenie rozpoczetej sekwengji koriczy sie réwniez wéwczas gdy:

D, < 0. (35)

t

W takiej sytuacji réwniez nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego
(j = 0), jednak bez podejmowania dzialaii korygujacych przebieg procesu.
Przedstawione powyzej algorytmy, zaréwno graficzny, jak i numeryczny,
mozna zmodyfikowacé w taki sposéb, by omawiana procedura umozliwiala
akceptacje monitorowanego procesu. W tym celu nalezy zrezygnowad z zasto-
sowanego powyzej laczenia obszaru akceptagji procesu z obszarem kontynuowa-

" Wygodnym, a niezbyt czesto stosowanym sposobem losowego wyboru punktéw na osi cza-
su jest zastosowanie liczb zlotych (Iwasiewicz i Paszek, 2004).
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o

h,

Z,

v
Ryc. 4. Maskownica stosowana w procedurze z mozliwoscig akceptacji procesu

nia obserwacji. W konsekwencji, maskownica stosowana w graficznej wersji
procedury ma ksztalt pokazany schematycznie na rycinie 4. SzczegStowy ksztatt
tej maskownicy okreslony jest przez trzy — zaznaczone na rysunku — para-
metry, a mianowicie: d, d, oraz ¢ = tg¢. Dla potrzeb algorytmu numerycznego
wyznacza si¢ dodatkowo h, oraz I,. Jesli wartosci p, i p; sa ustalone, to para-
metr ¢ ma tu takq samg wartos¢ jak w standardowej procedurze, bez mozliwo-
$ci akceptacji procesu, albowiem nie zalezy ona od przyjetych wartosci o i f.
Parametry d, i h, dotycza tego segmentu procedury, ktéry umozliwia przyjecie
hipotezy zerowej H,, a wigc akceptacje $ledzonego procesu w tym sensie, Ze
p < py- Prawdopodobienistwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, Ze
w rzeczywisty poziom procesu p spetnia nieréwnos¢ p > p,, nie przekracza przy-
jetej wstepnie, dowolnie malej, dodatniej wartosci f. Parametry d, i h; dotycza
natomiast tego segmentu procedury, ktéry umozliwia przyjecie hipotezy alter-
natywnej H;, a wigc dyskwalifikacje monitorowanego procesu. Przyjmujac H,
orzekamy, Ze p > p,, a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego
na tym, ze w rzeczywistosci proces jest uregulowany (p < p,), nie przekracza
przyjetej wstepnie, dowolnie matej, dodatniej wartosci ¢. Parametr d, uzysku-
jemy w rezultacie przedstawionych ponizej przeksztalceri réwnania dolnej linii
kontrolnej w klasycznej procedurze sekwencyjnej (zob. ryc. 2). Réwnanie to
przedstawia sig¢ nastepujaco:

]ni ndo
z,(n) = l—o & (36)

InPde Ao

Pot, Pot
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Chcac uzyskad réwnanie parametru d, nalezy wyznaczyc pierwiastek (miej-
sce zerowe) powyzszego réwnania (1,). Po niezbednych przeksztalceniach
mamy:

=L infxn=o, (37)
-« q
B
My = —L=0 50 (38)
1r1q—0
4y
W konsekwengji:
n B
d,=—Ll=& <. (39)
ln@
T

Réwnanie parametru h, — wykorzystywanego w numerycznej wersji pro-
cedury — przedstawia sie nastepujaco:

ln@ 1HL mL
hy=cxdy=—>D x 1z __ 1-a g (40)

lnM lnﬁ ]n—&—qi

Poth 0 Pot

W analogiczny sposéb uzyskuje si¢ réwnania parametréw 4, i ii;. Mamy
mianowicie:

1nﬂ
d=—2% >0, (41)
ln@
T
InD lnl_ﬁ ]nl_ﬁ
hy=cxd=—>M x— & - & 5 (42)
lnM lni"— lnM
Podh T Poth

Dysponujac wartosciami parametréw c, h, i h; mozna skonstruowad¢ nume-
ryczny algorytm weryfikacji hipotez (13) i (14), w odniesieniu do monitorowa-
nego procesu. Analogicznie jak poprzednio, kazda uzyskang empirycznie
wartosc x, (0 albo 1) poréwnuje sie z wartoscig parametru ¢ = tgg. Wynik tego
poréwnania wyznacza droge dalszego postepowania.
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Analiza sekwengji, ktéra moze doprowadzié¢ do przyjecia hipotezy zerowej
(13), a wigc do stwierdzenia, Ze monitorowany proces jest uregulowany, prze-
biega wedlug przedstawionego ponizej schematu.

1. Sledzenie tej sekwencji rozpoczyna si¢ wéwczas gdy pojawi sig wartosé
X, < ¢, a wigc wartos¢ x, = 0. Uruchamia si¢ wéwczas licznik indeksu operacyj-

nego (i = 1).
2. W dalszym postgpowaniu oblicza si¢ wartos¢ sumy skumulowanej:
Dy, = 2, (x4 =€), (43)
i=1
gdzie: t — indeks biezacy, i — indeks operacyjny, s — najwieksza w danym

momencie warto$¢ indeksu operacyjnego (s = 1, 2, 3, ...).

3. Przyjecie hipotezy zerowej (13) oraz zakoriczenie sledzenia danej sekwen-
gi punktéw empirycznych i zerowanie licznika indeksu operacyjnego (i = 0)
nastepuje wéwczas, gdy:

Dy, < hy, (44)

przy czym h; < 0, zob. wzér (40). Przyjmujac hipoteze zerowg (13) i akceptujac
— w konsekwencji — przebieg Sledzonego procesu, z prawdopodobieristwem
B narazamy sie na ryzyko, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza alter-
natywna (14).

4. Analize obserwowanej sekwengji koriczy sie réwniez wtedy, kiedy zo-
stanie spelniona nieréwnosc:

D, =0. (45)

0s =

W takiej sytuacji réwniez zeruje sie licznik indeksu operacyjnego (i = 0).

Analiza sekwengji, ktéra moze doprowadzi¢ do przyjecia hipotezy alterna-
tywnej (14), a wiec do stwierdzenia, Ze monitorowany proces jest rozregulo-
wany, przebiega wedtug przedstawionego ponizej schematu.

1. Sledzenie tej sekwencji rozpoczyna sie wéwczas gdy pojawi si¢ wartosé
X, > ¢, a wigc wartosc x, = 1. Uruchamia si¢ wéwczas licznik indeksu operacyj-
nego (j = 1).

2. W dalszym postepowaniu oblicza si¢ wartosci sumy skumulowanej
wedhug wzoru (33). Sume t¢ oznaczymy obecnie symbolem D, , dla odréznie-
nia od analogicznej sumy w algorytmie bez mozliwosci akceptacji monitoro-
wanego procesu.

3. Przyjecie hipotezy alternatywnej (14) i zakoriczenie Sledzenia danej se-
kwencji punktéw empirycznych nastepuje wéwczas, gdy spelniona jest nie-
réwnosc:

D,,2h. (46)

W konsekwengji emitowany jest sygnat o rozregulowaniu monitorowanego
procesu, a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego na tym,
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Ze jest to sygnal falszywy nie przekracza przyjetej wartosci . W konsekwengji
powinny by¢ podjete dzialania zmierzajace do przywrdcenia procesowi popraw-
nego przebiegu. Emisja sygnalu o rozregulowaniu procesu koriczy obserwo-
wang sekwencje. Nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego (j = 0).
4. Sledzenie rozpoczetej sekwengji koriczy sie réwniez wéwezas, gdy:

D,, <0. (47)

W takiej sytuacji réwniez nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego
(j = 0), jednak bez podejmowania dzialaii korygujacych przebieg procesu.
Nalezy podkresli¢, ze wyréznione powyzej dwie konkurencyjne sekwen-
cje punktéw empirycznych nie sq rozlaczne. Nie sg one rozlgczne w tym sensie,
ze obydwie moga przebiegac jednoczesnie. I tak np. sekwencja mogaca dopro-
wadzi¢ do przyjecia hipotezy zerowej H, i — w konsekwencji — do akceptacji
monitorowanego procesu, rozpoczyna si¢ od wartosci x, = 0, ale nie jest prze-
ciez wykluczone, ze w czasie jej trwania pojawi sie punkt empiryczny
o wartosci x, = 1. Punkt taki rozpoczyna nowq sekwencje, mogaca doprowa-
dzi¢ do przyjecia hipotezy alternatywnej H, i dyskwalifikacji procesu, ale jed-
noczesnie nie przerywa on wczednie rozpoczetej, konkurencyjnej sekwencji do-
poty, dopdki nie zostanie spetniona nieréwnosc (45). To samo dotyczy oczywiscie
sekwencji rozpoczynajacej si¢ od obserwacji empirycznej o wartosci x, = 1.
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1. WPROWADZENIE

Podstawq badan statystycznych sa informacje opisujace analizowane elementy
zbiorowosci (préby) z punktu widzenia wybranej cechy (jednej lub wiecej).
W kazdej analizie nalezy zdefiniowac jednostki badania oraz okresli¢ cechy
charakteryzujace te jednostki.

Wyrdznia si¢ jednostki elementarne oraz agregatowe. Trud-
no podac precyzyjne rozréznienie tych pojeé, gdyz zalezy ono od kontekstu
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analizy. Przykladem jednostek elementarnych jest osoba, firma, produkt, gmi-
na i w tym kontekscie odpowiednimi jednostkami agregatowymi sa: gospo-
darstwa domowe dla oséb; branza dla firm; region, wojewddztwa, powiaty dla
gmin itp.

To rozréznienie nie zawsze jest brane pod uwage w analizach ekonome-
trycznych i moze prowadzi¢ do klopotéw w interpretacji uzyskanych wyni-
kéw. W wielu przypadkach mamy do czynienia z jednostkami agregatowymi,
ktére traktujemy z jednakowa waga, podczas gdy nie zawsze jest to uzasad-
nione wielkoscig tych jednostek.

Dodatkowym elementem, na ktéry nalezy zwrécic¢ szczegdlng uwage w ba-
daniach sg miana (jednostki pomiarowe) analizowanych cech. Moga to by¢ miana
naturalne (zl, kg, osoby) lub ztozZone o charakterze wskaznikéw (do-
chéd narodowy na osobe, zarobek tygodniowy na 1 zatrudnionego).

Przedmiotem niniejszego artykulu jest przedstawienie probleméw zwig-
zanych z istotg jednostek analizy i ich mian w przypadku pomiaru wspdlzalez-
nosci cech. Rozwazania ograniczone zostang do najprostszych metod oceny
wspétzaleznosci — liniowych wspétczynnikéw korelagji i regresji jednej zmien-
nej, ale mozna je rozszerzy¢ na bardziej zaawansowane miary.

Dla ulatwienia przyjmuje sie najprostszy przypadek analizy, w ktérym ma-
my do czynienia z danymi statycznymi. Punktem wyjécia rozwazan s wiec
informacje liczbowe (skala ilorazowa) dotyczace n-elementowego zbioru jed-
nostek, opisujace je z punktu widzenia dwéch cech X1 Y w wybranym momen-
cie czasowym:

Xl= [xy, x5 s x,)
{Y}= [yl' y2' b4 yn]‘

2. WSPOLZALEZNOSC POMIEDZY BOGACTWEM
A INTELIGENCJA W SKALI MAKROEKONOMICZNE]J

Dla zilustrowania trudnoéci z jakimi mozna sie spotkaé przy analizie wspétza-
leznosci przytoczono wyniki badanii R. Lynna oraz T. Vanhanena (2002) nad
bogactwem narodéw. Przyczyny bogactwa i ubdstwa sg przedmiotem zainte-
resowania wielu badaczy (Landes, 1998), poczawszy od pracy Adama Smitha
z 1776 roku Badania nad naturq i przyczynami bogactwa naroddw, poprzez teorie
wskazujace na takie determinanty bogactwa narodéw jak: klimat (Monteskie-
usz, 1748; Landes, 2000), kultura i religia (Weber, 1994), polozenie geograficz-
ne (Diamond, 1998), system gospodarczy (Olson, 1996), rozwéj technologii
(Solow, 19956), kapitat ludzki i inteligencja (Herrnstein i Murray, 1996; Lynn
i Vanhanen, 2002).

Zalezno$¢ pomiedzy bogactwem a inteligencjg mozna bada¢ w skali mi-
kroekonomicznej, gdzie jednostkami analizy s osoby. W pracy R. J. Herrnste-
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ina i Ch. Murraya (1994) wskazywano, ze inteligencja jest dobrym predykto-
rem sukcesu zawodowego, a niski poziom IQ jest jedng z giéwnych przyczyn
plag spotecznych — bezrobocia, przestepczosci, narkomanii, samotnego ma-
cierzyristwa. Drugim mozliwym ujeciem jest analiza makroekonomiczna, w kt6-
rej jednostkami analizy sa regiony lub kraje. W pracy R. Lynna i T. Vanhanena
(2002) postawiono teze, Ze zamoznos$¢ w skali makroekonomicznej zalezy od
inteligencji narodu i jest z nig wysoko oraz dodatnio skorelowana.

Zamoznos¢ krajéw opisano wielkoscig produktu narodowego brutto (GDP)
na osobg w dolarach na podstawie danych dla roku 1998. Analize oparto na
informacjach odnoszacych sie do 81 krajéw, dla ktérych udalo si¢ zebra¢ w mia-
re poréwnywalne dane (gtéwne chodzilo o trudnosci w zebraniu odpowied-
nio duzej liczby informacji opisujacych stopieri inteligencji). Cecha GDP jest
czgsto wykorzystywana w wielu analizach i pomimo pewnych zastrzezen co
do adekwatno$ci miernika GDP jako dobrego wskaznika bogactwa na ogoét jest
akceptowana w wielu opracowaniach.

Gorzej przedstawia si¢ sprawa pomiaru inteligencji w skali makroekono-
micznej (dla mieszkaricéw danego kraju). R. Lynn i T. Vanhanen zalozyli, ze
inteligencja nie jest réwnoznaczna z wyksztalceniem, wiedza, wynalazczoscia
czy tez madroscig i w swoich badaniach mierzyli ja §rednim wynikiem testu
inteligendji (iloraz inteligencji — IQ) z wielu indywidualnych pomiaréw wy-

Tabela 1

Wspélczynniki inteligencji (1Q), produkt narodowy brutto GDP (w $ na osobg)
oraz liczba ludnosci (w tys.) w wybranych krajach (dane za rézne lata w okresie 1996-2002)

Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu(ctlynsc))éé Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu(ctlyns?éc‘
Argentina 96 | 12013 38 337 |Lebanon 86 4326 3731
Australia 98 | 22452 19 767 |Malaysia 92 8137 23 105
Austria 102 | 23 166 8163 |Marshall Islands 84 3 000 56
Barbados 78 | 12001 277 |Mexico 87 7704 103 718
Belgium 100 | 23223 10 331 |Morocco 85 3305 31 754
Brazil 87 | 6625 183960 |Nepal 78 1157 26 470
Bulgaria 93 | 4809 7588 |Netherlands 102 22176 16 223
Canada 97 | 23582 31 889 [NewZealand 100 17 288 3960
China 100 3105 [1291496 |Nigeria 67 795 131 728
Colombia 89 6 006 41 802 {Norway 98 26 342 4 555
Congo (Brazz) 73 995 3413 |Peru 90 4282 27 275
Congo (Zaire) 65 822 56 886 |Philippines 86 3555 86 752




94

Tabela 1 cd.

Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu( (ti;sc))s’c’ Kraj 1Q CD(I;; 0s. lu(cti;s(;sé
Croatia 90 6749 4 498 | Poland 99 7619 38 603
Cuba 85 3967 11 247 |Portugal 95 14 701 10 480
Czech Republic 97 | 12362 10 251 | Puerto Rico 84 8 000 3878
Denmark 98 | 24218 5394 |Qatar 78 20987 725
Ecuador 80 3003 13 074 |Romania 94 5648 22 380
Egypt 83 3041 74 761 |Russia 96 6 460 144 308
Equatorial Guinea | 59 1817 536 [Samoa (Western) | 87 3832 204
Ethiopia 63 574 70 366 |Sierra Leone 64 458 5571
Fiji 84 4231 869 |Singapore 103 24 210 4277
Finland 97 | 20 847 5204 |Slovakia 96 9699 5416
France 98 | 21175 62 171 |Slovenia 95 14 293 2012
Germany 102 | 22 169 82 398 |South Africa 72 8488 46 567
Ghana 71 1735 21111 |Spain 97 16 212 40 217
Greece 92 | 13943 10 626 |Sudan 72 1394 36 593
Guatemala 79 3505 11 725 | Suriname 89 5161 450
Guinea 66 1782 8756 |Sweden 101 20 659 8970
Hong Kong 107 | 20 763 6 810 |Switzerland 101 25 512 7 408
Hungary 99 | 10232 10 058 |Taiwan 104 13 000 22 543
India 81 2077 | 1057504 |Tanzania 72 480 36 199
Indonesia 89 2 651 223 070 | Thailand 91 5 456 63 271
Iran 84 5121 63 988 |Tonga 87 3000 108
Iraq 87 3197 24 683 | Turkey 90 6422 68 109
Ireland 93 | 21482 3924 |U. Kingdom 100 20 336 60 095
Israel 94 | 17 301 6492 |Uganda 73 1074 26 322
Italy 102 | 20585 57 998 | United States 98 29 605 290 343
Jamaica 72 3389 2689 |Uruguay 96 8623 3387
Japan 105 | 23257 127 358 |Zambia 77 719 10 800
Kenya 72 980 33042 |Zimbabwe 66 2 669 11 816
Korea, South 106 | 13 478 47 657

Zrédlo: kol. 2-3 — Lynn i Vanhanen, 2002, kol. 4 — http://www.census.gov/ipc/www/idb/tables html].
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konanych na mieszkaricach poszczegélnych krajéw. W sposéb bezposredni udato
si¢ im zebrac¢ informacje z 81 krajéw (zapewne o réznym stopniu reprezenta-
tywnosci). W niektérych krajach (Polska, Holandia, Belgia) dane te byly gro-
madzone w ramach widowisk telewizyjnych w stylu: Narodowy test inteligencji
Polakéw (TVN, 2003, 300 tys. oséb). R. Lynn i T. Vanhanen oszacowali takze
$rednie ilorazy inteligencji dla pozostalych 104 krajéw (dla ktérych dyspono-
wali informacjami o dochodzie narodowym) na podstawie Srednich ilorazéw
inteligencji w sasiednich krajach, jednakze dane te nie zostaly szerzej wyko-
rzystane.

W tabeli 1 przytoczono wartoéci zmiennych stanowigcych podstawe ba-
dart R. Lynna i T. Vanhanena. W ostatniej kolumnie przytoczono dodatkowo
liczbe mieszkanicéw dla poszczegdlnych krajéw, gdyz zadaniem niniejszego
artykutu jest pokazanie jak si¢ moga zmieni¢ wyniki analiz w przypadku
uwzglednienia dodatkowych informacji (w tym przypadku liczby ludnosci)
o badanych obiektach.

Na rycinach 1-2 przedstawiono rezultaty analizy R. Lynna i T. Vanhanena.
Sa to diagramy rozrzutu pokazujace zaleznos¢ wyrazajacq sie w tym, ze kraje
zamozne zamieszkale sa na ogdl przez mieszkancéw z wigkszymi ilorazami
inteligencji. I odwrotnie, spoleczeristwa krajéw niezamoznych zazwyczaj cha-
rakteryzujq si¢ mniejszymi ilorazami inteligencji. Rycina 1 zawiera oryginalny
diagram z pracy R. Lynna i T. Vanhanena natomiast rycina 2 — wykres zmo-
dyfikowany przytoczony w http: /www.amren.com/ar/2002/12/.

S r per capita GDP v. mean national 1Q
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Zrédto: hitp: // www lagriffedulion.f2s.com/sfthtm.

Ryc. 1. Oryginalny diagram rozrzutu pomiedzy GDP oraz IQ
wraz z liniowg funkcja regresji


http://www.amren.com/ar/2002/12/
http://www.lagriffedulion.f2s.com/sft.htm

96

Regression Plot
1 [l 1 l 1 l 1 1 1 i

35 000
30 000 v r
© Norway v vaitzerland
@ 25000 B
2 ﬂ Qatar reland VY W ¥V v
2 v v ';VW
'g 20 000 -
o ]
&
© 15000 South Koreg
a i Barbados 3 4
] v Taiwan
% 10 000 South Africa v N
& ] v v
v Poland
5 000 _ ¥,Y v Russa L
| Eq. &unea v ¥ China
0 v Indonesia AN
T T T T T T T T T
55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110
National 1Q

=~35 716,866 + 519,004 * X; R"Z ~ .537

Zrédlo: hitp: //www.amren.com/ar/2002/12/ The Global Bell Curve. Uncommon sense on wealth and poverty.,
reviewed by Thomas Jackson

Ryc. 2. Poprawiony diagram rozrzutu pomiedzy GDP oraz 1Q dla 81 krajéw
wraz z liniowa funkcjg regresji

Réznica pomigdzy tymi rycinami wyraza sie¢ w tym, ze rycina 2 odpowia-
da dokladnie danym zamieszczonym w tabeli 1, natomiast w rycinie 1 nie
uwzgledniono kilku krajéw, m.in. Chin i Kataru, dla ktérych wartosci bada-
nych zmiennych wyrazZnie odbiegaty od linowej linii regresji. Dlatego tez wspét-
czynniki korelacji pomiedzy GDP a IQ przytoczone w obydwéch rysunkach
réznig sie od siebie. Na rycinie 1 (bez Chin i Kataru) wspélczynnik korelacji
przyjmuje wartos¢ 0,82, natomiast na rycinie 2 (z Chinami i Katarem) — tylko
0,73. Trudno sig oprze¢ wrazZeniu, zZe ta operacja mogla by¢ spowodowana checig
wykazania wigkszej sily zaleznosci. Taki proceder prowokuje do pytania: czy
przypadkiem nie dokonywano innych manipulacji danych dla potwierdzenia
tezy o wysokim poziomie wspétzaleznosci pomiedzy inteligencja a bogactwem?

Zalezno$¢ widoczng na rycinie 2 opisano za pomocg liniowej funkgji regre-
sji o postaci:

GDP = -35 717 + 519*IQ  (R? = 0,537).

Parametry tej funkcji mozna zinterpretowac nastepujaco. Parametr znajdu-

jacy sie przy zmiennej IQ (519 $ GDP/os/rok) wskazuje na ,warto$¢” jednego
punktu ilorazu inteligencji (warto$¢ kapitatu intelektualnego). Przy wzrodcie
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$redniego ilorazu inteligencji mieszkaricéw danego kraju o 1 punkt IQ mozna
sie¢ spodziewac wzrostu zamoznosci o 519 $ na 1 osobe w ciagu 1 roku. Jako
ze inteligencje ,,produkuje” system oswiatowy kraju (szkolnictwo) mozna stad
oszacowac wartos¢ produktu tworzonego przez ten system, np. w Polsce pod-
niesienie Sredniego ilorazu inteligencji o 1 punkt IQ moze skutkowad wzro-
stem GDP o:

[519 $ * 38 mIn mieszkaricéw] = 20 mld $/rok = 60 mld zi/rok.

Oczywiscie jest to rachunek obarczony znacznym btedem, ktérego wiel-
ko$¢ mozna oszacowac na poziomie 1 — 0,537 = 0,473, czyli na ok. 47%. Jest
zrozumiate, ze wzrost produktu narodowego zalezy od wielu innych czynni-
kéw, a poziom inteligencji (o ile w ogodle) jest tylko jednym z nich. Tym nie-
mniej, nawet uwzgledniajac ten wysoki brak precyzji, sektory oswiaty, szkol-
nictwa wyzszego i nauki majg pewne podstawy do twierdzenia, ze wartosc ich
dzialalnosci (po udowodnieniu, ze iloraz inteligencji spoleczeristwa w ciggu
roku rzeczywiscie wzrdst o 1 pkt IQ) ksztaltuje sie co najmniej na poziomie
ok. 30 mld zt w skali roku (tzn. 50% z 60 mld z}).

Interpretacja wyrazu wolnego jest bardziej abstrakcyjna. Formalnie jest to
wielko$¢ GDP w przypadku ,,zerowej” inteligencji mieszkaricéw danego kraju.
W tym przypadku oznacza to, ze do kazdego ,mieszkarica” nalezaloby doto-
zy¢ ponad 35 tys. $ GDP na rok (ujemna warto$¢ wyrazu wolnego funkgji re-
gresji) aby spoleczeristwo takie moglto w ogdle funkcjonowad.

Blizsza analiza rycin 1 i 2 wskazuje, Ze liniowa funkcja regresji nie oddaje
zbyt poprawnie empirycznego rozrzutu punktéw. W szczegélnosci dla krajéw
o niskich ilorazach inteligencji teoretyczne wielkosci GDP s3q ujemne, podczas
gdy faktyczne wielkosci w tych krajach sq dodatnie. Dlatego tez na podstawie
tych samych danych oszacowano dwie inne funkcje regresji: potegowq oraz
wykladnicza. Wyniki w postaci diagraméw rozrzutu z dopasowanymi funk-
cjami regresji przedstawiono na rycinach 3 i 4.

Jak mozna zauwazy¢ obydwie funkcje sj lepiej dopasowane do danych
empirycznych, jakkolwiek funkcja wykladnicza jest nieco ,lepsza” (R? = 0,698)
od funkgji potegowej (R? = 0,687). W przypadku funkdji liniowej wspétezynnik
determinagji byl mniejszy i wynosit tylko R? = 0,537. Parametry oszacowanych
funkcji regresji zebrano w tabeli 2. Obok parametréw strukturalnych podano
tu odpowiadajace im statystyki Studenta, miary dopasowania (wspdtczynniki
korelacji i determinacji, Sredni blad dopasowania i wspélczynnik zmiennosci
resztowej), jak réwniez teoretyczne wielkosci GDP dla Polski wynikajace z osza-
cowanych funkgji regresji oraz wzgledne wielkosci réznicy pomiedzy teore-
tycznymi a faktyczng (7619 $/0s/rok) wielkoscia GDP dla Polski.

Ten ostatni parametr mozna zinterpretowac jako te wielkosé produktu
narodowego brutto, ktéra powinna uzyskaé Polska w relacji do sredniego ilora-
zu inteligencji IQ mieszkaricow naszego kraju (oczywiscie w sytuacji, gdyby
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Ryc. 3. Potegowa funkcja regresji pomiedzy GDP a IQ (81 krajéw)
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 4. Wykladnicza funkcja regresji pomiedzy GDP a 1Q (81 krajow)

inteligencja byla jedynym czynnikiem determinujacym poziom GDP). Jak si¢
okazuje, faktyczna wielkos¢ GDP (7619 $/0s/rok) jest o polowe mniejsza niz
wielkosci teoretyczne wynikajace z oszacowanych funkgji regresji. Mozna to
traktowac jako szacunek wielkosci niewykorzystanego ekonomicznie poten-
cjalu tkwiacego w kapitale ludzkim spoleczenstwa Polski.
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Tabela 2
Parametry liniowej, potegowej i wykladniczej funkgji regresji pomiedzy GDP a IQ

Funkcja Funkcja Funkcja
Parametr . :
liniowa potegowa wykladnicza
Wyraz wolny [a] -35717 1,4545E-09 5,9156
Statystyka Studenta [t(a)] -7.40 9,22 3,42
Wspdtezynnik kierunkowy [b] 519,0 6,504 0,0788
Statystyka Studenta [£(b)] 9,57 13.18 13,52
Wspolczynnik determinacji [RZ] 0,537 0,687 0,698
Wspélczynnik korelacji [R] 0,732 0,829 0,836
Sredni blad dopasowania {s] 5813 % 5672% 5665%
Wspélczynmk. zmiennosci 57.8% 56,4% 56,3%
resztowej V]
Wartos¢ teoretyczna GDP dla Polski 15664 $ 13893 % 14391$
Wzgledna réznica miedzy
teoretycznym a faktycznym GDP -51,4% —45,2% ~47,1%
dla Polski

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Oczywiscie interpretacja tych parametréw jest dyskusyjna i trudno jg re-
komendowaé. Pokazuje tylko formalne mozliwosci wykorzystania klasycznych
modeli regresji.

3. MODYFIKACJE ANALIZOWANYCH ZMIENNYCH

W przedstawionej powyzej analizie wykorzystano standardowe podejscie,
w ktérym rozpatruje si¢ zaleznosci korelacyjno-regresyjne. Na pierwszy rzut
oka jednak widaé, ze dyskusyjne jest identyczne traktowanie w ocenie wsp6t-
zaleznosci takich krajéw jak Chiny (1,3 mld mieszkaricéw, czyli 1/4 mieszkan-
céw calej badanej zbiorowosci) oraz np. Wysp Marshalla (50 tys. mieszkancéw)
czy tez Wysp Tonga (100 tys. mieszkaricéw), ktére to paristwa moglyby by¢
traktowane jako niewielkie miasta. Tymczasem na diagramach rozrzutu czy
tez w obliczeniach wszystkie obiekty (kraje) maja takie samo znaczenie (wage).

W tabeli 3 podano skumulowane wartosci (w procentach) trzech zmien-
nych — liczby ludnosci [LUD] oraz iloczynéw liczby ludnosci przez srednie
ilorazy inteligengji [IQ*LUD] a takze przez wskazniki produktu narodowego
brutto [GDP*LUD]. Kraje uporzadkowane sa wedtug rosnacej liczby ludnosci,
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Tabela 3
Skumulowana liczba ludnosci (LUD), kapitatu intelektualnego (IQ*LUD)
oraz kapitatu ekonomicznego (GDP*LUD)
Lp. Kraj LUD IQ*LUD/ | GDP*LUD/ | % CUM | % CUM Y% C*UM
(tys.) 100 1000 LUD (IQ*LUD) | (GDP*LUD)
1 | Marshall Islands 56 47 169 0,00 0,00 0,00
2 | Tonga 108 94 325 0,00 0,00 0,00
3 | Samoa (Western) 204 177 781 0,01 0,01 0,00
4 | Barbados 277 216 3321 0,01 0,01 0,03
5 [ Suriname 450 400 2322 0,02 0,03 0,01
6 | Equatorial Guinea 536 316 974 0,03 0,02 0,01
7 {Qatar 725 566 15 218 0,05 0,04 0,14
8 | Fiji 869 730 3676 0,06 0,05 0,05
9 | Slovenia 2012 1911 28752 0,10 0,10 042
10 | Jamaica 2 689 1936 9114 0,15 0,14 0,09
11 | Uruguay 3387 3252 29 209 0,22 0,33 0,50
12 | Congo (Brazz) 3413 2491 3396 0,28 0,19 0,04
13 | Lebanon 3731 3209 16 140 0,36 0,26 0,22
14 | Puerto Rico 3878 3257 31023 0,43 0,40 0,75
15 |Ireland 3924 3649 84 29 0,51 0,55 2,62
16 | NewZealand 3960 3960 68 465 0,58 0,64 2,17
17 | Singapore 4277 4 405 103 541 0,67 0,82 3,18
18 | Croatia 4498 4048 30 356 0,75 0,72 0,59
19 | Norway 4 555 4 464 119 998 0,84 091 5,00
20 [ Finland 5204 5048 108 496 0,94 1,02 4,05
21 | Denmark 5394 5286 130 635 1,04 1,25 6,04
22 | Slovakia 5416 5200 52 534 1,15 1,13 1,99
23 | Sierra Leone 5571 3565 2 551 1,26 047 0,02
24 | Israel 6492 6102 112 317 1,38 1,50 4,35
25 | Hong Kong 6 810 7 286 141 391 1,51 1,81 6,43
26 | Switzerland 7 408 7 482 189 001 1,66 1,97 8,78
27 | Bulgaria 7 588 7 057 36 493 1,80 1,65 1,03
28 | Austria 8163 8 326 189 096 1,96 2,49 9,30
29 | Guinea 8 756 5779 15 602 2,13 1,37 0,18
30 | Sweden 8970 9 060 185 318 2,30 2,68 7,76
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Lp. Kraj LUD IQ*LUD/ | GDP*LUD/ | % CUM % CUM Yo C*UM
(tys.) 100 1000 LUD (IQ*LUD) | (GDP*LUD)
31 | Hungary 10 058 9957 102 911 2,50 3,93 2,90
32 | Czech Republic 10 251 9944 126 724 2,69 3,51 5,69
33 | Belgium 10 331 10 331 239913 2,89 4,16 10,57
34 | Portugal 10 480 9 956 154 066 3,10 3,72 7,25
35 | Greece 10 626 9776 148 158 3,30 3,30 6,83
36 | Zambia 10 800 8316 7765 3,51 2,31 0,07
37 | Cuba 11 247 9 560 44 616 3,73 3,09 1,58
38 | Guatemala 11725 9263 41097 3,95 2,88 1,46
39 | Zimbabwe 11 816 7798 31 536 4,18 2,13 0,84
40 | Ecuador 13 074 10 459 39 261 4,43 4,38 1,23
41 | Netherlands 16 223 16 548 359 767 4,75 5,05 16,51
42 | Australia 19 767 19 371 443 798 5,13 5,88 19,99
43 | Ghana 21 111 14 989 36 628 5,53 4,70 1,13
44 | Romania 22 380 21 037 126 404 5,97 6,77 5,34
45 | Taiwan 22543 23 445 293 065 6,40 8,19 12,06
46 | Malaysia 23105 21 257 188 006 6,85 7,23 8,27
47 |Iraq 24 683 21 474 78913 732 7,69 2,39
48 | Uganda 26 322 19 215 28 270 7,83 5,47 0,35
49 | Nepal 26 470 20 646 30 625 8,34 6,32 0,67
50 | Peru 27 275 24 548 116 792 8,87 9,22 4,67
51 | Morocco 31754 26 991 104 948 948 10,92 3,75
52 | Canada 31 889 30933 752 014 10,10 11,58 28,43
53 | Kenya 33 042 23790 32 381 10,73 8,70 0,93
54 | Tanzania 36199 26 063 17 375 11,43 9,78 0,27
55 | Sudan 36 593 26 347 51010 12,14 10,34 1,84
56 | Argentina 38 337 36 803 460 541 12,88 13,09 21,24
57 | Poland 38 603 38 217 294 115 13,62 15,49 12,86
58 | Spain 40 217 39 011 652 005 14,40 16,33 26,38
59 | Colombia 41 802 37 204 251 062 15,21 14,68 11,26
60 [ South Africa 46 567 33528 395 258 16,10 12,30 17,59
61 | Korea, South 47 657 50 516 642 316 17,02 18,36 24,60
62 | Congo (Zaire) 56 886 36 976 46 760 18,12 13,88 1,71
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Tabela 3 cd.

Lp. Kraj LUD | IQLUD/ | GDPLUD/ | % CUM | % CUM % CUM
(tys.) 100 1000 LUD | (IQ'LUD) | (GDP*LUD)
63 | Italy 57 998 59158 | 1193896 19,24 22,01 36,40
64 | U. Kingdom 60 095 60095 | 1222085 20,40 23,29 43,04
65 | France 62171 60928 | 1316479 21,60 24,60 46,63
66 | Thailand 63 271 57 577 345 207 22,82 20,74 15,53
67 | Iran 63988 53 750 327 684 24,06 19,51 14,59
68 | Turkey 68 109 61299 437 399 2537 2591 18,78
69 | Ethiopia 70 366 44331 40 390 26,73 17,28 1,34
70 | Egypt 74 761 62 051 227 347 28,17 27,23 9,92
71 | Germany 82398 84046 | 1826688 29,76 30,63 51,61
72 | Philippines 86 752 74 606 308 402 31,43 28,83 13,70
73 | Mexico 103 718 90 235 799 044 33,43 34,45 30,60
74 |Japan 127358 133726 | 2961959 35,89 37,31 65,66
75 | Nigeria 131 728 88 257 104 723 3843 32,52 347
76 | Russia 144308 | 138536 932 229 41,22 40,27 33,14
77 | Brazil 183960 160045 | 1218734 44,77 43,70 39,72
78 | Indonesia 223070} 198 532 591 358 49,07 47,95 22,85
79 | United States 290343 | 284536 | 8595591 54,67 54,04 100,00
80 | India 1057504 | 856579 | 2196437 75,08 72,36 57,59
81 | China 1291496 | 1291496 | 4010095 100,00 100,00 76,58

Zrédto: obliczenia wiasne.

wskutek czego kumulanty zmiennych [IQ*LUD] i [GDP*LUD] wskazujg na inng
kolejnos¢ krajéw. Zmienng [IQ*LUD] mozna interpretowad jako catkowity
zas6b kapitatlu intelektualnego znajdujacego sie¢ w dyspozygji
danego kraju, natomiast zmienng [GDP*LUD] jako catkowity zaséb
produktu narodowy brutto w tym kraju.

Jak mozna zauwazy¢ z tabeli 3 laczna liczba mieszkaricéw potowy (50%)
najmniejszych krajéw wyczerpuje zaledwie 5% populacji wszystkich analizo-
wanych krajéw. Podobnie jest z zasobem kapitalu intelektualnego [IQ*LUD].
Z drugiej strony liczba mieszkaricéw samych tylko Chin odpowiada skumulo-
wanej liczbie mieszkaricéw 67 krajéw sposrdd 81, a zasob kapitatu intelektu-
alnego Chin jest taki jak kapital 70 mniejszych krajéw. Liczba mieszkaricéw
i kapital intelektualny dwéch najwiekszych krajow — Chin i Indii odpowia-
da prawie polowie zasobéw tych zmiennych w calym analizowanym zbiorze
krajow.
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Kumulanty liczby ludnosci i kapitalu intelektualnego praktycznie si¢ po-
krywajg (r = 0,99) natomiast kumulanta calkowitego produktu narodowego
[GDP*LUD] ksztaltuje sie nieco inaczej niz poprzednie dwie kumulanty. Wy-
nika to stad, ze najwieksze udzialy w zakresie [GDP*LUD] majg Stany Zjedno-
czone (30% ogdlnej sumy), a nie Chiny (14,2%) czy Indie (7,7%). Ponadto do-
chodzi tu jeszcze Japonia (10% potencjalu gospodarczego wobec 2,5% udzialu
w liczbie ludnosci oraz 4% udzialu w zasobie kapitalu intelektualnego).

Zréznicowane wielkosci krajow powoduja, ze uzasadnionym wydaje sig
zaproponowanie zmodyfikowanej formuly wyznaczania miar zaleznosci. Na
rycinie 5 przedstawiono babelkowy diagramy rozrzutu wraz z wszystkimi trze-
ma funkcjami regresji. Srednica poszczegélnych okregéw(krajéw) jest tu pro-
porcjonalna do liczby ludnosci [LUD]. Wykres ten lepiej oddaje istote rozpa-
trywanej zaleznosci i sugeruje uwzglednienie wielkosci obiektéw w trakcie
wyznaczania miar korelacji i regres;ji.
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 5. Babelkowy diagram rozrzutu pomiedzy GDP a IQ wraz z funkcjami regresji

4. PROPOZYCJE ZMODYFIKOWANYCH
MIERNKOW WSPOLZALEZNOSCI

Zgodnie z dotychczas stosowanym podejSciem w analizie zaleznosci w wigk-
szosci badan empirycznych wspélczynnik korelacji liniowej wyznaczany jest
wedlug nastepujacego wzoru:
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cov(X, Y) ! n

*
SX SY n 2 i 2

gdzie cov(X, Y) to kowariancja pomiedzy zmiennymi X i Y natomiast sy, s, to
ich odchylenia standardowe.

W omawianym przykiadzie zmienng Y jest wskaZnik produktu narodowe-
go brutto (GDP), natomiast zmienng X — $redni iloraz inteligencji (IQ). Wzér
(1) mozna przeksztalci¢ w ten sposéb, ze przy kazdym jego elemencie pojawi
si¢ waga F; (réwna liczbie ludnosci dla i-tego kraju — LUD).

2 2

Aby przyblizy¢ interpretacj¢ wspoélczynnika danego wzorem (2) nalezy
zauwazy¢, ze mierzy on zalezno$¢ pomiedzy kapitalem intelektualnym a po-
tengjalem gospodarczym w sytuacji, w ktérej jednostkami obserwacji sq wszyst-
kie osoby (a nie kraje) zamieszkale w analizowanych 81 krajach, przy czym
wszyscy mieszkaricy danego kraju maja jednakowy (na srednim poziomie) ilo-
raz inteligencji oraz sa twércami jednakowego (na $rednim poziomie) produk-
tu narodowego brutto.

Inng propozycja jest wyznaczenie wspélczynnika korelacji liniowej pomie-
dzy zmiennymi [IQ*LUD] oraz [GDP*LUD], co sprowadza si¢ do nastepujacej
formuly:

H

’ (Z(F,-X,-)ﬁ(ay,.))
Z(FiXi)(F,-Yi)— i=1 i=1
Y = i=1 " | (3)

,, lﬁ(ﬂxnl ,, li(FiY,-)l
2 (FX))r == D (FY)! =+

n
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wzglednie do formuly zmodyfikowanej, w ktdrej przez liczbe obserwagji ro-

zumie si¢ sume wszystkich realizacji zmiennej wykorzystywanej w charakte-
rze wag F:

N (i (FiXi)i (PiYi)]
S (FX,)(FY,) -\ =
i=1 z Fi

,. [i(F,-X.»] n lZ”(F,-Y,-)l
2 (FX )t == 2 (RY)? =3

1 i

> F ‘ ZF"

i=1

Analogicznie do przedstawionych powyzej wzoréw mozna podac cztery
rézne formuly stuzace do wyznaczania parametréw liniowej funkgji regres;ji
Y = f(X). Zebrano je w tabeli 4.

Tabela 4
Wzory na niewazone (1) i wazone (2)—(4) parametry liniowej funkcji regresji
Wzér Wspdlczynnik kierunkowy Wyraz wolny
niX.-Y,-—iX,iY,. i i
M) b= _is CO Z{Y, b;Xj
ny X; _(EX.'] T
i=1 i=]
Y EYEXY, -3 EX, Y EY, YEY)  Y(FX)
@) b= T o= b
ZF,-ZE-X,-’—(ZF.-X,-] 2F 2E
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1S (EX)EY,) - Y (EX)Y (EY)) } .
" u o =l =l
nY (X, —(z(ﬁxi)) =T
=1 i=l
Y EY(EX)EY)- Y (EX)Y (FY) SEY)  SEX)
(4) b = =l l:l - 1:1" i=t > a= P _ —b pcy _
SeSexr-(Sex)) SE 3R
i=1 i=l =] i=1 i=]

Zrédio: obliczenia wlasne.
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Wartosci wspétezynnikéw regresji oraz korelacji liniowej wyznaczone za
pomocg powyzszych wzoréw przedstawiono w tabeli 5. Jak mozna zauwazy¢
wazone miary zaleznosci (2) daja nieco inne rezultaty anizeli standardowe miary
niewazone (1). Wspélczynnik korelacji zmniejszyl si¢ z 0,73 do 0,48. Réwniez
zmniejszyly sie parametry linowej funkcji regresji — wspdélczynnik kierunko-
wy z 519 $ GDP/os/rok do 369 $ GDP/os/rok i podobnie wyraz wolny,
z -35717 $ GDP do -26216 $ GDP.

Tabela 5
Wazone parametry regresji i wspélczynniki korelacji pomiedzy GDP a IQ
Wzér Wspélezynnik a Wsp6lczynnik b Wspélezynnik r
§))] -35 717 519 0,733
2 -26 215 369 0,481
3 236 409 38 0,576
) 3326 42 0,625

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Miary zaleznosci opisane za pomoca trzeciej i czwartej formuly daja od-
mienne rezultaty. Jak wynika z ryciny 6 ksztalt diagramu rozrzutu dla zmien-
nych [IQ*LUD] oraz [GDP*LUD] determinujg 34 kraje: Chiny, Stany Zjedno-
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Zrodlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 6. Diagram rozrzutu wraz z liniowa funkcja regresji pomiedzy zmiennymi GDP*LUD

oraz IQ*LUD
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czone, Indie oraz Japonia i one decyduja o ocenie kierunku oraz sile zaleznosci
pomiedzy potencjalem intelektualnym a bogactwem. Pozostale kraje tworza
jedno skupisko zgrupowane w poblizu poczatku uktadu wspéirzednych (0, 0).
~Warto$¢” jednostkowa kapitatu intelektualnego spada tu z 369-519 $ do 38-
—42 $ GDP na 1 osobe w ciagu roku.
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