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ABSTRACT

B. Spalek. Estimation of market risk based on GARCH models and extreme value theory. Folia
Oeconomica Cracoviensia 2010, 51: 75-96.

This paper discusses estimation of two measures of market risk: Value at Risk and Expected
Shortfall. Presented here approach is based on the use of GARCH models and extreme val-
ue theory. GARCH models with different innovation distributions were used to estimate
the current volatility, while extreme value theory was used to model the tail of the innova-
tion distribution of the GARCH model. This approach enabled to estimate separately the
volatilty of the financial market and the tails of the log return distribution, which led up to
more precise estimation of heaviness of the tails. Backtesting enabled to compare the results
of the proposed method with other standard approaches used in market risk estimation.
Analysis was conducted for log returns of WIG20 index from 9 years period.
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1. WSTEP

Zarzadzanie ryzykiem finansowym jest subdziedzina, w ktdrej w ostatnich
latach nastapit bardzo dynamiczny rozwéj. Najwazniejszym etapem zarzadza-
nia ryzykiem jest jego pomiar. W tym zakresie zaproponowanych zostato wiele
metod, a duza czes$¢ z nich znalazla swoje zastosowanie w praktyce. Odpo-
wiednie oszacowanie ryzyka jest kluczowym elementem zarzadzania ryzykiem,
poniewaz pozwala kierownictwu podmiotu gospodarczego zobrazowaé roz-
miar mozliwych, przyszlych strat, a takze zbudowa¢ odpowiedni portfel in-
westycyjny. Wiele instytucji finansowych do pomiaru ryzyka jest zobowigza-
nych ze wzgledu na istniejgce przepisy i regulacje prawne.

Niniejsza praca dotyczy estymacji ryzyka rynkowego z wykorzystaniem
modeli GARCH i teorii wartosci ekstremalnych. Ryzyko rynkowe jest jednym
z rodzajéw ryzyka finansowego, ktére wynika ze zmian cen na rynkach finan-
sowych. Jego pomiar opiera si¢ na dwdéch najczesciej stosowanych miarach
w praktyce: wartosci zagrozonej (Value at Risk) oraz oczekiwanym niedoborze
(Expected Shortfall). Teoria wartosci ekstremalnych jest dziedzing statystyki,
ktéra w tym przypadku moze pozwoli¢ na lepsze modelowanie danych finan-
sowych lezacych w ogonach rozkladu empirycznego.

Celem pracy jest poréwnanie metod estymacji ryzyka z wykorzystaniem
teorii wartosci ekstremalnych, zastosowanych bezposrednio do danych lub lgcz-
nie z ekonometrycznym modelem zmiennosci. Jak wykazujg badania empiryczne
finansowe szeregi czasowe nie spelniajg zalozenia o niezaleznosci obserwacji.
Zatozenie to jest wymagane w przypadku stosowania metod wywodzacych
sig¢ z teorii wartosci ekstremalnych. Podstawowg kwestig jest sprawdzenie czy
podejscie, w ktérym zalozenie to jest ewidentnie niespelnione moze przyniesé
satysfakcjonujace rezultaty. Dodatkowo, waznym aspektem jest sprawdzenie
jak metody bazujace na teorii wartosci ekstremalnych wypadajg na tle innych
standardowych metod stosowanych w praktyce.

Empiryczna analiza ryzyka jest przeprowadzana dla logarytmicznych stép
zwrotu kursu zamknigcia indeksu WIG20. Badany okres obejmuje 9-letni sze-
reg czasowy od 4 grudnia 2000 roku do 1 grudnia 2009 roku i zawiera 2257
obserwagji.

Estymacja ryzyka oparta na teorii wartosci ekstremalnych zyskala duza
popularno$é pod koniec lat 90. ubieglego wieku. We wszystkich jednak pra-
cach zagadnienie to bylo rozpatrywane bez modelowania zmiennosci. Podej-
Scie 1aczace teorig wartosci ekstremalnych i ekonometryczne modele zmienno-
$ci zaproponowane zostalo po raz pierwszy w pracy McNeila i Freya (2000).
Od tego czasu podejscie to stalo sie popularne i bylo czesto wykorzystywane
w analizie ryzyka, zwlaszcza dla nowych rynkéw finansowych, ktére charak-
teryzowaly si¢ duza zmiennoscig i wystgpowaniem bardzo duzych spadkéw
wartosci (Kuester i in. 2006, Maghyereh i in. 2008). Podejscie to zastosowano
rowniez do modelowania zmian cen energii elektrycznej (Bystrom 2005).



2. POMIAR RYZYKA

Miarg ryzyka rynkowego, ktéra w praktyce zyskala ogromng popularnosé
w ostatnich kilkunastu latach, jest warto$¢ zagrozona (Value at Risk). Jest to
taka strata, ktérej prawdopodobieristwo osiaggnigecia lub przekroczenia w za-
danym okresie jest réwne zadanemu poziomowi tolerancji (Jajuga i in. 2007).
Wartosé zagrozong mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego wzoru:

PW <W,-VaR)=a, (1)
gdzie:
W — wartos¢ rynkowa na koniec rozpatrywanego okresu;
W, — obecna warto$¢ rynkowa;
VaR — warto$¢ zagrozona;
o — poziom tolerangji.

Formalnie okreslenie Value at Risk odnosi si¢ do zmiennej ryzyka, ktdrg
jest wartos$¢ rynkowa, np. pojedynczego instrumentu finansowego, portfela
instrumentéw finansowych, przedsigbiorstwa. Jednak warto$¢ zagrozong la-
two mozna przedstawi¢ w postaci zaleznej od kwantyla rozktadu stép zwrotu.

Wartos¢ zagrozona zwigzana jest z kwantylem rzedu o rozkltadu wartosci
rynkowej (oznaczonym ponizej jako W,) réwnaniem:

Wo= Wy— VaR. 2)

Z kolei kwantyl rzedu « rozkladu logarytmicznych stép zwrotu (x,) za-
pisuje si¢ nastepujaco:

xg=100(In W, — InW,). (3)

Po przeksztalceniach wzoréw (2) i (3) otrzymujemy bezposrednie okreslenie
wartoéci zagrozonej za pomoca kwantyla rozktadu logarytmicznych stép zwrotu:

VaR = Wo[l - exp(ﬁxa ]] 4)

Wyznaczenie wartosci zagrozonej przy poziomie tolerancji o sprowadza
si¢ zatem do znalezienia kwantyla rzedu o rozkladu logarytmicznych stép
zwrotu, a nastepnie poddaniu go stosownej transformagji'.

Gléwng wada wartosci zagrozonej jest fakt, Ze nie podaje ona informacji
na temat wysokosci spodziewanej straty, gdy ta przekroczy warto$¢ zagrozo-

1 W pracy tej policzony zostanie kwantyl logarytmicznych stép zwrotu i jego oczekiwana
warunkowa warto$¢ przekroczenia, do ktérej dalej odnosi si¢ termin oczekiwany niedobér. Nalezy
jednak pamietad, ze warto$¢ zagrozona jest kwantylem rozkladu wartosci portfela i w celu jej for-
malnego obliczenia nalezaloby uzy¢ transformacji kwantyla analizowanych st6p zwrotu danej
wzorem (4).
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ng. Ta niedogodnos$¢ zostata wyeliminowana w innej mierze ryzyka, ktéra nosi
nazwe Expected Shortfall, co w polskiej literaturze przedmiotu okreslane jest
jako oczekiwany niedobdr. Okreslona jest ona wzorem:

ES=E(L | L > VaR), (5)

gdzie: L — wielkos¢ straty, czyli L = W - W,

Jak wynika ze wzoru, jest to oczekiwana strata, pod warunkiem, Ze strata
ta przekroczy warto$¢ zagrozong. Miara ta moze by¢ zatem traktowana jako
uzupelnienie wartosci zagrozonej (Jajuga i in. 2007).

Niech (X;,t € Z) bedzie procesem stochastycznym, ktérego realizacjq jest
szereg czasowy reprezentujacy ujemne logarytmiczne stopy zwrotu?. Zaklada
sie, ze dynamika X, dana jest formula:

X = u t 02 (6)

gdzie {Z,} ~ iid(0,1) o brzegowym rozkladzie F,(-). Zaktada si¢, ze warunkowa
$rednia g, i warunkowa zmiennos¢ o, sa mierzalne wzgledem G, ;, czyli
wzgledem historii procesu {X;} do dnia 7-1.

Niniejsza praca zajmowac si¢ bedzie kwantylem i oczekiwanym niedobo-
rem dla jednokrokowych predykcji rozktadu logarytmicznych stép zwrotu.
Poniewaz:

Fy6,(6)=Plo,,Z, +u,,<x|G}=F,((x-u.,)/0,,), @)

wiec miary X} i S; te upraszczajg sig do:
Xo=l,+0,,2,, (8)
Si=p,+0,,Elz12>z,]. 9)

gdzie X} jest kwantylem logarytmicznych stép zwrotu, S, oczekiwanym nie-
doborem, a z, jest g-tym kwantylem brzegowego rozkltadu zmiennej Z,.

W celu estymacji tych miar nalezy wybraé konkretny proces do modelo-
wania dynamiki warunkowej éredniej i zmiennosci. W tej pracy wykorzystano
oszczedny, ale efektywny proces AR(1)-GARCH(1,1), ktéry opisuje sie réwna-

niami:

X =w,+0X,_ +¢,, (10)
g = Gxe , (11)
ol =a,+o,el, +6,62,, (12)

gdzie {Z} ~ iid(0,1), ¢, > 0i &, 20 oraz &, 2 0.

2 Przez ujemne logarytmiczne stopy zwrotu rozumie sie tu stopy przemnozone przez -1.
W przypadku miar ryzyka rynkowego interesujace sa duze spadki wartosci, ktére reprezentowane
sq przez lewy ogon rozkladu. Zmiana znaku st6p zwrotu spowoduje, ze analiza bedzie wykony-
wana dla prawego ogona, a straty beda wartosciami dodatnimi.
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Do estymacji parametréw przedstawionego modelu stosuje si¢ metode
najwiekszej wiarygodnosci.

3. ROZKEADY BLEDU W MODELACH GARCH

Przy zalozeniu, Ze zmienne losowe Z, maja rozklad normalny kwantyl innowa-
i Z, réwny jest @ “1(g), gdzie ®(z) jest dystrybuanty standardowego rozkladu
normalnego. Z kolei oczekiwany niedobdr, w tym przypadku wylicza si¢ za
pomoca formuly:
-1
S; = lu1+1 +O—t+l ¢(q) (q))’ (13)
I-q
gdzie ¢(z) jest funkcjq gestosci standardowego rozkladu normalnego.
Badania empiryczne wskazuja, Zze normalnos¢ rozkladéw zakladana w mo-
delach GARCH nie jest wystarczajaca do opisu tzw. grubych ogondw.
W celu lepszego dopasowania modeli jednym z najczesciej stosowanych, jako
alternatywny rozklad zmiennej Z, jest standaryzowany rozklad ¢-Studenta
z liczba stopni swobody v (v > 2). Jest to rozklad symetryczny o zerowej war-
tosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji. Jego funkcja gestosci jest postaci:

—{v+1)

o(o)= (v +1)/2) (1+ 22 ] 2 , (14)

CJmv-2re/2)| v-2

gdzie I' jest funkcja gamma.
W tym przypadku oczekiwany niedobdr liczony jest jako:

gl (q))[v +( (@) J (15)
-1

!
1-¢g v
gdzie t jest dystrybuanta standaryzowanego rozkladu #-Studenta.

Liczba stopni swobody jest dodatkowym parametrem szacowanym lacz-
nie z innymi parametrami modelu GARCH.

Empiryczne rozklady danych finansowych, oprécz wiasnosci grubych
ogondw, charakteryzuja si¢ czesto skosnoscia. W celu wychwycenia tego zja-
wiska, stosuje si¢ skosny rozklad ¢-Studenta. Skosny, ale niestandaryzowany
rozklad ¢-Studenta zastosowali po raz pierwszy w modelu GARCH Osiewal-
ski i Pipiefi (1999). Przy zalozZeniu, ze v > 2 oraz y > 0, méwimy, ze zmienna
Z, ma standaryzowany skosny rozklad t-Studenta z liczbg stopni swobody v
i wspétczynnikiem asymetrii y, Z, ~ SKST(0, 1, y, V), jesli jego gestos¢ wyraza
si¢ wzorem:

t_
Sq - .ur+1 + O-H»l
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2

s ’}’_] sg(y(sz + m)), z< —%
f(2)= ; (16)
2 - sg((sz+m)/y) z= z

s

v+y

gdzie g jest gestoscig standaryzowanego rozkiadu t-Studenta z v stopniami
swobody, okreslong wzorem (14), a:

I“V_l

m=—t(r-1"), (17)
i)
2
s=y7i+y i -1-m?. (18)

Zakladajac g na tyle duze, Ze ogon standaryzowanego skosnego rozkladu
t-Studenta znajdowad si¢ bedzie na prawo od modalnej, do przyblizonej esty-
magji oczekiwanego niedoboru mozna zastosowac wzér dla przypadku syme-
trycznego rozkiadu t-Studenta, odpowiednio przeskalowany wspétczynnikiem
asymetrii y.

v—-2

S; =u1+l+o-t+ly V—l

gl gq))[v +( @) ] . (19)

4. TEORIA WARTOSCI EKSTREMALNYCH

W niniejszej pracy zostanie wykorzystana réwniez teoria wartosci ekstremal-
nych. Jako wartosci ekstremalne uwazac sie bedzie te realizacje zmiennej lo-
sowej, ktére przekraczajg pewna ustalona, wysoka wartosé (prég). W tym
podejéciu nie ma obawy, ze do estymacji parametréw rozkltadu wykorzysty-
wane beda niskie wartosci zmiennej losowej (Gilli i Kéllezi 2006).
Dystrybuanta wartosci przekraczajacych pewien ustalony prég rozpatry-
wana jest w metodzie POT (Peak ove Threshold). Problem ten zilustrowany jest
na rycinie 2 — przedstawiona jest dystrybuanta F zmiennej losowej X.
Poszukiwana jest posta¢ dystrybuanty F,, ktéra zwana jest dystrybuantg
warunkowego przekroczenia. Mozna ja zdefiniowad nastepujgco:

F,0)=P(X-u<y|X>u), 0<y<x.—u (20)

gdzie: x, = max{x: F(x) < 1}, u jest ustalonym progiem, a y = x — u nadwyzkami
nad progiem.
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Zr6dlo: opracowanie wiasne.

Ryc. 1. Wartosci ekstremalne, jako wartosci przekraczajace ustalony prég

)

0 u Xe 0 xF¥ u Y

Zrédto: Gilli i Kéllezi 2006.

Ryc. 2. Dystrybuanta F i dystrybuants warunkowego przekroczenia F,

Realizacje zmiennej losowej X lezg przewaznie pomiedzy 0, a wartoscia
progu u, stad estymacja funkcji F,(y) moze by¢ trudna ze wzgledu na niewielka
liczbe obserwacji. Na tym etapie teoria wartosci ekstremalnych okazuje si¢
bardzo uzyteczna, jako Ze dostarcza twierdzenia opisujacego asymptotyczne
zachowanie dystrybuanty F,(»).

Twierdzenie 1. [Pickands (1975), Balkema i de Haan (1974)]. Dla duzej
rodziny rozkladéw, warunkowa dystrybuanta przekroczenia dla duzych war-

tosci progu u jest dobrze aproksymowana przez uogélniony rozklad Pareto
(Generalized Pareto Distribution — GPD):

F =Gy p(y), U —> xp, (21)
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gdzie:

£ —1/&
l—[l+—y) E+£0
Gy p ()= B (22)

l—exp[—%) £ = O’

dla y € [0,(e; — w)] w przypadku ¢ > 0 oraz y € [0, —’g] w przypadku & < 0.

W praktyce problem stanowi wybdér wartosci progu. Wraz ze wzrostem
progu maleje liczba obserwacji uzytych do estymacji modelu, a tym samym
ro$nie wariancja estymatoréw. Z kolei prég wybrany zbyt nisko powoduje
obcigzenie estymacji ze wzgledu na wykorzystanie obserwacji pochodzacych
z $rodka rozkladu (Smiech 2002).

Zaktadajac funkcje GPD dla ogonéw rozkladu, warto§¢ zagrozona i ocze-
kiwany niedobér moga by¢ wyrazone za pomocg parametréw uogdlnionego
rozkladu Pareto.

W niniejszej pracy liczba obserwacji w ogonie bedzie ustalona z gory
N, = k. W konsekwengji prég bedzie zmienng losowa — réwny (k+1)-szej resz-
cie. Niech zj) 2 7, 2 ...2 z, beda uszeregowanymi resztami, liczonymi jako:

(Zcpirseesz, )= ( X""g "l X'(; H J (23)

t—n+l t

Uogodlniony rozklad Pareto z parametrami ¢ i § bedzie dopasowywany
do nadwyzek nad progiem z reszt przekraczajacych prég, czyli do szeregu:
Gty = Zerty %y ~ Zern)-

Kwantyl innowacji, ktéry potrzebny jest do szacowania kwantyla rozkta-
du stép zwrotu, wyraza si¢ wzorem:

. ¢
5= 24 +-?[(lk‘7:) -1]. (24)

Natomiast oczekiwany niedobér wynosi:

5 ~ PRN 1 B—Ez(nl)
S' = +0 —t = . 25
q :u'1+l leq{l —é (l—é j-q ( )

5. WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Analiza zostata przeprowadzona dla ujemnych, dziennych logarytmicznych stép
zwrotu pochodzacych z kurséw zamkniecia indeksu warszawskiej gieldy
WIG20. Badany okres obejmowal obserwacje od 4 grudnia 2000 roku do
1 grudnia 2009 roku i zawieral 2257 stép zwrotu.
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Na rycinie 3 zostaly przedstawione ujemne logarytmiczne stopy zwrotu,

liczone jako X, =-1001n f , gdzie P, oznacza warto$¢ indeksu w chwili ¢.
-1

Analizujac ponizszy wykres zauwazy¢ mozna, ze stopy zwrotu maja tendencje

do skupiania si¢ w waskich pasmach czasu. Co wiecej, widaé, ze w badanym

szeregu czasowym wystepuja podokresy o réznej wielkosci zmiennosci. Naj-

wigksza zmiennos¢ zaobserwowano pod koniec 2008 roku, kiedy to indeks

WIG20 zaczal bardzo traci¢ na wartosci.

10

8

2 | Ll .le.

-10 T
2000-12-04 2002-12-04 2004-12-04 2006-12-04 2008-12-04

T T T

Zrédio: opracowanie wlasne.

Ryc. 3. Wartosci ujemnych logarytmicznych stép zwrotu

W tabeli 1 zostaly przedstawione podstawowe charakterystyki opisowe
dla analizowanych stép zwrotu. Srednia zblizona do zera, prawostronna asy-
metria i kurtoza wigksza niz w przypadku rozkladu normalnego sa zgodne
z empirycznymi wiasnosciami danych finansowych. Poréwnanie wartosci pierw-

Tabela 1
Podstawowe statystyki opisowe
Srednia|Wariancja Odchylenie Asymetria | Kurtoza | Minimum Kwaﬂyl Mediana Kwarty ! Maksimum
standardowe pierwszy trzed
-0,0168; 2,8398 1,6852 0,0826 | 4,9137 | -8,1548 [ -0,9292 | -0,0177 | 0,9231 8,4428

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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szego i trzeciego kwartyla z wartosciami minimalnymi i maksymalnymi wska-
zuje na wystepowanie grubych ogonéw i leptokurtyczny charakter rozktadu.

Rycina 4 przedstawiajacy wykres kwantyl-kwantyl ujemnych logarytmicz-
nych stép zwrotu potwierdza ten wniosek. Na osi poziomej umieszczone zostaty
kwantyle standardowego rozktadu normalnego. Odchylenie od prostej swiad-
czy o cigzszych ogonach niz ogony rozkladu normalnego.
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kwantyle teoretyczne

Zr6dlo: opracowanie wiasne.

Ryc. 4. Wykres kwantyl-kwantyl ujemnych logarytmicznych st6p zwrotu

Zalozono, ze ujemne logarytmiczne stopy zwrotu s realizacjg procesu
AR(1)-GARCH(1,1) o jednym z trzech rozpatrywanych rozkladéw warunko-
wych: standardowym rozkladzie normalnym, standaryzowanym rozkladzie
t-Studenta oraz standaryzowanym skos$nym rozktadzie t-Studenta.

W celu nieformalnej oceny dopasowania modelu AR-GARCH sprawdzo-
no czy standaryzowane reszty s generowane przez ciagg niezaleznych zmien-
nych losowych o zalozonym w modelu rozkladzie. Analiza byla przeprowa-
dzona zaréwno dla calego badanego okresu, jak i dla dwéch podokreséw.
Pierwszy podokres zawieral 1000 pierwszych obserwacji, natomiast drugi —
1000 ostatnich. Kazde 1000 obserwacji to okoto 4 lata badanego szeregu.

Ryciny 5-7 przedstawiaja standaryzowane reszty uzyskane w modelu o réz-
nych rozkladach bledu. Zalozenie odmiennych rozkladéw nie wplywa zasad-
niczo na wielko$¢ analizowanych reszt i co do wartosci nie réznig sie one
znaczgco. Poréwnujac te wykresy z rycing 3, przedstawiajacq ujemne logaryt-
miczne stopy zwrotu, mozna zauwazyd, Ze zalozZenie iid jest bardziej prawdo-
podobne dla standaryzowanych reszt.



85

5 5
4 4
3 3
2 1 12 ] [ 21
1 11
[ 0
a A
24 2
3 + 2
4 -4
5 r -5 T
200120 a01-1104 20021004 20030004 20010804 205120 061107 20071007 2008-3-07 20080807

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Ryc. 5. Standaryzowane reszty z modelu AR(1)-GARCH(1,1) o warunkowym rozkladzie
normalnym dla pierwszego i drugiego okresu
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Zrédto: opracowanie wlasne.

Ryc. 6. Standaryzowane reszty z modelu AR(1)-GARCH(1,1) o warunkowym rozkladzie
t-Studenta dla pierwszego i drugiego okresu
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Zrédlo: opracowanie whasne.

Ryc. 7. Standaryzowane reszty z modelu AR(1)-GARCH(1,1) o warunkowym skosnym
rozkladzie t-Studenta dla pierwszego i drugiego okresu

Na kolejnych wykresach przedstawiono korelogramy dla stép zwrotu oraz
ich kwadratéw, a takze dla standaryzowanych reszt i ich kwadratéw. Podczas,
gdy stopy zwrotu na pewno nie sg generowane przez cigg niezaleznych zmien-
nych losowych o zalozonym w modelu rozkladzie, to w przypadku standary-
zowanych reszt zaloZenie to wydaje sie prawdziwe.
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Ryc. 8. Korelogramy stép zwrotu kolejno dla pierwszego, drugiego i calego okresu
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Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Ryc. 9. Korelogramy kwadratéw st6p zwrotu kolejno dla pierwszego, drugiego i calego okresu

Na nastepnych korelogramach przy kazdym opézZnieniu przedstawione sa
wartosci dla reszt uzyskanych kolejno przy zalozeniu warunkowego rozkiadu
normalnego, rozkladu t-Studenta i skosnego rozkladu t-Studenta.
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Zrédto: opracowanie wlasne.
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Ryc. 10. Korelogramy standaryzowanych reszt kolejno dla pierwszego,

drugiego i calego okresu
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Zrédlo: opracowanie wiasne.

Ryc. 11. Korelogramy kwadratéw standaryzowanych reszt kolejno dla pierwszego,
drugiego i calego okresu

Tabela 2 przedstawia wartosci statystki testowej Ljung-Boxa oraz p-value
dla stép zwrotu, ich kwadratéw, standaryzowanych reszt uzyskanych, przy

zalozeniu réznych rozkladéw bledu oraz ich kwadratéw.

Wartosci statystki i p-value testu Ljunga-Boxa

Tabela 2

Statystyka testowa p-value

1 okres 11 okres calo$é 1 okres 1T okres calosé
Stopy 299717 | 37,1051 39,7032 | 0,4671 0,1741 0,1107
Kwadraty stép 172,3366 | 520,1130 | 1307,6110 | <2,2e-16 | <2,2e-16 | <2,2e-16
Reszty w modelu
o warunkowym rozkladzie | 28,1347 | 23,1294 24,9442 | 0,5633 0,8099 0,7277
normalnym
Kwadraty reszt w modelu
o warunkowym rozkladzie | 32,8118 | 35,4433 48,8865 0,3308 0,2269 0,01614
normalnym
Reszty w modelu
o warunkowym rozkladzie | 29,1322 23,1926 25,2144 0,5107 0,8073 0,7145
t-Studenta
Kwadraty reszt w modelu
o warunkowym rozkladzie | 31,0055 35,934 49,9007 | 04151 0,2102 0,0127
t-Studenta
Reszty w modelu
o warunkowym sko$nym 28,8225 | 23,2025 25,1118 | 0,5269 0,8068 0,7196
rozkladzie t-Studenta
Kwadraty reszt w modelu
o warunkowym sko$nym 31,0532 | 35,9929 49,6384 04128 0,2083 0,01352
rozkladzie t-Studenta

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Analizujac powyisza tabele nalezy stwierdzié, ze zalozenie o niezalezno-
$ci badanych stép zwrotu jest falszywe, o czym $wiadcza zerowe p-value dla
kwadratéw stép dla kazdego z okreséw. Z kolei co do standaryzowanych reszt
zalozenie to mozna uznaé za prawdziwe. Najwieksze wartosci p-value uzyskuje
si¢ dla reszt pochodzacych z modelu o warunkowym rozkladzie normalnym,
a niewiele mniejsze dla reszt pochodzacych z modelu o zalozeniu rozkladu
t-Studenta i skosnego t-Studenta.

Na rycinach 12-14 przedstawione sg estymatory GPD prawego ogona, li-
czone jako:

- ~1/€
ﬁz(z)=l—5(l+%(z—z(k+]))) > (26)

ktére zaznaczone sg liniami czarnymi. Punkty pokazuja rozklad empiryczny,
natomiast szara linia oznacza ogon rozkladu normalnego, linia z tréjkatami
ogon rozkladu t-Studenta, a linia przerywana ogon skos$nego rozkladu #-Stu-
denta. Przy rozkladach t-Studenta przyjeto liczbe stopni swobody i wartos¢
parametru skosnosci na tym samym poziomie co w odpowiednim rozkladzie
oszacowanym w modelu AR(1)-GARCH(1,1).

Przy estymacji uogélnionego rozkladu Pareto dla podokreséw zawie-
rajacych po 1000 obserwacji ustalano prég jako 101. reszte, natomiast w przy-
padku calego badanego okresu prég ustalono jako 226. reszte. Pozwolilo to

5e-02
f R
e-02

1-F{(x) (on log scale)
T
1-F(x) (on log scate}
1-F(x) (on log scale)

1

x (on log scale) x {on log scale) x (on log scale)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ryc. 12. Oszacowanie ogona dla reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) z warunkowym rozkladem
normalnym kolejno dla pierwszego, drugiego i calego okresu
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Zrédlo: opracowanie wiasne.

Ryc. 13. Oszacowanie ogona dla reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) z warunkowym rozkladem
t-Studenta kolejno dla pierwszego, drugiego i catego okresu
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ryc. 14. Oszacowanie ogona dla reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) z warunkowym skosnym
rozkiadem t-Studenta kolejno dla pierwszego, drugiego i calego okresu



90

na oszacowanie kwantyli rzedu wigkszego niz 0,9 z wykorzystaniem modelu

GPD3.

Jak mozna zauwazy¢ wykres ogona uogdlnionego rozkltadu Pareto pokry-
wa sie z rozkladem empiryczny, co swiadczy o tym, ze rozklad ten sprawdza sie
dobrze w modelowaniu standaryzowanych reszt. Rozklad normalny w pierw-
szym okresie réwniez dobrze opisuje analizowane reszty. Jednak, rozpatrujac
drugi lub caly badany okres, duze wartosci reszt sq niedoszacowane. Z kolei
w przypadku obu rozkladéw t-Studenta w pierwszym okresie reszty s prze-
szacowane, natomiast w dwéch pozostalych opisane sg do$é dobrze.

Kolejnym etapem badania empirycznego jest testowanie wsteczne, do
ktérego uzyto okna prognozy zawierajacego 1000 obserwacji, czyli okoto 4 lat.
Za kazdym razem prég w metodzie POT ustalany byl jako 101. reszta. W kazdym
kroku okno przesuwano o 1 dzieri do przodu, a nastepnie ponownie estymo-
wano model AR(1)-GARCH(1,1).

Poréwnanych ze sobg zostalo siedem metod, ktére oznaczono nastepujaco:
— GARCH N — miary ryzyka uzyskane w modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze

standardowym rozkladem normalnym;

— GARCH ST — miary ryzyka uzyskane w modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze
standaryzowanym rozkltadem t-Studenta;

— GARCH SST — miary ryzyka uzyskane w modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze
standaryzowanym skosnym rozkladem t-Studenta;

— TWE — miary ryzyka uzyskane z wykorzystaniem uogdlnionego rozkla-
du Pareto;

— TWE N — miary ryzyka uzyskane z wykorzystaniem uogélnionego roz-
kladu Pareto, do reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze standardowym
rozkladem normalnym;

— TWE ST — miary ryzyka uzyskane z wykorzystaniem uogélnionego roz-
ktadu Pareto, do reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze standaryzowanym
rozkladem ¢-Studenta;

— TWE SST — miary ryzyka uzyskane z wykorzystaniem uogdlnionego roz-
kladu Pareto, do reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1) ze standaryzowanym
skosnym rozkladem t-Studenta.

Rycina 15 przedstawia prognozy wygaste dla kwantyla analizowanych stép
zwrotu rzedu 0,99. Na wykresie pokazano wszystkie badane metody dla ca-
lego rozpatrywanego okresu. Rycina 16 wykres jest fragmentem omawianego
wykresu, na ktérym dokladniej widaé¢ zachowanie poszczegélnych podejsé.

Podejéciem szacujacym X, , ktére najbardziej odréznia si¢ od pozostatych
jest podejscie oznaczone jako TWE, w ktérym to uogdlniony rozklad Pareto
jest dopasowywany bezposrednio do stép zwrotu. Jak widaé¢ w metodzie tej

3 Caly okres zawiera 2257 obserwacji, stad w tym przypadku prég ustalono jako 226. reszte.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ryc. 15. Prognozy wygasle % ,, dla calego badanego okresu
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Zrédto: opracowanie wlasne.

Ryc. 16. Fragment wykresu prognoz wygastych % 5,
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odpowiedZ na okresy o podwyzszonej zmiennosci nie jest dostatecznie szyb-
ka, co skutkuje kilkoma przekroczeniami kwantyla jedno za drugim.

Drugim podejsciem, ktére widocznie odznacza si¢ od pozostalych jest
podejscie GARCH N, gdzie oszacowania kwantyla zostaly uzyskane w mode-
lu AR(1)-GARCH(1,1) ze standardowym rozkladem normalnym. W metodzie
tej wystepuje odpowiedZ na grupowania si¢ zmiennosci, jednak nie bierze si¢
pod uwage grubych ogonéw reszt, a co za tym idzie, prowadzi to do wigkszej
liczby przekroczeri niz w pozostatych metodach.

Prognozy wygaste dla metod poza wspomnianymi wcze$niej TWE oraz
GARCH N na wykresach wygladaja podobnie. W celu sprawdzenia jakosci
metod zastosowano test Kupca oraz funkcje straty Lopeza, ktérych to wyniki
znajduja si¢ kolejno w tabelach 3 i 4.

Tabela 3
Wyniki testu Kupca

Przekroczenia Statystyka p-value
095 | 099 | 099 0,95 0,99 0,995 0,95 0,99 0,995
GARCHN 68 27 18 0,4332 | 12,5923 | 14,5595 | 0,5104 | 0,0004 | 0,0001

GARCH ST 70 19 15 0,8271 2,8721 8,7274 | 0,3631 0,0901 | 0,0031

GARCH SST 70 21 16 08271 | 4,7520 | 10,5472 | 0,3631 | 0,0293 | 0,0012

TWE 95 28 19 15,0674 | 14,1820 | 16,7381 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0000
TWEN 69 20 15 06148 | 3,7612 | 8,7274 | 0,4330 | 0,0525 | 0,0031
TWE ST 67 20 15 0,2826 | 3,7612 | 8,7274 | 05950 | 0,0525 | 0,0031
TWE SST 67 20 15 0,2826 | 3,7612 | 8,7274 | 0,5950 | 0,0525 | 0,0031
X\é:tkoisvsana 63 13 6

Zrédto: opracowanie wlasne.

W tabeli 3 przedstawiona jest liczba przekroczenrt kwantyla uzyskana
w poszczegdlnych podejsciach, jak i ich oczekiwana liczba. Ponadto, znajdujq
si¢ w niej wartosci statystyki testowej testu Kupca i p-value zwigzane z tym
testem. Analiza wynikéw potwierdza, Ze podejscie TWE nie daje dobrych
rezultatéw w szacowaniu ryzyka, gdyz liczba przekroczer jest znacznie wigk-
sza niz zalozono. Podobna sytuacja odnosi si¢ do podejscia GARCH N, gdy
rozwazany jest kwantyl rzedu wigekszego niz 0,95. Najlepsze wyniki
w przypadku kwantyla rzedu 0,95 uzyskano stosujac podejscie TWE ST i TWE
SST, w przypadku kwantyla rzedu 0,99 GARCH ST, a w przypadku kwantyla
rzedu 0,995 GARCH ST, TWE N, TWE ST i TWE SST.
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Tabela 4
Wartosci funkdji straty Lopeza
Funkgja straty

0,95 0,99 0,995
GARCHN 0,099466928 0,032776728 0,020389575
GARCH ST 0,105084733 0,024017744 0,013233554
GARCH SST 0,104863223 0,024994623 0,013747649
TWE 0,186239099 0,048729235 0,025447276
TWEN 0,100128689 0,022135842 0,011700175
TWE ST 0,101327942 0,022465445 0,011848793
TWE SST 0,102113918 0,023137058 0,011924816

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Dla kwantyla rzedu 0,995 niestety Zadna z metod nie uzyskala satysfak-
cjonujacego wyniku. Oczekiwana liczba przekroczert wynosi 6, a jej najbliz-
szym wynikiem jest 15. Kwantyl tak wysokiego rzedu jednak w praktyce jest
uzywany bardzo rzadko.

Najmniejsze wartosci funkcja straty przyjmuje dla podejscia GARCH N
w przypadku kwantyla 0,95 oraz dla podejscia TWE N w przypadku kwantyla
rzedu 0,99 i 0,995.

Rezultaty niewiele gorsze od wspomnianych uzyskaly metody TWE ST
i TWE SST. Biorac pod uwage fakt, Ze wyniki testu Kupca dla tych metod sa
satysfakcjonujace, mozna uznad je za odpowiednie podejscia do modelowania
wysokich kwantyli logarytmicznych stép zwrotu.

Na rycinach 17 i 18 przedstawiono oszacowania oczekiwanego niedoboru,
ktéry moze nies¢ dodatkowa informacje w stosunku do kwantyla rozkltadu
badanych stép zwrotu. Przebieg podejscia GARCH N i TWE wyglada tak samo
jak w przypadku analizowanego wczesniej kwantyla. Wartosci w metodach
TWE N, TWE ST i TWE SST s podobne i ich wykresy sg zblizone. W pierw-
szym okresie znacznie wigksze wartosci przyjmujq podejscia GARCH ST
i GARCH SST. Jednak w okresie zwigkszonej zmiennosci ich rezultaty sg zbli-
zone do oszacowan uzyskanych pozostalymi metodami.
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ryc. 17. Prognozy wygasle oczekiwanego niedoboru rzedu 0,99
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ryc. 18. Fragment wykresu prognoz wygaslych oczekiwanego niedoboru rzedu 0,99

6. PODSUMOWANIE

Niniejsza praca dotyczyla szacowania ryzyka rynkowego. Pomiar ryzyka opierat
si¢ gléwnie na teorii wartosci ekstremalnych, ktéra to pozwalala na lepsze
modelowanie zdarzen rzadkich i niosacych za sobg duze konsekwencje. Celem
pracy bylo sprawdzenie czy podejscie wykorzystujace teorie¢ wartosci ekstre-
malnych bezposrednio do logarytmicznych stép zwrotu, mimo niespelnienia
zalozenia o niezaleznosci obserwacji, bedzie dawalo satysfakcjonujace rezulta-
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ty. Dodatkowo, podejscia wywodzace si¢ z teorii wartosci ekstremalnych (za-
réwno stosowane bezposrednio do danych lub lacznie z ekonometrycznym
modelem zmiennosci) mialy by¢ poréwnane ze standardowymi metoda-
mi stosowanymi przez praktykéw (miary ryzyka uzyskiwane w modelu
AR-GARCH ze standardowym rozkladem normalnym i standaryzowanym roz-
kladem #-Studenta).

Prognozy wygaste dla kwantyla logarytmicznych stép zwrotu $wiadcza
o tym, ze w podejsciu wykorzystujacym bezposrednio uogéiniony rozktad Pa-
reto do stép zwrotu nalicza si¢ znacznie wiecej przekroczeri niz jest to ocze-
kiwane. W metodzie tej brak jest odpowiedzi na okresy o podwyzszonej
zmiennosci, a co za tym idzie nastepuje kilka przekroczerr kwantyla pod rzad.
Z przeprowadzonego badania wynika, ze podejscie to nie daje satysfakcjonu-
jacych wynikéw w szacowaniu miar ryzyka, a w celu jego poprawy nalezalo
uzy¢ dodatkowo ekonometrycznych modeli zmiennosci.

Jednym ze standardowych podejsé, ktére byly testowane réwnolegle z podej-
$ciami wykorzystujacymi teorie wartosci ekstremalnych, byto podejscie, w kté-
rym miary ryzyka byty liczone z wykorzystaniem modelu AR(1)-GARCH(1,1)
z warunkowym rozkiadem normalnym. Jak wynika z badan empirycznych,
zatoZenie normalnoéci nie jest wystarczajace do opisu wlasnosci grubych ogo-
néw. W tym podejsciu wystepuje odpowiednia reakcja na okresy réznej zmien-
nosci, jednak wartosci kwantyli rzedu wigkszego niz 0,95 sq niedoszacowane.

Podejscie taczace teorie wartosci ekstremalnych i modelowanie zmienno-
$ci za pomocg modelu AR(1)-GARCH(1,1) w szacowaniu ryzyka uzyskuje
zadowalajace rezultaty, o czym $wiadcza wyniki testu Kupca i wartosci funkcji
straty Lopeza. Tylko kwantyl rzedu 0,995 jest lekko niedoszacowany, jednak
w praktyce kwantyl tak wysokiego rzedu jest wykorzystywany bardzo rzadko.

W dalszych badaniach mozna wprowadzié szereg modyfikacji zaprezen-
towanego podejscia w celu uzyskania bardziej satysfakcjonujacych wynikéw.
Uzyty w pracy model AR-GARCH mozna zastapi¢ modelem ogdlniejszym, np.
ARMA-APARCH, ktéry méglby pozwolié¢ na lepszy opis analizowanych da-
nych. Ponadto, oprécz rozpatrywanych rozkladéw warunkowych mozna za-
stosowac inne — np. rozklad GED zaproponowany przez Nelsona w 1991 roku.
Co do estymagji uogélnionego rozktadu Pareto mozna zmodyfikowaé sposéb
wyboru progu. Wprowadzenie takich zmian mogloby zaowocowaé w przy-
sztych pracach badawczych, wykorzystujacych teorie wartosci ekstremalnych
i ekonometryczne modele zmiennosci, bardziej dokladnym pomiarem ryzyka.
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