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ABSTRACT

J. Osiewalski, K. Osiewalski Hybrid MSV-MGARCH models with three latent processes in examining
price volatility on different markets, Folia Oeconomica Cracoviensia

J. Osiewalski and A.Pajor (2007, 2009) and J. Osiewalski (2009) introduced hybrid multivariate sto-
chastic variance — GARCH (MSV-MGARCH) models, where the conditional covariance matrix is
the product of a univariate latent process and a matrix with a simple MGARCH structure (Engle’s
DCC or scalar BEKK). The aim was to parsimoniously describe volatility of a large group of as-
sets. The proposed hybrid specifications, similarly as other models from the MSV class, require the
Bayesian approach equipped with MCMC simulation tools. In order to jointly describe volatility
on two different markets (or of two different groups of assets), ]. Osiewalski and K.Osiewalski
(2011) consider more complicated hybrid models with two latent processes. These new specifica-
tions seem very promising due to their good fit and moderate computational requirements.

This paper is devoted to hybrid specifications with three latent processes, even more com-
plicated and located on the edge of possibilities of conducting exact Bayesian analysis. We pres-
ent full Bayesian inference for such models and propose efficient MCMC simulation strategy. Our
approach is used to jointly model volatility of six daily time series representing three different
groups: two stock indices, prices of gold and silver, prices of oil and natural gas. We formally com-
pare joint modelling to individual bivariate volatility modelling for each of three groups.
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1. WSTEP

Osiewalski (2009) oraz Osiewalski i Pajor (2007, 2009) wprowadzili hybrydowe
wielowymiarowe modele stochastycznej zmiennosci lub wariancji (hybrid multi-
variate stochastic volatility or variance (MSV) models). Ich macierz warunkowych ko-
wariancji jest iloczynem pojedynczego procesu ukrytego i macierzy o strukturze
zaczerpnietej z prostych procesow MGARCH (DCC, SBEKK). Zaproponowane
modele hybrydowe (zwlaszcza model MSF-SBEKK typu I) s przydatne zaré6wno
ze wzgledu na wysoka zdolnoé¢ opisu zmiennosci stop zwrotu, jak i mozliwos¢
zastosowania do wielu cen Igcznie; Osiewalski i Pajor (2010, 2011) wykorzystujg
te specytikacje w analizie ryzyka portfela inwestycyjnego zlozonego z akcji kilku-
dziesieciu spotek.

Jednak pojedynczy proces ukryty wydaje sie ogranicza¢ zasadnos¢ stosowa-
nia modeli hybrydowych tylko do jednorodnych danych (np. zmian cen na jed-
nym rynku). Dlatego Osiewalski i Osiewalski (2011) zaproponowali uogélniony
model hybrydowy MSF-SBEKK wykorzystujagcy dwa procesy ukryte. Przed-
stawili jego pelng bayesowska analize statystyczng oraz zastosowanie w przy-
padku czterowymiarowym: cen zlota i srebra oraz dwéch indekséw gieldowych.
Przyklad ten uzasadnil uzycie odrebnych proceséw ukrytych w facznym opisie
zmiennosci na rynkach akcji i metali, a takZze ukazal powigzania miedzy tymi od-
rebnymi rynkami zachodzace nawet przed ostatnim kryzysem (dane pochodzily
z okresu 8.01.1999-1.02.2006).

W tej pracy proponujemy ogoélniejsza strukture hybrydowa, wykorzystujaca
trzy procesy ukryte. Takie modele MSV sg jeszcze doé¢ oszczedne pod wzgle-
dem liczby parametréw i proceséw ukrytych, a powinny lepiej (niz model
MSF-SBEKK) opisywaé zmienno$é cen na trzech odrebnych rynkach czy skla-
dowych portfela zawierajacego trzy odrebne grupy aktywéw. Aby empirycznie
sprawdzié, czy faczne ujecie zmiennosci jest wciaz zasadne, rozwazamy ten sam
okres, ale szes¢ szeregéw czasowych. Przejscie od modelu hybrydowego z dwoma
procesami ukrytymi do modelu o trzech procesach wydaje sie warte uwagi.
Gléwnym problemem nie jest strona teoretyczna takiego uogoélnienia, lecz konse-
kwencje obliczeniowe, gdyz ze wzrostem liczby zmiennych ukrytych (o wielkosé
réwng liczbie obserwacji) znaczgco rosnie czas niezbedny do przeprowadze-
nia symulacji MCMC z rozkladu a posteriori. Celem czgstkowym pracy jest wigc
sprawdzenie mozliwosci prowadzenia dokladnej analizy bayesowskiej w nowym
przypadku oraz poréwnanie analizy dokladnej z przyblizona, polegajaca na zasta-
pieniu giéwnych macierzy parametréw wartosciami opartymi na ocenach MNK.

Nastepna (druga) czes¢ pracy poswiecona jest nowemu modelowi i jego uje-
ciu bayesowskiemu (zaréwno dokladnemu, jak i przyblizonemu). W czesci trze-
ciej zastosowano nowy model do lacznego opisu zmiennosci dwéch indeksow
gieldowych, cen zlota i srebra oraz ropy naftowej i gazu ziemnego. Podsumowa-
nie wskazujace kierunki dalszych badan stanowi cze$¢ czwarta (ostatnia).
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2. POSTAC MODELU I JEGO ANALIZA BAYESOWSKA

Rozwazamy 1 synchronicznych szeregéw czasowych (po T obserwaciji), ktére za-
wierajg logarytmiczne stopy zwrotu (zmian cen) n =1y + 1, + 13 aktywoéw finan-
sowych, nalezacych do trzech odrebnych grup. Dane z okresu t, zawarte w wier-
szu 1;=(ry ... Iy,) opisujemy (standardowo) procesem VAR(1) — wektorowej
autoregresji rzedu 1:

rt:50 + rt—lA + & t= 1,...,T, (1)

charakteryzowanym przez 1 (n+1)-wymiarowy wiersz parametréw &= (5, (vec A)Y,
ktéry to zapis uzyskujemy dzieki wektoryzacji macierzy wspoétczynnikéw A. Dla
&y, tj. wiersza n sktadnikéw losowych w réwnaniu VAR(1), przyjmujemy (warun-
kowy wzgledem przeszlodci, oznaczanej ¥ 4, i biezacych zmiennych ukrytych)
n-wymiarowy rozklad normalny o zerowej wartosci oczekiwanej i macierzy ko-
wariancji
gnHi V8n8oHiz v 8ngsHis
Q= v 8n8n Hin 8nH, 1 v 8283 His| 2

«/gtsgn Ht,31 «/gtagtz Ht,32 gtsHt,33

Skalary g; w (2) sa dodatnimi zmiennymi nieobserwowalnymi (ukrytymi), zas
H,; (i, j = 1,2, 3) sq blokami (1, X ;) macierzy kwadratowej (stopnia 1) postaci

Hi=(1-F-NA+ Per1e1 + 7 Hiyg, (3)

gdzie f1i 7 sa dodatnimi parametrami skalarnymi, spelniajagcymi warunek f+y<1,
za$ A jest macierzg symetryczng i dodatnio okredlona, zawierajaca n(n + 1)/2
swobodnych parametréw. Macierz H; jest samoistng macierzg warunkowych ko-
wariancji w tzw. skalarnym modelu BEKK (SBEKK), prostej specytikacji z klasy
wielowymiarowych modeli GARCH (MGARCH), ktére omawiajg Bauwens, Lau-
rent i Rombouts (2006). Gdyby przyja¢ g,;=1 (i=1,2,3), &, bylby opisany mode-
lem SBEKK(1,1) z warunkowym rozkladem normalnym. Jednak w naszej specy-
tikacji zakladamy, ze 1° ciagg zmiennych ukrytych In(g;,) (f € Z, ustalone i) tworzy
gaussowski proces AR(1), a 2° ciag warunkowych macierzy kowariancji {2, zalezy
od trzech proceséw ukrytych tak, ze wariancje n; aktywéw z grupy i zawieraja
czynnik g;;. Warunkowe kowariancje zaleza od gy;, jednak sposéb wprowadzenia
zmiennych ukrytych do macierzy {2 sprawia, ze warunkowe wspélczynniki ko-
relacji zalezg nie od gy, lecz od elementéw macierzy H, i majg takg samg postaé
hew/  Beehen (k, 1 = 1,...,n), jak w modelu SBEKK.

W podstawowej wersji naszego hybrydowego modelu MSV ukryte procesy
AR(1) majg odrebne parametry i sa niezalezne:

In(gs) = ¢iln(gt—1,i) +n.3G=1,2,3)

fa~ GNO,TT), 70 L7, Gj = 1,2,3) @
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przy czym 74> 0 oraz —1 < ¢ <1. ZalozZenie, iz procesy ukryte sa identyczne
(811 = 8= §n) sprowadziloby nasz nowy model do modelu MSF-SBEKK (typu I),
czyli specyfikacji hybrydowej z jednym procesem ukrytym, ktéra zaproponowat
Osiewalski (2009). Jedynym teoretycznie uzasadnionym i praktycznie realizo-
walnym podejsciem do wnioskowania statystycznego jest w przypadku modelu
(1)~(4) podejscie bayesowskie, umozliwiajace intuicyjna, probabilistyczng inter-
pretacje wynikéw, stosunkowa latwa analize dla modeli ze zmiennymi ukrytymi
i formalne poréwnanie mocy objasniajacej konkurencyjnych specyfikacji nieza-
gniezdzonych.

Bayesowska wersja proponowanego modelu MSV-MGARCH zdetiniowana
jest przez rozklad prawdopodobienstwa obserwacji, zmiennych ukrytych i para-
metréw. Jego tunkcja gestosci ma postac

PPy 811 o 8112812 5ovs 812> 81 o0 81730 | W)
PPy 81 o 8112812 5ovs 812> 81 o0 81730 | W)

)
= p(w)[]__[ p(p)p(, )]H P80 .80-85 101, ),

gdzie @ grupuje parametry struktur VAR i SBEKK, §# — wszystkie parametry,
za$

1 :
P(r,.8,.80-85 10:y,) = (2m) " (det H,) GXP(—ES,Q,%S,)X
(©)
n;2)-1 _ _
><]i[(g ( " fN(lngtj | lngtlljﬂz-jl)

nych ukrytych z okresu ¢. Ge;stosc1 a priori p(w), p(¥;), p(7;) odzwierciedlajg za-
lozenia o mozliwych wartosciach parametréw i sa identyczne, jak w modelu
MSE-SBEKK (Osiewalski i Pajor, 2009). Wektor parametréw warunkowej wartosci
oczekiwanej dla r;, §, ma n(n + 1)-wymiarowy standardowy rozklad normalny,
uciety przez warunek (zwykle niewigzacy a posteriori), by wartoéci wlasne ma-
cierzy A byly wewnatrz kola jednostkowego w przestrzeni liczb zespolonych.
Parametr ¢; procesu ukrytego {gy;, t € Z} ma rozklad normalny ze $rednig 0i wa-
riancjg 100, uciety do przedzialu (—1, 1); parametr 7; ma rozklad wyktadniczy
o $redniej 200. Wartosci poczatkowe proceséw ukrytych ustalamy na poziomie
Q01 = 8= go3=1. Macierz odwrotna do A (w strukturze SBEKK) ma rozklad
Wisharta o # stopniach swobody i sredniej I,; £ i 7 majg laczny rozkltad jedno-
stajny na tréjkacie zdefiniowanym warunkami: 5 >0, y >0, f+ 7 <1. Warunek
poczatkowy dla [1; ma posta¢ Hy = hyl,, gdzie hy jest parametrem o wykladniczym
rozkladzie a priori ze $rednia 1. Lacznie jest 1,511 (11 + 1) + 9 parametrow.

Wiedza o wielkosciach nieobserwowalnych, uzyskana po wgladzie w dane,
zawarta jest w lgcznym rozkladzie a posteriori o gestosci proporcjonalnej do (5):
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-1 -1 -1 -1 -1 -1
p(gll EARR gT13g12 LA gT23g13 LA gT339 | rl""ﬂrTDWO)

3 T @)

o p(w)[]_[ p(p,)p(, )]H P80 8080 101, 1)
Jj=1 =1

rozklad ten jest [3T + 1,5n(n + 1) + 9]-wymiarowy, niestandardowy. Sposobem
uzyskania jego charakterystyk jest metoda MCMG, tj. symulacja Monte Carlo za
pomoca tancucha Markowa o rozkladzie stacjonarnym z gestoécia (7). Wykorzy-
stujemy laficuch Gibbsa, zbudowany przez sekwencyjne losowania z warunko-
wych rozktadéw a posteriori o gestoéciach postaci (notacja zaklada, ze indeksy
h, i, j sa réznymi liczbami ze zbioru {1, 2, 3}):

D@ Wt s 8115 8115 812 812> 81355 8135 Prs P> Pas T1s T35 T3)

L -1/2 1 -1 ©)
« p()] [(detH,) eXp(—E%Q, g,)
=1

— gestos¢ rozkladu [1,51(n+1)+3]-wymiarowego, niestandardowego (losowania
wymagaja stosowania algorytmu Metropolisa i Hastingsa);

p(q)j,‘[j | Wo:r1:~~~:rT:g11:~~~:gT1:glz:"':gTzagBr":gB3a)3¢harha¢iari)

LR | VACTADL TR v
=
— gestos¢ standardowa, normalna-gamma, ucieta przez restrykcje -1 <¢;<1;
P&y 1Wosri T 80> 84 - 81 o 8115 810 80
G2 s as & o 8rns 813 2o 81130 8 30 &17556) (10)

13 (n,/2)-1

_ 1 _ ' _
< (g, exp(~5 6,42, e) fy(ng,' | u,. 07)

— gestos¢ niestandardowa, gdziedlat=1,2,...,T-1

P, 4 4 2 1
gy TS T gy
adlat=T: p,=¢,Ing’ , o=1";

dobry pomocniczy mechanizm losowania w algorytmie Metropolisa i Hastingsa
jest zapewniony przez rozklad o gestosci

4 4 ", L g oy
’ Q(gy' ):fG(gg' |ag' +7: bg‘ +581 Ht,jj(gt ))7 11)
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gdzie a, = [exp((j;)—l]’l, b, =a, exp(—u, —(a; /2)); gestod¢ (11) wykorzy-

stuje informacjg o g;; zawartg tylko w tej czgsci wektora ¢, ktéra odpowiada akty-
wom z grupyj (j=1,2,3).

Sekwencyjne losowanie z powyzszych rozkladéw warunkowych (czyli préb-
nik Gibbsa) prowadzi — po dostatecznej liczbie losowan wstepnych — do préby
zaleznej z lgcznego rozkladu a posteriori o niestandardowej gestosci (7). Na pod-
stawie tej proby uzyskujemy dowolne charakterystyki tego rozkladu, czyli reali-
zujemy wnioskowanie bayesowskie w sposéb dokladny. Jednak wymiar wektora
w roénie z kwadratem liczby szeregow czasowych, czynigc losowanie Metropolisa
i Hastingsa z rozkladu o gestosci (8) zadaniem zbyt trudnym juz przy umiarko-
wanych wartosciach 7. Zatem Osiewalski (2009) proponuje, a Osiewalski i Pajor
(2009) praktycznie stosujg, zastgpienie estymacji parametréw macierzowych:
0 — ocenami MNK z modelu VAR(1), A — empiryczna macierzq kowariancji
reszt MNK. Ze wzgledu na trudnosci z doborem wtasciwego mechanizmu po-
mocniczych losowan i szybko rosnacy czas obliczen, takie przyblizone podejscie
bayesowskie staje sie niezbedne, gdy modelujemy lacznie wiecej niz 5 lub 6 sze-
regéw czasowych. Bedzie ono w tej pracy poré6wnane z dokladnym wnioskowa-
niem dla nowego modelu z trzema procesami ukrytymi.

3. LACZNE MODELOWANIE ZMIENNOSCI
SZESCIU SZEREGOW CZASOWYCH

W tej czesd przedstawiamy wyniki bayesowskiego modelowania dziennych pro-
centowych logarytmicznych stép zwrotu (stop zmian) szedciu szeregéw czaso-
wych fgcznie. Dwa szeregi reprezentujg indeksy gieldowe WIG i S&P500 (rynki
akeji) i ten sam okres, co w poprzednich pracach (w celu zachowania poréw-
nywalnosci czeéci wynikéw — zob. Osiewalski, Pajor, Pipiefi, 2007; Osiewalski
i Pajor, 2009; Osiewalski i Osiewalski, 2011). Dwa szeregi pochodzg z rynkéw
metali szlachetnych — dotycza cen zlota i srebra w tamtym okresie (London Fix,
USD/oz); zob. Osiewalski i Osiewalski (2011). Dwa szeregi przedstawiajg ceny
ropy naftowej (Brent Spot Price, USD/Barrel) i gazu ziemnego (Henry Hub Gulf
Coast Natural Gas Spot Price, USD/MMBTU).

Synchronizacja n=6 szeregdw pozostawila T=1656 obserwacji dla stop
zmian, ktére przedstawiono na Rys. 1. Przyjeto model hybrydowy (1)—(5) z 3 pro-
cesami ukrytymi (1; =ny=mn,=2). W Tabelach 1 i 2 zebrano statystyki opisowe
danych.

Zmiennos¢ indekséw gieldowych, cen metali i cen surowcéw paliwowych
jest wyrazZnie inna. W stosunku do stop zmian cen metali, stopy zmian indek-
sow z rynku akcji charakteryzujq sie zdecydowanie mniejsza (co do modutu)
skosnoscig i kurtoza, sg tez stabo miedzy soba skorelowane. Staba korelacja
stop zmian dotyczy tez cen ropy i gazu, jednak rozproszenie obu tych stép jest



1999-01-05 1999-12-29

Z0 Z

1999-01-05 1999-12-29

O Z AN 6 8

A

+)

1999-01-05 1999-12-29

1999-01-05 1999-12-29

1999-01-05 1999-12-29

Zrédio: opracowanie wAasne.

2000-12-29

2000-12-29

2000-12-29

2000-12-29

2000-12-29

WIG
2002-01-03 2003-01-14
S&P500
2002-01-03 2003-01-14
GOLD
2002-01-03 2003-01-14
OoIL
2002-01-03 2003-01-14
GAS
2002-01-03 2003-01-14

2004-01-09

2004-01-09

2004-01-09

2004-01-09

2004-01-09

2005-01-19

2005-01-19

2005-01-19

2005-01-19

2005-01-19

2006-02-0"

2006-02-0-

2006-02-01

2006-02-01

2006-02-01

Rysunek 1. Modelowane dzienne procentowe stopy zmian (8.01.1999-1.02.2006)
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duze, a kurtoza w przypadku gazu jest ogromna. Warto wyjasni¢, ze wielkos¢
kurtozy w przypadku gazu ziemnego wynika ze skoku cenowego (z 8 do 22
USD/MMBTU), a nastepnie powrotu do wielkosci go poprzedzajacej, w dniach
23-27 lutego 2003. Wedtug raportu Staff Investigating Team (Federal EnerQy Regula-
tory Commission, 23 czerwca 2003) bylo to podyktowane splotem wielu czynnikéw
destabilizujacych réwnowage popytu i podazy na rynku gazu. Z jednej strony
zimny front okalajacy wschodnig czes¢ USA po bardzo mrozZnej zimie spowodo-
wal znacznie wieksze zuzycie gazu niz przewidywano na te pore roku. Z drugiej,
nie dos¢ ze rezerwy gazu zostaly przez owa zime w duZzej mierze skonsumo-
wane, to zimny front spowodowal zamarzniecie czesci studni wydobywczych,
przez co uniemozliwil wydobycie gazu w poludniowo-wschodniej czesci USA.

Tabela 1
Statystyki opisowe dziennych procentowych stép zmian (n =6, T = 1656)

szereg (stopy zmian) $rednia | odch. st. sko$nosé kurtoza
WIG 0.0626 1.3686 0.0703 5.5488
S&P500 0.0018 1.2233 0.1160 5.0695
GOLD 0.0413 0.9540 0.6527 11.3989

8.01.1999-1.02.2006

SILVER 0.0415 1.5580 —0.6256 9.4357
OIL 0.1117 2.5474 —0.5465 6.9719
NATGAS 0.0873 5.1060 0.3954 28.3150

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2
Wspolczynniki korelagji dziennych procentowych stép zmian (n =6, T = 1656)

wiG | sepsoo | coLp | siver OIL NATGAS
WIG 1
5&P500 0.1745 1
GOLD —0.0467 —0.0984 1
SILVER 0.0546 —0.0417 0.4928 1
OIL 0.0066 —0.0440 0.0743 0.0242 1
NATGAS —0.0124 —0.0149 0.0701 0.0273 0.1785 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Aby zobrazowaé podobiefistwo dynamiki stop zmian posluzono sie analizg
skupien, dokonana na podstawie wspélczynnikéw korelacji podanych w Tabeli 2.
Najwieksze podobienstwo wykazywaly w badanym okresie stopy zmian cen
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ztota i srebra (zob. Rys. 2I); znaczaco mniejsze cechowato stopy zmian indekséw
gietdowych, tworzacych drugie skupienie, oraz zmiancen ropy i gazu, tworza-
cych skupienie trzecie. Wystepowanie tych trzech skupien w sposéb nieformalny
potwierdza zasadnos$¢ uzycia modelu z trzema procesami ukrytymi, po jednym
dla pary o podobnej dynamice zmian.

Zrédio: opracowanie wAasne.

Rysunek 2. Podobienstwo dziennych procentowych stop zmian (metoda Warda)

W Tabeli I3 pokazujemy logarytmy dziesietne czynnika Bayesa, uzyskane
przez zastgpienie wartosci brzegowych gesto$ci macierzy obserwacji ich symula-
cyjnymi ocenami Newtona i Raftery'ego. Wyniki wskazujg, ze pojedynczy proces
ukryty to w rozwazanym przypadku za mato, bo model MSF-SBEKK (na nim
oparty) jest ok. 10118razy mniej prawdopodobny a posteriori (przy rownych szan-
sach a priori) niz model obecnie proponowany. Jesli do nowego modelu wpro-
wadzamy ad hoc oceny MNK parametrow macierzowych (nie prowadwimy dla
nich formalnego wnioskowawia), to i tak nowy model — z taka silng (i niezbyt
trafng) restrykcjg na wiekszo$¢ parametrow — jest ok. 10%4razy bardziej prawdo-
podobny a posteriori niz doktadnie szacowany model MSF-SBEKK. Cena petnej
bayesowskiej estymacji modelu z 3 procesami ukrytymi jest duza, bo czas obli-
czen siega granicy praktycznej stosowalnosci takiej specyfikacji, i to przy tylko 6
szeregach czasowych i liczbie obserwacji niewielkiej jak na dane dzienne. Nawet
wstepne zastosowanie MNK dla wiekszoséci parametrow nie skraca dostatecznie
czasu obliczen, co moze stwarzac istotne ograniczenia dla wykorzystania modelu
z 3 procesami ukrytymi. Trudno wyobrazi¢ sobie jego uzycie w analizie portfela
50 akcji, ktéry rozwazali Osiewalski i Pajor (2010, 2011), opisujagc zmiennos¢ za
pomocg modelu MSF-SBEKK z ocenami MNK. Nasz nowy model moze by¢ jed-
nak przydatny w badaniu efektu zarazania na niewielu rynkach, reprezentowa-
nych przez gtéwne ceny lub indeksy cenowe (jak w obecnym przyktadzie).
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Tabela 3

Bayesowskie poréwnanie hybrydowych modeli MSV dla 6 szeregéw danych

Model Liczba swobodnych
VAR(1) + M parametréw log10(Brnowy;) czas obliczefi
(i zm. ukrytych)
NOWY (dokladnie) 72 (+31) 0 2 h 3 min
NOWY '
(z MNK) 9(+31) 64 16 h 14 min
MSF-SBEKK typ I '
(dokladnie) 68 (+1) 118 7 h 53 min
MSF-SBEKK typ I '
(z MNK) 5(+7) 155 2h32min

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Nalezy zwroci¢ uwage na wartosci oczekiwane (i — w nawiasach — odchyle-
nia standardowe) a posteriori parametréw nowego modelu:

[ 0.073 ] -
(0.027) [0.028 0282  0.058 0.023 -0.002 -0.010
0.025 (0.024) (0.029) (0.035) (0.019) (0.011) (0.005)
(0.025) 0.028 —-0.057 0.040 -0.024 -0.003 -0.002
(0.021) (0.026) (0.032) (0.017) (0.010) (0.005)
0.010 0.023 —0.011 -0.038 -0.001 0.008  0.004
E@S) = (0.018) E(A) = (0.014) (0.015) (0.029) (0.016) (0.007) (0.003)
_0015|° 0.035 0.003 0254 -0202 0013 -0.001)
(0.027) (0.019) (0.021) (0.043) (0.029) (0.010) (0.005)
0.031 0.070 -0.044 0.019 0.022 -0.007
0.187 (0.043) (0.047) {0.057) (0.034) (0.026) (0.014)
(0052) 0.037 0.036 -0.143 0002 0004 0.013
0.079 (0 060) (0.069) (0.092) (0.053) (0.038) {0.026) |
(0.072) |
0.977 0,012
(0.014) . 0482
E(@)=| 0503, El( 'Y1=El@*) 1=| it |-
0.613 0.281
{0.102) (0.069)
[1.913 0312 -0.054 0.027 -0.027 -0.022]
(0.655) (0.127) (0.041) (0.060) (0.126) (0.188)
1454 -0.064 -0.031 -0.123 -0.095
(0.518) (0.037) (0.054) (0.113) (0.163)
0469 0329 0119 0.144
E(A) _ (0.044) (0.045) (0.071) (0.109)
1.026 -0.052 0.060 |°
(0.104) (0.107) (0.162)
5192 1.634
(0.474) (0.369)
10.298
L (Lo34) |

E(P)=0.021. E(y) =0.943 . E(h,) =2.381.
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pogrubiong czcionkg zapisano wartosci oczekiwane tych parametrow, w przy-
padku ktérych wartos¢ zerowa nie miesci sie w przedziale miedzy kwantylami
a posteriori na poziomie 0.025 i 0.975 (w tym sensie sg to parametry istotnie rézne
od zera).

Skupianie sie istotnych parametrow macierzy A w osobne bloki, odpowiada-
jace rynkom akcji, metali i surowcéw paliwowych, moze nasuwac przypuszcze-
nie, ze taczne modelowanie wybranych szesSciu szeregow jest zbedne. Z drugiej
strony, elementy macierzy A nie potwierdzajg tego przypuszczenia — wptyw
opb6znionej stopy zmian ceny ropy naftowej na biezgcg stope zmian indeksu
S&P500 wydaje sie istotny. W celu formalnej weryfikacji tego przypuszcze-
nia oszacowano trzy odrebne modele MSF-SBEKK; w tym przypadku zaklada
sie catko'witg niezaleznos$¢. Okazuje sie, ze tgczny model hybrydowy (z trzema
procesami ukrytymi dla szesciu szeregéw) jest ok. 1055 razy bardziej prawdopo-
dobny a posteriori niz trzy odrebne modele. Por6wnujac to z wynikami w Tabeli 3
stwierdzamy z kklei, ze trzy odrebne modele sg ok. 10115 razy bardziej praw-
dopodobne niz tgczny model z jednym procesem ukrytym. Okazuje sig, zatem,
ze odrebne proceey ukryte sg wazniejsze dla wyjasnienia zmiennosci tych sze-
regow niz tgczne modelowanie z jednym tylko procesem ukrytym. Model naj-
lepszy wséréd rozwazanych zapewnia i taczny opis, i pewng odrebnosé. Jego
adekwajnos$¢ wyjasniajg przebiegi warunkowych wspoétczynnikéw korelacji mie-
dzy dziennymi stopami zmian indeksu S&P500 i cen ztota lub ropy naftowej; na
Rys. 3 i 4 podano wartosci oczekiwane (x dwa odchylenia standardowe) a poste-
riori. Warunkowe korelacje pozostajg niezerowe (dodytnie lut), czesciej, ujemne)
przez dtugie okresy, wiec zmiennos$é na réoznych rynkach nie jest niezalezna. Na-
tomiast Srednia warto$¢ oczekiwana a posteriori warunkowych wspétczynnikéw
korelacji (z S&P500) jest rowna dla cen ztota -0.0806 (przy $rednim odchyleniu

AN 1 1 1 1 1 1 r

X i ES 1 1 1 I

1999- 01-05 1999- 12-29 2000- 12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006- 02-01
Zrédto: opracowanie whasne.

Rys. 3. Wartosci oczekiwane a posieriori warunkowego wspotczynnika korelacji stép zmian:
indeksu S&P500 oraz ceny ztota
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1999- 01-05 1999- 12-29 2000- 12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006- 02-01

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 4. Wartosci oczekiwane a posteriori warunkowego wspotczynnika korelacji stop zmian:
indeksu S&P500 oraz ceny ropy naftowe;j

standardowym a posteriori rownym 0.1001), wiec nie rézni sie znaczagco od em-
pirycznej korelacji obu szeregéw (-0.0984); w przypadku ropy mamy -0.0438
(0.0755) wobec bardzo podobnej, bliskiej zeru empirycznej korelacji (-0.0440).
Wnioskowanie o warunkowych wspotczynnikach korelacji miedzy stopami
zmian cen na rozwazanych rynkach potwierdza, ze sg miedzy nimi zwykle dos¢
stabe, ale jednak istotne zaleznos$ci. Znaczace ujemne skorelowanie miedzy in-
deksem S&P500 oraz cenami ztota i ropy zachodzito w Il potowie 2001 roku,
Swiadczac o istniejgcej wtedy mozliwosci dywersyfikacji ryzyka inwestycji.

Na Rys. 5 pokazano wartosci oczekiwane a posteriori warunkowych odchy-
len slandardowych, a na Rys. 6 ich sktadowej ukrytej yjgt (i=1,2,3). Zmiennos¢
indekséw gietdowych (mierzona warunkowym odchyleniem standardowym)
jest znaoznie mniej wahliwa niz zmienno$¢ cen metali. Bardziej nieregularny
jest przebieg drugiego procesu ukrytego, z gwattownymi wybuchami powy-
zej wyjsciowego poziomu 1. Duze r6znice w przebiegu proceséw ukrytych sa
zgodne z warto$eiami oczekiwanymi a posteriori ich parametréw, bardzo 0O sie-
bie odlegtymi. Dla {1 mamy 0.977, tj. silng autokorelacje procesu Inlgtl), o bez-
warunkowej wariancji ok. 0.012/(1-0.9772) = 0.264. Dla { 2mamy 0.503, co oznacza
stabg autokorelacje In(rt2), przy wariancji ok. 0.645, czyli relatywnie duzej. Dla {3
mamy 0.013, umiarkowana autokooelacjp In(gt3), przy wariancji ok. 0.450, czyli tez
umiarkowanej. Procesy ukryte maja istotny udziat w opisie zmiennosci szeSciu
szeregow czasowychi a odmiennos$¢ ich przebiegu wyjasnia ogromna przewage
nowego modelu hybrydowego nad modelem MSF-SBEKK (z jednym procesem
ukrytym dla wszystkich szeregow).
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WIG S&P500

A

9-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19  2006-02-01

GOLD SILVER
OlIL GAS
1999-01-05 1999-12-29 2000-12-28 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01 1999-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 5. Wartosci oczekiwane (+ dwa odchylenia standardowe) a posteriori warunkowych odchylen
standardowych

99-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01 1999-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01

105 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2008-01-19  2006-02-0

Zrédto: opracowanie wAasne.

Rys. 6. Wartosci oczekiwane (+ odchylenie standardowe) a posteriori pierwiastkéw zmiennych
ukrytych
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4. UNAGI KONCOWE

Celem pracy byla prezentacja nowego wielowymiarowego hybrydowego modelu
stochastycznej zmiennosci (lub wariancji), jego bayesowskiej analizy statystycz-
nej i praktycznej przydatnosci w lacznym opisie zmiennosci cen na réznych ryn-
kach. Nowy model, wykorzystujacy warunkowa strukture korelacyjng SBEKK
i trzy procesy ukryte, pozwala na adekwatne i oszczedne ujecie dynamiki stop
zwrotu dla wielu aktywéw, ktére mozna podzieli¢ w sposob naturalny na trzy
grupy.

Dalsze badania powinny miec¢ na celu uogélnienie modelu na dowolna (cho¢
w praktyce niewielkg) liczbe odrebnych grup aktywoéw, a takze do sprawdzenia
jego przydatnosci w przypadku duzej lacznej liczby aktywoéw. W szczegélnosci
wazny jest wstepny podzial portfela na kilka grup aktywéw o podobnej dyna-
mice cen, a nastepnie poréwnanie analizy ryzyka duzego porttela, przeprowa-
dzanej za pomocg modelu z jednym procesem ukrytym (zob. Osiewalski i Pajor,
2010, 2011) oraz za pomocg specyfikacji o kilku procesach ukrytych. Innym kie-
runkiem mozliwych zastosowan jest analiza powigzan zmiennosci na wielu
rynkach (tinansowych, metali, surowcéw energetycznych i innych) w okresie
ostatniego kryzysu o charakterze globalnym. Odmiennym polem badan meto-
dycznych i empirycznych jest bayesowskie poréwnanie najnowszych specyfi-
kacji MSV: naszych hybrydowych (zawierajacych elementy struktur MGARCH)
oraz tych, ktére zaproponowali Philipov i Glickman (2006) oraz Gourieroux, Ja-
siak i Sufana (2009).
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Autorzy wyrazaja szczeg6lna wdziecznos¢é Annie Pajor (za wprowadzanie w nie-
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