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Od wydawcy

Drodzy Czytelnicy!

Przekazujemy Panstwu podrecznik, ktéry mamy nadzieje, utatwi proces studio-
wania przedmiotu statystyka oraz dyscyplin pokrewnych, takich jak ekonometria,
marketing, finanse czy rachunkowos¢.

Skrypt ten jest kontynuacjg ksigzki Michata Majora iJanusza Niezgody pt. Ele-
menty statystyki. Cz. I. Statystyka opisowa wydanej w 2003 r. na zlecenie Krakowskiej
Szkoty Wyzszej im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego, przez Krakowskie Towarzystwo
Edukacyjne sp. z. 0.0., w Krakowie. W podreczniku opisane zostaly zagadnienia
zwigzane z teorig rachunku prawdopodobienstwa i wnioskowaniem statystycznym.
Materia! zebrany w tej pracy zostat podzielony na sze$¢ rozdziatow.

Rozdziat pierwszy zawiera opis podstawowych pojec¢ i zagadnien zwigzanych
zteorig rachunku prawdopodobieistwa. Omdwiono tutaj - miedzy innymi- pojecie
prawdopodobienstwa, whasnosci prawdopodobiefAstwa oraz prawdopodobiefAstwo
zupeine iwzor Bayesa.

W rozdziale drugim opisano pojecie zmiennej losowej, rozktadu zmiennej losowej
skokowej i ciggtej, dystrybuanty zmiennej losowej, wartoSci oczekiwanej i wariancji
zmiennej losowej, jak réwniez dwuwymiarowe zmienne losowe.

Rozdziat trzeci poSwiecony zostat opisowi wybranych rozktadow zmiennych
losowych oraz najwazniejszych twierdzen granicznych.

W rozdziale czwartym zebrano podstawowe pojecia zwigzane zwnioskowaniem
statystycznym. Rozdziat ten stanowi wstep do zagadnien poruszanych w kolejnych
dwdch rozdziatach. Omdwiono tutaj rowniez r6zne techniki pobierania préby losowej,
ktorg wykorzystuje sie w trakcie estymacji i weryfikacji hipotez statystycznych.

W kolejnym rozdziale - pigtym - dokonano przeglagdu zagadnieh nalezgcych
do tzw. teorii estymacji. W rozdziale tym przedstawiono techniki punktowej iprze-
dziatowej estymacji podstawowych parametrow opisujagcych zbiorowos¢ generalna,
takich jak m.in.: warto$¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe, frakcja,
wspotczynnik korelacji itd.
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Ostatni z rozdziatdw - szosty - zawiera przeglad metod stuzgcych weryfikacji
hipotez statystycznych. Omdwione zostaty tutaj podstawowe parametryczne iniepa-
rametryczne testy istotnosci, ponadto w zarysie przedstawiono podstawowe zasady
tzw. sekwencyjnych testow.

Podkresli¢ nalezy, ze w trakcie pisania podrecznika Autor celowo wprowadzitjak
najwiecej odpowiednio dobranych przyktadow liczbowych, aby omawiane zagadnie-
nia staty sie tatwiejsze do zrozumienia i przyswojenia. | w tym przypadku, podobnie
jak we wspomnianym podreczniku z 2003 roku, Autor zastosowat strukture przy-
ktadow wiodacych, do ktoérych odwotuje sie wielokrotnie w kolejnych rozdziatach.
Pewne przyktady zostaly zaczerpniete z ksigzki M. Majora iJ. Niezgody pt. Elementy
statystyki, cz. I. Statystyka opisowa.

Wszystkie te dziatania majg na celu podkre$lenie spojnosci tych trzech zagad-
nien, jakimi sg statystyka opisowa, rachunek prawdopodobieristwa i wnioskowanie
statystyczne. Dla lepszej czytelnoSci miejsca w tek$cie, gdzie konczg sie przyktady,
a zaczyna tekst o charakterze og6lnym, zaznaczono znakiem {kp}. Integralng
czescig podrecznika sg przypisy i odwotania do literatury, ktorej studiowanie za-
lecamy osobom pragnacym lepiej pozna¢ zagadnienia statystyki i dyscyplin z nig
powigzanych.



Czesc |

ELEMENTY RACHUNKU
PRAWDOPODOBIENSTWA



Wybrane zagadnienia Rozdziat
Z teorii rachunku
prawdopodobienstwa

1.1. Wprowadzenie

Pierwszym z waznych poje¢ wykorzystywanych w teorii rachunku prawdopo-
dobienstwa jest pojecie doswiadczenia losowego, przez ktére rozumie¢ bedziemy
powtarzalny eksperyment fizyczny lub mys$lowy. W literaturze przedmiotulspotkac
mozna definicje, wedtug ktorej doswiadczeniem losowym jest realizacja (rzeczywista
badz myslowa) okreslonego zespotu warunkdw, wraz z gory okre$lonym zbiorem
wynikow.

W innym opracowaniu2doswiadczenie losowe to kazde przedsiewziecie empi-
ryczne, rzeczywiste lub symulacyjne, ktérego wyniku nie mozna przewidzie¢ mimo
sprecyzowanych warunkow, w jakich jest ono realizowane. Doswiadczenie losowe
moze polegaé na przyktad na rzucie kostka do gry, obserwacji, czy Swiatto jest zapa-
lone czy zgaszone, ustaleniu liczby jednostek wadliwych w partii produktu, prze-
prowadzeniu ankiety na okreslony temat itp.

W wyniku przeprowadzonego do$wiadczenia otrzymujemy wynik doSwiadcze-
nia Wynikiem moze by¢ odpowiedz ,tak” lub ,,nie”, odczyt pomiaréw przyrzado-
wych, warto$¢ z okre$lonego przedziatu itp.

Wyniki doSwiadczenia nazywane sg tez zdarzeniami elementarnymi i ozna-
czane najczesciej symbolem ,co0”. Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych (wy-
nikow doswiadczen) okreslany jest mianem przestrzeni zdarzeh elementarnych
(przestrzenig proby doswiadczenia) i oznaczany symbolem ,,Q”. Przestrzen zdarzen
elementarnych moze by¢ przestrzenig skoficzong lub nieskoriczong (np. w przypadku
pomiaréw przyjmujgcych wartosci ciagte).

Whyniki doSwiadczeh mozna prezentowac algebraicznie lub graficznie (za po-
mocg punktdw i symboli graficznych). Wariantom wynikéw doswiadczenia mozemy

1 W. Krysicki i inni: Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna w zadaniach,
cz. 1, PWN, Warszawa 1986, s. 7.

2 Zob. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka z elementami statystycznych metod monitorowania
proceséw, Akademia Ekonomiczna, Krakéw 2004, s. 9.
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przypisywac oznaczenia w postaci liczb typu 1, 2, 3, ..., n, litera, b, c, ..., lub innych
symboli3.

Przykiad 1.1

Doswiadczenie polega na przeprowadzeniu ankiety poprzedzajgcej budowe
supermarketu. Ankietowani mogg wybrac jedng z trzech mozliwych odpowiedzi:

1) jestem za budowg supermarketu,

2) jestem niezdecydowany,

3) jestem przeciwko budowie supermarketu.

Sposob zdefiniowania zdarzen elementarnych i przestrzeni zdarzen elemen-
tarnych zalezy w tym przypadku od liczby respondentéw, wsérdd ktdrych zostata
przeprowadzona ankieta. Jezeli rozpatrujemy ankiete dla jednej osoby, to wéwczas
przestrzer zdarzen elementarnych sktada sie tylko z trzech zdarzen elementarnych
wi, 0)2i @3, odpowiadajgcych odpowiedziom numer 1, 2i 3.

Mamy zatem:

Q = {(G, 02 0)3}.

Zbiorwszystkich mozliwych wynikow ankiety dlajednej osoby mozna przedstawic
réwniez graficznie (zob. rys. 1).

Jestem za budowg Jestem Jestem przeciwko
supermarketu niezdecydowany budowie supermarketu
1 2 3

Rys. 1. Zbior mozliwych wynikéw ankiety dla jednej osoby

Zro6dto: opracowanie wiasne.

Jezeli analizujemy wyniki ankiety dla dwéch osob oraz gdy oznaczymy kolejne
typy odpowiedzi cyframi 1,2 i3, to wowczas zbior Q sktada sie z dziewieciu zdarzen
elementarnych.

Mamy wowczas:

Q = {01 (2 03, (04, 0)5, 0)6, 0)7, (08 O)y},
gdzie:
@=(11),02=(1,2),03= (1,3), 04= (2,1), (6= (2,2),
06= (2,3), 0)i = (3,1), cos= (3,2), (09 = (3,3).

Przejrzystos¢ analizowanego przypadku mozna zwiekszy¢, przedstawiajgc wyniki
ankiety graficznie (zob. rys. 2).

3 Zob. np. J. E. Freund: Podstawy nowoczesnej statystyki, PWE, Warszawa 1968, s. 88.
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Pierwszy respondent

Rys. 2. Zbiér mozliwych wynikéw ankiety dla dwdch os6b

Zrodto: opracowanie wiasne.

W podobny spos6b zdefiniowaé mozna przestrzen zdarzen elementarnych dla
trzech iwiecej respondentéw, przy czym graficzna prezentacja wynikow w konwencji
rysunkéw 1i 2 - dla czterech lub wiecej os6b - staje sie niemozliwa. Na przykitad
zapis (1,3,1,2) oznacza zdarzenie elementarne, w ktorym pierwszy itrzeci z czterech
badanych respondentéw jest za budowg supermarketu, drugi jest przeciwnikiem
budowy, natomiast czwarty jest niezdecydowany. W przypadku trzech oséb liczba
zdarzen elementarnych wyniesie 27, czterech 81, pieciu 729 itd. Ogo6lnie liczba moz-
liwych zdarzen elementarnych wynosi 3", gdzie n jest liczbg os6b uczestniczacych
w ankiecie.

Czesto wzagadnieniach praktycznych wykorzystuje sie nie pojedyncze zdarzenia
elementarne (wyniki doswiadczen), lecz ich zbiory, bedace podzbiorami przestrzeni
Q. Kazdy taki podzbidr, dla skoriczonej lub przeliczalnej przestrzeni zdarzen loso-
wych, nazywa sie zdarzeniem losowym. Podzbi6r przestrzeni zdarzen elementarnych
Q, moze stanowic takze podzbidr pusty (zdarzenie niemozliwe) oraz catg przestrzen
Q (zdarzenie pewne;. Do oznaczenia zdarzen wykorzystuje sie zwykle duze litery
poczatku alfabetu A, B, C, D... itd.

Jezeli przestrzen Q jest nieprzeliczalna, to wtedy nie wszystkie jej podzbiory sg
zdarzeniami losowymi. Wdwczas sposréd wszystkich podzbiorow wyodrebnia sie
okreslong klase B (zbidr zbioréw, rodzine), ktérej elementy nazywamy zdarzeniami
losowymi. Klase takg zwykto nazywac sie przeliczalnym addytywnym ciatem zda-
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rzen (lub borelowskim ciatem zdarzen lub sigma ciatem zdarzen). Borelowskie
ciato zdarzen musi spetnia¢ nastepujgce warunki4:
I. Cala przestrzen Q nalezy do tej klasy:

Q e B. (1.1)

IIl. Dopetnienie A" dowolnego zbioru A nalezgcego doklasy B jest elementem
tej klasy:
AeB=*A'eB. (1.2)
I11. Suma co najwyzej przeliczalnej (skoriczonej lub przeliczalnej) liczby zbiorow
nalezacych do klasy B rowniez nalezy do tej klasy:

Ai e B,A2B,AjeB,..2(AAUA2uA3uU...)e B. (1.3)

Przykiad 1.1 cd.

Na podstawie dwuwymiarowej przestrzeni zdarzen elementarnych mozna zde-
finiowac - na przyktad - zdarzenia losowe:

A - co najmniej jeden z uczestnikow ankiety jest niezdecydowany,

B - obaj respondenci dajg takg samg odpowiedz,

C - jedna osoba popiera budowe supermarketu, a druga jest przeciw.

Graficzng prezentacje tych zdarzen przedstawiono na rys. 3.

Pierwszy respondent
Rys. 3. Zdarzenia losowe A, B i C

Zrodto: opracowanie whasne.

4 Zob. Krysicki i inni: op. cit., s. 7.
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Zdarzenia sg zbiorami, a wiec mozna dla nich stosowac¢ dziatania okre$lone
w teorii zbiorow. Do oznaczenia koniunkcji (iloczynu) uzywamy znaku n a alternaty-
wy (sumy) znaku u (np./l n B, A r\B). Znaku | uzywamy natomiast do oznaczenia
réznicy pomiedzy zdarzeniami (np. A \B oznacza, wszystkie zdarzenia elementarne
nalezgce do A, lecz nie nalezgce do B). Znak ¢ stosujemy do oznaczenia przypadku,
kiedy jedno zdarzenie pocigga drugie zdarzenie (np. A<zB oznacza, zeA pociggaB,
lub B jest nastepstwem zdarzenia A). Jezeli dwa zdarzenia pociggajg sie nawzajem,
to woéwczas méwimy o nich, ze sg réwne, i stawiamy pomiedzy nimi znak = (np.
jezeliA czB iB czA =>A = B). O zdarzeniach mozemy réwniez powiedziec, ze sie
wykluczajg (lub wytaczaja sie), jezeli ich koniunkcja jest zdarzeniem niemozliwym,
(np. A iB wykluczajg sie, jezeliA n B = 0).

Przestrzen zdarzen elementarnych izdarzenia oraz zwigzki pomiedzy nimi przed-
stawiane sg czesto w postaci wykresow Eulera5 w ktérych do oznaczenia przestrzeni
Q uzywa sie prostokata, a do zdarzen kola lubjego fragmentu6. Zacieniowany obszar
ilustruje rozwazane zdarzenie. Przyktady takich wykresow ilustruje rys. 4.

fi

A vijB

A\(BvjC)

Rys. 4. llustracja graficzna dziatan na zdarzeniach - wykresy Eulera

Zrodbo: opracowanie whasne.

5 Mozna sie rowniez spotkac z nazwa: diagram Venna (zob. np. J.E. Freund: op. cit., s. 92).
6 Dopuszczalne jest rowniez do oznaczenia zdarzer stosowanie innych nieregularnych ksztat-
tow.
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Przykiad 1.1 cd.

Okresli¢ dla zdarzen losowych A, B'\C\B\ >C,Ar"B,AnC,Br~C.

B u C oznacza zdarzenie, w ktérym obydwie osoby odpowiadajg tak samo lub
jedna jest za, a druga przeciw budowie sklepu. Zdarzeniu takiemu odpowiada na-
stepujgcy podzbior:

Bu C = {(1,1):(2.2);(3,3);(1.3):(3.1)}.

A n B oznacza zdarzenie, w ktérym obie osoby odpowiedziaty tak samo i co
najmniej jedna z nich byta niezdecydowana. Zdarzeniu takiemu odpowiada podzbio6r
jednoelementowy:

{(2,2)}.

Zdarzenia/l i C oraz B i C to zdarzenia roztgczne (wzajemnie sie wykluczajace),
zatem ich cze$¢ wspolnajest rowna zbiorowi pustemu, co mozna zapisac:

AnC-BnC =0.

Kolejnym waznym pojeciem wystepujacym podczas badania zbioréw lub zdarzen
jest funkcja zbioru, poprzez ktérg nalezy rozumie¢ funkcje przypisujaca liczby
réznym podzbiorom zbioru7. Liczby te mogag odpowiadac np. liczbie elementéw
zbioru (liczebnoSci zbioru).

Przyktad 1.1 cd.

Okresli¢ liczebnos¢ nastepujacych zdarzen losowych:
QAB,CLArB,AncC

Oznaczajac liczebnosé zbioru symbolem n, otrzymamy:

nn =9, rA=5rB=3nr=2 ttA<B =1 <sc=0.

Funkcja zbioru charakteryzuje sie nastepujgcymi wiasnosciami:

1) liczby przyporzadkowane poszczegélnym zbiorom sg zawsze dodatnie lub
rébwne zeru,

2) wszystkie liczby sg rowne lub mniejsze od liczebnoSci catej przestrzeni zdarzen
elementarnych nn,

3) jezeli dwa podzbiory nie posiadajg wspolnych elementdw, to liczba przypo-
rzgdkowana sumie tych podzbioréw jest réwna sumie liczb przyporzadko-
wanych poszczeg6lnym podzbiorom.

Zob. J.E. Freund: op. cit., s. 93.
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1.2. Pojecie prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo mozna okresli¢ jako umowng miare szansy realizacji
w rzeczywistosci pewnego zdarzenia. Jest ono liczbg przypisang réznym zdarzeniom,
takim jak na przyktad wyrzucenie szostki kostkg szeScienng do gry, trafienie ,,trojki”
w grze hazardowej, zdanie egzaminu z danego przedmiotu, osiggniecie korzysci na
gietdzie itp. Na liczbe te naktada sie jednak pewne ograniczenia nazwane pewnikami
lub aksjomatami8. Pewniki te przedstawiajg sie nastepujgco9:

1. Kazdemu zdarzeniu losowemu A € B mozna przypisac jednoznacznie nie-

ujemng liczbe P(A) okreslang jako prawdopodobienstwo zdarzenia A.

A eB(A)>0 (1.4)

2. Jesli Q stanowi przestrzen préby doswiadczenia, to jego prawdopodobieristwo
wynosi 1

P(Q) =1 (1.5)

3. Jezeli Ai,N2As,... sg zdarzeniami wzajemnie wytgczajacymi sie (sg parami
roztagcznych zdarzen), to:

P(AiuA2u A3u..) =P(Ai) + P(A2 +P{Ar)+.... (1.6)

Na podstawie powyzszych pewnikéw oraz z wtasnosci sigmaciata B wniosku-
jemy, ze:
1. Jezeli A iB sg zdarzeniami wzajemnie sie wykluczajgcymi, to wéwczas:

P(AkjB) = P(A) + P(B) (1.7)
2. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi zero:
P(0) =0 (1.8)

Podsumowujgc, mozna powiedzie¢, ze prawdopodobiefistwem nazwiemy taka
funkcje P, ktora jest nieujemng i przeliczalnie addytywng miarg zdarzen. Jest to
tak zwana aksjomatyczna definicja prawdopodobieristwa. Dzieki funkcji praw-
dopodobienstwa (P) zdefiniowang we wczes$niejszym paragrafie przestrzen zdarzen
elementarnych mozemy zastgpi¢ petniejszg charakterystyka doswiadczen losowych,
jaka jest przestrzeh probabilistyczna postaci:

(fi, B, P) (1.9)

8 Zob. J.E. Freund: op. cit., s. 98, zob. takze M. Sobczyk: Statystyka, PWN, Warszawa 1998,
S. 67.
9 Aksjomaty te zostawaty sformutowane w 1933 r. przez A. Koimogorowa.
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Przyktad 1.2

Okreslic¢ przestrzen probabilistyczng dla doswiadczenia losowego, polegajacego
na jednokrotnym rzucie monets.

Aby okresli¢ przestrzen probabilistyczng typu (1.9), nalezy zdefiniowac jej trzy
sktadowe: Q, B oraz P.

W wyniku rzutu monetg realizuje sie jedno z dwoch mozliwych zdarzen elemen-
tarnych: wypadnie orzet (0), wypadnie reszka (r).

Przestrzen zdarzen elementarnych (Q) tworzy tu zbiér dwuelementowy: Q = {o,r}.
Ciato zdarzen B tworzg cztery zbiory B = {0,Q, {0}, {r}}, gdzie 0 oznacza zdarzenie
niemozliwe, Q - zdarzenie pewne (wyrzucono orta (0) lub reszke (r)).

Prawdopodobienstwa zdarzen losowych sg rowne odpowiednio:

P(o) = P(r) —h (oczywiscie P(D.) = 1iP(0) = 0). {kp}

Definicja aksjomatyczna nie jest jednak jedyng definicjg prawdopodobienstwa,
jakg mozna znaleZ¢, studiujgc literature przedmiotu. Funkcjonujg trzy zasadnicze
definicje prawdopodobierstwa. Najstarszg z nich jest definicja sformutowana w 1912
roku przez Laplace’a (tzw. definicja klasyczna), kt6ra gtosi, ze jezeli przestrzen zda-
rzen elementarnych Q jest skoiczonym zbiorem, jednakowo mozliwych iwzajemnie
wykluczajgcych sie n zdarzen, oraz jesli m z nich tworzy zdarzenie A, to

P(A) = — m (1.10)

Definicja ta moze by¢ stosowana tylko wtedy, gdy kazdy wynik doSwiadczenia
jest jednakowo prawdopodobny.

Przykiad 1.3

Niech zdarzenie A oznacza zdarzenie losowe polegajace na wylosowaniu asa
z talii 52 kart do gry w brydza. Przestrzen zdarzen fi sktada sie z52 elementow (kart),
natomiast zdarzeniu”! sprzyjajg cztery wyniki (as karo, as kier, as pik, as trefl). Ko-
rzystajgc z klasycznej definicji, prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A wyniesie:

P(A) = 2 00769 . {kp}

Definicja klasyczna zawiera jednak pewien btad logiczny, gdyz do opisu pojecia
prawdopodobienistwa wykorzystuje pojecie prawdopodobienistwa. W niektorych
pozycjach literatury, aby wybrna¢ z tej niedogodnosci, zastepuje sie stowo prawdo-
podobnych stowem mozliwych, co nie usuwa jednak tej niedogodnosci, gdyz praw-
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dopodobny i mozliwy to synonimy. Wadg tej definicji jest rGwniez to, ze przestrzen
Q oraz zdarzenie™ muszg by¢ zbiorami znanymi i skonczonymi.

Rozszerzajgc klasyczng definicje prawdopodobienstwa na nieprzeliczalne zbiory
zdarzen elementarnych utworzono tzw. geometryczng definicje prawdopodobien-
stwa. Glosi ona, ze jezeli przestrzen Q jest zbiorem geometrycznym G o znanej mierze
(tj. dtugosc, pole, objetosc), to prawdopodobienstwo zdarzeniami polegajgcego na
losowym wyborze punktu (zbioru punktéw) ge G wynosi:

(md
ntes(Ci)

gdzie mes jest skrotem angielskiego stowa measure (miara), {kp}

Przyktad 1.4

Zatdzmy, ze przestrzen zdarzen elementarnych tworzy przedziat na osi liczbowej
G = [10; 20], a zdarzeniem! polega na tym, ze losowo wybrany punkt bedzie nalezat
do przedziatu g = [12;15]. Jako miare zbioru przyjmiemy dtugosci rozwazanych
przedziatéw, ktére oznaczymy odpowiednio AG i Ag.

Wykorzystujgc wzor (1.10), obliczamy iloraz dtugosci:

Ag ig_i?
p<4>=-# = 25TTO6" ,w - ,kP]|

Prawdopodobienstwo mozna rowniez zdefiniowac, wykorzystujac pojecie czesto-
Sci wzglednej (frakcji) - tzw. definicja czestosciowal0 U podstaw tej definicji lezy
prawo wielkich liczb. Gtosi ono, ze jesli liczba powt6rzehn doswiadczenia ro$nie
nieograniczenie, to frakcja liczby przypadkéw, w ktérym otrzymano dany wynik
(czestos¢ wzgledna danego wyniku) dazy do prawdopodobienstwa pojawienia sie
tego wyniku w jednym doswiadczeniu. Mozna zatem zapisac, ze:

P(A) :nll% ) (1.12)
gdzie
n(A) - liczba doSwiadczen, w ktorych zrealizowato sie zdarzenie losowe”,
n - liczba wykonanych doswiadczen.

Zaletg definicji czestosciowej jest to, ze usuwa ona btgd idem per idem charak-
terystyczny dla definicji klasycznej. Wadg natomiast jest to, ze aby ustali¢ doktadng

10 Definicje w ujeciu czestosciowym przypisuje sie R.V. Misesowi, austriackiemu statystykowi
zyjacemu w latach 1883-1953.



22 Czes¢ I. Elementy rachunku prawdopodobiernistwa

wartos¢ prawdopodobienstwa - wykorzystujac definicje czystoSciowg - nalezy prze-
prowadzi¢ nieskoriczong liczbe doSwiadczen, co w praktyce jest niemozliwe.

Przyktad 1.5

Postanowiono oszacowa¢ prawdopodobienistwo zdarzenia A polegajacego na
wyrzuceniu orla w pojedynczym rzucie monetg. W tym celu przeprowadzono do-
Swiadczenie polegajgce na 150-krotnym rzucie monetgjednozlotowg i obserwowano,
co wypadnie - ,,orzet” czy ,,reszka”. W kazdym kroku dos$wiadczenia wyznaczano
inanoszono na wykres wartosc frakcji wyrzuconych ortéw, dzielgc liczbe wyrzuconych
ortdw przez liczbe doswiadczen. Wyniki doSwiadczenia przedstawia rys. 5.

liczba do$wiadczen

Rys. 5. Frakcje ,,ortéw” w kolejnych 150 rzutach monet¢j

Zrédto: opracowanie na podstawie badan whasnych.

Patrzgc na rysunek 5, mozna wyraznie zauwazy¢, ze w miare zwiekszania liczby
rzutow frakcja wyrzuconych ortow dazy do wartosci 0,5, kt6ra jest oszacowang war-
toscig prawdopodobiefAstwa wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie.

Zauwazmy rdwniez, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A mozna réwniez
wyznaczy¢, stosujgc definicje klasyczng. Spetnione sg bowiem warunki jej stosowal-
nosci. Przestrzen zdarzen elementarnych jest skofAczona. Sktada sie ona z dwdch
roztgcznych zdarzen elementarnych (o - wyrzucono orta ir - wyrzucono reszke),
Liczebnos¢ zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A wynosim = 1

Zatem: P(A) - min - X. {kp>
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Coraz czesciej w literaturze mozna spotkac sie z jeszcze jednym ujeciem praw-
dopodobienstwa, tzw. ujeciem subiektywnym1l, przez ktore rozumie sie pewng
postawe albo watpliwos$¢é dotyczaca jakiego$ zdarzenia przysztego. Na przyktad
formutujgc twierdzenia w rodzaju: ,,prawdopodobnie jutro bede w pracy”, ,,mate
jest-prawdopodobiefstwo, ze zdam za pierwszym razem ten egzamin” czy ,,uwazam,
ze mam 90 procent szans na 100, ze skoncze studia” lub ,,prawdopodobienistwo, ze
pacjent wyzdrowieje, wynosi W', dajemy wyraz pewnym odczuciom lub watpliwos$-
ciom w odniesieniu do zdarzenh przysztych.

W wielu przypadkach subiektywne odczucie szansy zajscia okreslonego zjawiska
w przysztosci staje sie poczatkiem (zaczynem) przeprowadzanych eksperymentéw
i badan empirycznych, ktére majg potwierdzi¢ lub zaprzeczy¢ subiektywnie oszaco-
wang warto$¢ prawdopodobienstwa.

1.3. Podstawowe wiasnosci prawdopodobienstwa

Z trzech aksjomatéw prawdopodobienstwa wynikajg dalsze wiasnoscil2
1. Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia/l jest liczbg z przedziatu [0;1]:

AeBO*P(A)*I. (1.13)
3. Prawdopodobiernstwo zdarzenia niemozliwego wynosi zero:
P(0) = 0. (1.14)

4. Prawdopodobienstwo zdarzenia A", Ktore jest zdarzeniem przeciwnym do
zdarzenia A, jest rowne:

P(A) = 1- P(A). (1.15)

5. Jezeli zdarzenie losowe A zawiera si¢ w zdarzeniulosowym B (A ¢ B), to
wowczas:

P(B)'>P(A). (1.16)

6. Prawdopodobienstwo sumy dowolnych dwdéch zdarzeh losowych A i B jest
rowne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen pomniejszonych o prawdo-
podobienstwo ich iloczynu:

P(Ay B) = P{A) + P(B)-P(AnB). (1.17)

1L Zob. np. G. A. Ferguson, Y. Takane: Analiza statystyczna wpsychologii i pedagogice, PWN,
Warszawa 2002.
RZob. takze A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 15.



24 Czes$¢ I. Elementy rachunku prawdopodobiefstwa

7. JezeliA iB sgzdarzeniami losowymi nalezagcymi do pewnej przestrzeni f2 oraz
jezeli P(B) "m0, to prawdopodobienstwo warunkowe (wzgledne) zdarzenia”

pod warunkiem B jest okre$lane wzorem:

P(ArnB)
P(A\B) = ———-- ~,P(A)> 0,
P(B)
stad
P{ArnB) = P{A)-V{A\B).
Podobnie
PIArnB)
P(A\B) = — L,P(B) > 0,
P(B)
stad

P(ArnB) = P(A)P(B\A).
8. Jezeli A iB sg zdarzeniami niezaleznymi, to wléwczas:
P(A\B) = P(A),
oraz
P(B\A)=P(B),

oraz
P(A"B) = P(A) P(B).

Przyktad 1.6

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Zatozmy, ze zdarzeniom elementarnym opisanym w przyktadzie 1.1 przyporzad-

kujemy nastepujace wartosci prawdopodobienstw:

P(mi) = /»(1,1) = 1/20, P((or) = P(1,2) = 2/20,P(m) = P(l,3) = 1/20,
P(oii) = P(2,1) = 3/20, P(i05 = P(2,2) = 6/20./(co,) = P(2,3) = 3/20,
P(Ne) = P(3,1) = 1/20, P(cog) = P(3,2) = 2/20, P{a») = P (3,3) = 120.

Rozwazmy nastepujgce zdarzenia losowe:
A - pierwsza osoba jest niezdecydowana,
B - co najmniej jedna z badanych oséb poprze budowe supermarketu.

Wartosci prawdopodobiefAstw oraz zdarzenia losowe/l i B prezentuje rys. 6.
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/
120< 2020« m 120<
"0
§
5 3/20 < 6/20 ¢ 3/20 ¢
1/20« 2/20 < 1/20 <
1 2 3

Pierwszy respondent

Rys. 6. Graficzna prezentacja zdarzen losowych

Zrodto: opracowanie wiasne.

Wyznaczy¢ prawdopodobiefAstwo nastepujacych zdarzen losowych:
P{A), P(B), P(An B), P(A j B).
Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia losowego réwna sie sumie prawdopo-
dobienstw wynikéw do niego nalezacych. Mamy zatem:
P(A) = 2/20 + 6/20 + 2/20 = 10/20 = 1/2,

oraz
P(B) = 1/20 + 3/20 + 1/20 + 2/20 + 1,20 = 8/20 = 2/5.

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen losowychml iB jest réwne prawdopodo-
bienstwu przypisanemu punktowi o wspétrzednych (2,1), co daje:

P(Ar"B) = 2/20 = 1/10.
Korzystajgc z wtasnosci (1.17), mozna wyznaczy¢, ze:

P(AvjB) = P(A) + P(B) - P(Ar B) = 1/2 + 2/5-2/20 = 16/20 = 4/5. {kp}
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Przyktad 1.7

Wsrod dziesieciu os0b przeprowadzono ankiete na temat budowy supermarketu.
Dwie osoby opowiadaty sie za budowa supermarketu, trzy byly niezdecydowane,
natomiast pie¢ kolejnych byto przeciw budowie supermarketu. Ankiety zostaty
umieszczone w urnie.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo nastepujacych zdarzen losowych:
a) losujac trzykrotnie bez zwracania ankiete z urny, trzy razy otrzymano ankiete
z zaznaczong odpowiedzig: jestem niezdecydowany,

b) losujac ankiete dwukrotnie bez zwracania do urny, doktadnie za drugim
razem wylosowano ankiete z zaznaczong odpowiedzig: jestem przeciwny
budowie supermarketu.

ad a)

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia poszczeg6lnych zdarzen losowych:

G - w pierwszym losowaniu wyciggnieto ankiete z zaznaczong odpowie-
dzig: ,jestem niezdecydowany”;

C21Ci - wdrugim losowaniu wyciagnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzig:

»jestem niezdecydowany”, przy zatozeniu (pod warunkiem), ze
w pierwszym losowaniu wyciagnieto ankiete z zaznaczong identyczng
odpowiedzig;

C31C2C1 - wtrzecim losowaniu wyciagnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzia:
~jestem niezdecydowany”, przy zatozeniu (pod warunkiem), ze
w pierwszym i drugim losowaniu wyciggnieto ankiety z zaznaczong
identyczng odpowiedzig;

C - wylosowano po kolei trzy ankiety z zaznaczonymi odpowiedziami:
»jestem niezdecydowany”.

Na realizacje zdarzenia A sklada sie koniunkcja trzech pierwszych zdarzen.
Mozna zatem zapisac:

C = {Ci}n{C2|Ci}n{C3|CCi}.

Prawdopodobieistwa tych zdarzen bedg réwne:

P(Cx) = — ,P(C2\Cx) = _L,P(C3|C2XCi) = —
10 9 8

iw konsekwencji
2 1

3 6
PIC) = —omer = * (UNIK.
0 9 8 720
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ad b)

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

fi? - w drugim losowaniu wyciggnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzig:
»jestem przeciwny budowie supermarketu”;

B\ - wpierwszym losowaniu wyciggnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzia:
»jestem przeciwny budowie supermarketu”;

Ai - wpierwszym losowaniu wyciggnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzia:
»jestem za budowg supermarketu”;

Ci - wpierwszym losowaniu wyciggnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzig:

»jestem niezdecydowany”.

Zdarzenie B2tj. doktadnie za drugim razem wylosowano ankiete z zaznaczong
odpowiedzig: ,,jestem przeciw budowie supermarketu”,jest konsekwencja realizacji
nastepujgcych zdarzen:

B2 —{Cio fi?} u {A\o B2} u {fi, o B2}.
Prawdopodobienstwo zdarzenia B2, bedzie sumg iloczynéw poszczeg6lnych
prawdopodobienistw:
P(B2 = P(C\o B2 + P(Alo B2 + P(B\ o B2.
Korzystajac z zaleznosci (1.21), mozna zapisac:
P(B2) = P(Ci)P(fi2|Ci) + P{Ax) -P(B2\Ai) + P{Bi) -P(B2\B{) =
3 5 2 5 5 44

5
= — + — + — = = 0,5. {kp}
10 9 10 9 10 99 0

1.4. Prawdopodobienstwo zupeine i wzdér Bayesa

JezeliAi,A2,—,Aksg zdarzeniamiwykluczajgcymi sie parami, oraz zdarzeniami,
Az,...,Ak tworzg uktad zupetny zdarzen (tzn. P(A\) + P(A2) + .. + P(Ak) = 1), to
wowczas prawdopodobienstwo zdarzenia fi, mogacego sie zrealizowaé¢ pod warun-
kiem zaj$cia poszczeg6lnych zdarzen A,, mozna obliczy¢ w sposob nastepujacy:

k
P{B)=YJP(Al) P(B\A,y (1.25)
i=1

Jezeli™ 1, A2 ...,Ak sg zdarzeniami wykluczajgcymi sie parami oraz P(B) > 0,
to wowczas prawdopodobienstwo zajscia dowolnego zdarzeniami, pod warunkiem,
ze zaszto fi, mozna obliczy¢ ze wzoru:
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PW B) _ u} (1.26)

P<B
i=1 )

Zaleznos$¢ (1.25) okresla sie mianem prawdopodobiefstwa zupetnego (catko-
witego), natomiast wzor (1.26) nazywany jest wzorem Bayesa.

Przyktad 1.8

W urnie znajduje sie 1000 ankiet sondazu poprzedzajgcego budowe supermar-
ketu. Wérdd badanych byto 550 kobiet i 450 mezczyzn. Struktura odpowiedzi wsrod
kobiet ksztatltowata sie nastepujgco:

odpowiedz: jestem za budowg supermarketu - 65% gtosow,
odpowiedzZ: jestem przeciwny budowie supermarketu - 25% glosow,
odpowiedzZ: jestem niezdecydowany - 10% gtosow.

Struktura odpowiedzi wsérod mezczyzn przedstawiata sie nastepujgco:

odpowiedz: jestem za budowg supermarketu - 55% gtosdw,
odpowiedz: jestem przeciwny budowie supermarketu - 25% glosow,
odpowiedz: jestem niezdecydowany - 20% gtosow.

1) obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia losowego, ze wybierajgc w sposob
losowy jedng ankiete, trafimy na ankiete z zaznaczong odpowiedzig: ,,jestem
za budowag supermarketu”,

2) wylosowano ankiete z zaznaczong odpowiedzig: ,jestem za budowg su-
permarketu”, jakie jest prawdopodobieristwo, ze te ankiete wypetniata
kobieta.

ad 1)

Uzywajagc symboli K, M,A, B, C, oznaczymy nastepujgce zdarzenia losowe:

K - wylosowano ankiete wypetniong przez kobiete,

M - wylosowano ankiete wypetniong przez mezczyzne,

A - wyciagnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzia: ,,jestem za budowag super-

marketu”,

B - wyciagnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzig: ,,jestem przeciw budowie
supermarketu”,

C - wyciagnieto ankiete z zaznaczong odpowiedzig: ,jestem niezdecydowa-
ny”.

Zauwazmy, ze zdarzenie A moze zrealizowac sie w nastepujgcych uktadach:

A = {KnA\K)v{M< \A \M}.



1. Wybrane zagadnienia z teorii rachunku prawdopodobienstwa 29

Poniewaz zdarzenia KiM sg zdarzeniamiwykluczajgcymi sie, prawdopodobien-
stwo zdarzeniami mozemy obliczy¢ zgodnie zwzorem (1.24):

P{A) = P(K) mP(A |K) + P(M) mP(A |M).

W analizowanym przyktadzie poszczeg6lne prawdopodobienstwa wynosza:

550
P(K) = - ,P(A|K) - 0,65,
1000

450
P(M) = - ,P(A\M) = 0,55.
1000

W konsekwencji, prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajgcego na wy-
ciggnieciu ankiety wypetnionej przez zwolennika budowy supermarketu wynosi:

P(A) = 0,55 m0,65 + 0,45 «0,55 - 0,3575 + 0,2475 - 0,605 (60,5%).

ad 2)

Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, ze wylosowang ankiete wypetnita
kobieta, zaktadajac, ze jest to ankieta respondenta popierajagcego budowe supermar-
ketu, mozna wyznaczy¢, stosujgc wzor Bayesa (1.26). Przyjmujgc powyzsze oznaczenia
z punktu 1niniejszego przyktadu, mozemy zapisac:

= P(K) P(A\K) _ P(K) P(A\K)
P(K) mP(A |K) + P(M) mP(A |M) P(A)

W analizowanym przykiadzie szukane prawdopodobieristwo wyniesie

0,55 0,65 0,3575
P(K\A) = = *0,59(59%).
0.55 0,65 + 0,45 0,55 0,605

W procesie wyznaczania prawdopodobiefistwa okreslonych zdarzen losowych
dosy¢ czesto wykorzystuje sie technike dendrytu (drzewa zdarzen). Drzewo zdarzen
analizowanych w przyktadzie 1.8 przedstawiono na rys. 7.
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kobieta mezczyzna
t’(k) = 0,55 P(M) = (145
M
P(K\A) = 0,65 \
t'(B\K /"B M) =025
m
A H o H

Rys. 7. Dendryt

Zrodfp: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze do zdarzenia A prowadzi¢ mogg dwie alternatywne Sciezki (za-
znaczone linig przerywang) biegnace przez punkt (zdarzenie) K lub przez punkt
(zdarzenie) M. Po przemnozeniu prawdopodobieristw przypisanych gateziom Sciezki
pierwszej, a nastepnie drugiej i zsumowaniu tych iloczynéw otrzymamy prawdopo-
dobienstwo zupeine zdarzenia A.

Mozemy zatem zapisac:

P{A) = 0,55 +0,65 + 0,45 +0,55 = 0,3575 + 0,2475 = 0,605. {kp}



Zmienne losowe Rozdziat

2.1. Jednowymiarowe zmienne losowe

2.1.1. Pojecie zmiennej losowej

Intuicyjnie zmienng losowg mozemy nazwac takg wielkos$¢, ktdra w wyniku do-
Swiadczenia przyjmuje okreslong wartos$¢, znang po zrealizowaniu doswiadczenia,
a nie dajaca sie przewidzie¢ przed realizacjg doSwiadczenial

Jest to wiec taka funkcja, ktora w wyniku doSwiadczenia przybierze jedng i tylko
jedng wartos¢, ze zbioru tych wartosci, ktdre ta zmienna moze przyjac.

Do oznaczenia zmiennych losowych uzywa sie najczesciej wielkich koncowych
liter alfabetu: A, Y, Z, ..., awartosci tych zmiennych (realizacje zmiennych losowych)
oznacza sie odpowiednimi matymi literami: x,y, z, ktére w razie potrzeby rozszerza
sie dodatkowo o indeksy dolne np.: jci,JC2,-t3, ...;yi,y2,y3, ... itd.

W literaturze przedmiotu znajdujemy nastepujgca formalng definicje zmiennej
losowej2.

Niech (Q, B, P) bedzie dowolng przestrzenig probabilistyczng. Zmienng losowa
nazywac bedziemy dowolng funkcje X, okreslong na przestrzeni zdarzen elemen-
tarnych Q, o warto$ciach ze zbioru liczb rzeczywistych R, posiadajgca nastepujgce
wiasnosci: dla dowolnej, ustalonej liczby rzeczywistej x zbior zdarzen elementarnych
oo, dla ktorych spetniona jest nieréwnos$¢ X(co) < x, jest zdarzeniem, czyli

{to: X(to) <x) e B dla kazdego x e R. (2.1

Warunek (2.1) staje sie nieistotny, jezeli przestrzen zdarzen elementarnych jest
skonczona. Woéwczas kazda funkcja X, ktéra odwzorowuje zbidr zdarzen elemen-
tarnych Q w zbior liczb rzeczywistych R bedzie zmienng losowsa.

1 Z. Helwig: Elementy rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej, Warszawa
1967, s. 59.
2 Definicja ta pochodzi z pracy: W. Krysicki i inni: Rachunek..., op. cit., s. 48.
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Rozrézni¢ mozna dwa typy zmiennych losowych:
- zmienne losowe skokowe (dyskretne, ziarniste),
- zmienne losowe ciggle.

Pierwszy rodzaj zmiennych (zmienne losowe skokowe) to takie, dla ktérych daje
sie okresli¢ skonczony lub przeliczalny zbiér wartosci. Przyktadem takich zmiennych
moze by¢: liczba dzieci w rodzinie, liczba ankiet z zaznaczong odpowiedzig: ,popie-
ram budowe supermarketu”, liczba urodzen, liczba zawartych matzenstw itp.

Do zmiennych losowych ciggtych zaliczane sg te zmienne, ktdre mogga przybierac
dowolne wartosci liczbowe, z pewnego przedziatu liczbowego (w szczeg6lnosci moze
to by¢ przedziat nieskoriczony). Do zmiennych tych zalicza sie na przyktad: wzrost
w cm, cigzar w gramach, temperature w stopniach Celsjusza, ci$nienie w milime-
trach stupa rteci, grubo$¢ w mm, szeroko$¢ w cm itp. W praktyce, zbidr wartosci
zmiennej losowej jest zawsze skoficzony tub przeliczalny. Warto$ci zmiennej losowej
irdoznice miedzy nimi zalezg od czuto$ci metody badawczej. Im metoda badawcza
jest bardziej czuta, tym zbidr wartosci zmiennej jest liczniejszy, a réznice miedzy
dwiema kolejnymi dowolnymi wartoSciami sg na tyle mate, ze zbior wartosci moze
by¢ traktowany jak przedziat na osi liczb rzeczywistych. Wynika z tego, ze wiasciwie
zmienne losowe powinno dzieli¢ sie na zmienne ciggte i tzw. zmienne quasi-cigg\e,.
W dalszych rozwazaniach pozostaniemy jednak, przy nazwie zmienne losowe ciggle,
pamietajac jednoczes$nie, ze taki rodzaj zmiennej moze istnie¢ jedynie w czysto
teoretycznej formie.

Przykiad 2.1

W jednej z grup dziekanskich studiow magisterskich przeprowadzono egzamin
z ,Zarzadzania jakos$cig” i otrzymano nastepujace wyniki zestawione w tablicy 2.1.

Tablica 2.1.

nr(o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ocena 40 20 40 30 40 20 45 20 30 35
Prio) 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ocena 35 30 45 30 20 30 30 40 30 40
nr* 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ocena 20 35 20 30 50 30 45 50 50 40

Zrodlo: opracowanie na podstawie badan wiasnych.

Przestrzenig zdarzen elementarnych Q jest tutaj zbiér 30 studentéw wchodzacych
w sktad badanej grupy studentow. Doswiadczenie polega na wylosowaniu jednego
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studenta z badanej grupy dziekanskiej. Dyskretng zmienng losowg A"jestocena egza-
minowanego studenta. Zmienna A'moze przyjmowac wartosci z szeScioelementowego
skonczonego zbioru {2,0; 3,0; 3,5; 4,0; 4,5; 5,0}. Jezeli przez w, oznaczymy numer
studenta na liscie obecnosci, to wéwczas zmienng A' mozemy okresli¢ nastepujaco:

A((ifc) = *(o>r,) = X(a*) —A[(Ois) - * (0)21) = A'(Ob) = 2,0;

Arom) —*(g>i) = A(coi2) = A(0)id) = A(toih) —* (017) = * (0)19) = A’ote*) —X(air26) — 3,0;
X(@>io) X((On) = A"ote) = 3,5;

A(coi) —A(ci)?) - Aci)s) = *(0)i8) = Acifen) - Ala)30) = 4,0;

X(wn) = A'(o)n) = X{(s)n) —4,5;

X(ate) =*(0)28) = *(0)29) = 5,0. {kp}

Zdefiniujmy obecnie pojecie niezaleznosci zmiennych losowych. Dwie zmienne
losowe*i Y nazywamy niezaleznymi, jezeli okreslone sg na tej samej przestrzeni
probabilistycznej (Q, B, P) i dla dowolnych zbiorow borelowskich prostej Bu B2,
zachodzi rownos$c¢3:

P(XeBi*Xe B2)=P(Xe Bi) P(XeB2). (2.1)

2.1.2. Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa
I dystrybuanta zmiennej losowej skokowej

Zmienna losowa A'opisana w przyktadzie 2.1 to zmienna skokowa, poniewaz
moze przyjmowac tylko wybrane sze$¢ wartosci z przedziatu od 2,0 do 5,0. Zauwazmy,
ze zdarzeniu losowemu polegajgcemu na tym, ze losowo wybrany student otrzyma
jedng ze zbioru szeSciu ocen, mozemy przypisa¢ okreslone prawdopodobienstwo
(czesto$€) realizacji. Prawdopodobieristwo to mozna okresli¢, wykorzystujac zdefinio-
wang w punkcie 1.3 czestosciowg definicje prawdopodobieristwa. Regute (metode),
na podstawie ktorej odbywa sie rozdziat masy prawdopodobienstwa, na poszczegdlne
wartosci zmiennej losowej, nazywa sie funkcjag rozktadu prawdopodobienstwa
(rozktadem prawdopodobienstwa) lub krocej rozktadem zmiennej.

W przypadku zmiennej dyskretnej funkcje rozktadu prawdopodobiefstwa mozna
zdefiniowac nastepujgco:

P(X =Xi) =p(Xi) =pi,i= 1 k (2.3)

lub w formie tabelarycznej:

3 Zob. np. M. Krzysko: Wyktady z teorii prawdopodobienstwa, Warszawa 2000, s. 122-128.
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X\ X2 Xi Xk
(2.4)
Pl P2 Pi Pk
W obydwu przypadkach musi by¢ spetniony warunek:
k
AMPi—PlI +P2+ .. +Pi+ ... +Pk=1 (2.4)
i-1

Przykiad 2.2

Wykorzystujgc dane z przyktadu 2.1, okresli¢ rozktad prawdopodobierstwa
zmiennej losowej X w formie analitycznej i tabelarycznej.
Rozwigzanie:

px = P(X =2,0) = —, P2=P(X = 3,00 = — , p3=P(X =35) = —,
0 30 30
3 3
p4=P(X =4,0) = —, p5=P(X =45) = — , pe=P(X =50 =—.
30 30

Funkcje rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej X mozna przedstawi¢ naste-
pujaco:

X, 2,0 3,0 3,5 4,0 4,5 50

p 0.2 03 0,1 0,2 0,1 01

Oczywisciey, p, = 1m
i=i

Dla okreslonego rozktadu zmiennej losowej X ,mozna rowniez sporzadzic¢ wykres.
W rozwazanym przyktadzie wykres taki zaprezentowano na rys. 8.
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¢ 2,02

¢+ 3,03

¢+ 4,02

35

Rys. 8. Wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej X z przyktadu 2.2

Zrodto: opracowanie wtasne. {kp}

Zdefiniujmy obecnie pojecie dystrybuanty zmiennej losowej skokowe;j.
Dystrybuanta zmiennej losowej X w punkcie xo (xo e R) jest prawdopodobien-
stwem zdarzenia losowego polegajgcego na tym, ze zmienna losowa X przybierze
warto$¢ mniejszg niz*o. Do oznaczenia dystrybuanty uzywac bedziemy duzej litery
Fxbadz F, jezeli nie ma watpliwosci, jakiej zmiennej losowej ona dotyczy. Mozemy
wiec zapisa¢, ze:

JezeliAjest zmienng losowg dyskretng, to wéwczas dystrybuanta wynosi:

Fx:R R iFx(xg)=P(X <x0).

Fxfx) =Y j P<

xi < x0

Dystrybuanta zmiennej losowej przyjmuje nastepujgce wiasnosci:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

x"F(x)e[Q-1],
jezeli A <xi"F{x\)<F(x2),

Jim~F(x) = 0,

lim /(v)= I

P(a<X<b) =F(b)-F(a),

jest funkcjg lewostronnie ciggts.

(2.5)

(2.6)

(2.7)
(2.8)
(2.9)
(2.10)

(2.11)
(2.12)
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Przyktad 2.3

Wykorzystujagc rozktad prawdopodobiefstwa zmiennej losowej X okreslony
w przyktadzie 2.2, wyznaczy¢ analitycznie i graficznie dystrybuante Fx.

Dystrybuante znajdujemy, wykorzystujgc wzor (2.6). Zmienna losowa moze
przybiera¢ sze$¢ wartosci, zatem dystrybuanta okreSlona bedzie szeScioma naste-
pujacymi wzorami:

Jezelixo g (-°0; 2,01to0  F(x0)=y p,—0,
L<x0

Jezelixo g (2,0; 3,0]to F(xo)=y p,=pi =0,2,

I <x0
Jezelixo g (3,0; 3,5] toF("o) = AP o-pi +pi =0;2 + 0,3 = 0,5,
Jezelixo g (3,5; 4,0] toF(xo) = N = pi +pi +pi = 0;2 + 0,3
X, < X0
Jezeli*o g (4,0; 4,5] to  F(jc0) pi- pi +p2+pi +Pa=

=02+03+0,1-+ 0,2 = 0,8,
Jezeli*0g (4,5;50]to F(x0)- ~ pi- pi +pi+pi +pa+ps=

Xi < x0

=02+03+01+\0,2+ 0,1 =0,9,

JezeliXoe (5,0; + cc) to F(xo0) =" pt=pi+pi +P3+Pa+p$ +Pb -

X, < x0

=02+03+01+02+01+01-=1

Dystrybuante mozna réwniez ujag¢ w formie nastepujacej tabelki:
Xo (-0°% 2,0 (2,0,30] (3.0;35] (35;40] (4,0;45] (45;50] (50;+ o)

F(x0) 0 0,2 05 06 08 0,9 1

Wykres dystrybuanty przedstawia rys. 9.
Zauwazmy, ze wykorzystujgc wiasnosé (2.11), mozna wyznaczy¢, ile wynosi
prawdopodobiefstwo P(3,5 <X < 4). Zgodnie z tg wlasnoscia:

P(3,5 <X< 45) = F(4,5) - F(3,5) = 0,8- 0,5 = 0,3.

Prawdopodobienstwo jest wiec przyrostem dystrybuanty. llustruje to rys. 10.
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Rys. 9. Wykres dystrybuanty zmiennej losowej X z przykiadu 2.3

Zrodto: opracowanie whasne.

Rys. 10. Prawdopodobienstwo P(3,5 <X < 4,5) jako przyrost dystrybuanty

Zrodto: opracowanie whasne.

Taki sam wynik otrzymamy, wykorzystujgc podczas obliczen funkcje rozktadu
prawdopodobienstwa, wyznaczong w przyktadzie 2.2. Mamy wowczas:
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P(3,5 <X <45) = P(X =35) + P(X=4,0)=01 + 02 = 03.

Wiasnos$¢ (2.11) moznawykorzystac tylko wowczas, jezeli przedziat, dla ktérego
chcemy wyznaczy¢ wartosé prawdopodobiefstwa, jest lewostronnie domkniety. Jezeli
np. bedziemy chcieli wyznaczy¢ P(3,5 <X < 4,5), to woéwczas korzystajac z funkcji
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej, otrzymamy:

P(356 <X< 45)=P(X=35)+P(X=4)+P(X=45)=01+02+01=04
To samo mozemy otrzymac stosujgc nastepujaca zaleznosc:

P(3,5 <X< 4,5) = [F(4,5)-F(3,5) + P(X =4,5) - (0,8-0,5) + 0,1 = 0,4. {kp}

2.1.3. Funkcja gestosci i dystrybuanta
zmiennej losowej ciggtej

W przypadku zmiennych losowych ciggtych nie jest mozliwe wyznaczenie funkcji
rozktadu prawdopodobieristwa, poniewaz, zgodnie z definicjg zmienna ciggta to
taka, ktora ma nieprzeliczalny zbior wartosci. Nie jest mozliwe - tak jak w przypad-
ku zmiennej dyskretnej - wymienienie wszystkich par (x,; p,), gdyz zbior wartosci
zmiennej losowej ciaggtej jest nieskonczenie liczny. Jezeli zmienna losowa moze
przyjaé nieskonczenie wiele wartosci, to prawdopodobienstwo zdarzenia losowego,
ze przybierze ona jedna z nich, jest rowne zero. Zatem mozemy zapisaé:

P(X =x0) = 0, (2.13)

gdzie:
X - zmienna losowa typu ciaggtego,
xu - dowolna warto$¢ z przedziatu liczb rzeczywistych R.

W przypadku zmiennej losowej ciggtej wyznacza sie tzw. funkcje gestosci
prawdopodobienstwa.

Funkcjg gestosci prawdopodobieristwa zmiennej losowej ciggtej X nazwiemy funk-
cje/(x), okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych R zdefiniowang nastepujaco:

P (Xx"X<x+AX)
/[(*)=hm -~ A 2.14
) Ax 1 AX (2.14)
Funkcja/(x) ma nastepujgce wiasnosci:
1 f(x)>0, (2.15)

b
2. dladowolnycha < b, J/(x)dx - I\a <X< h). (2.16)
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Z wiasnosci (2.16) wynika wiasnosc¢:
0

3. jf(x)dx=P(-c0<?X <+cc) = 1. (2.16a)

Ujmujac, rzecz opisowo, powiemy, ze funkcja gestosci jest funkcjg nieujemnag,
a pole obszaru ograniczone jej wykresem i osig odcietych jest réwne 1

llustruje to rysunek 11, na ktérym zostat przedstawiony przykladowy wykres
funkcji gestosci.

Natomiast na rysunku 12 przedstawiono graficzng interpretacje wiasnosci (2.16).

Rys. 11. Przyktadowy wykres funkcji gestosci

Zrédio', opracowanie wiasne.

Zrédto: opracowanie whasne.

Zdefiniujmy obecnie pojecie dystrybuanty zmiennej losowej ciggtej.
Dystrybuantg zmiennej losowej ciagtej A jest funkcja F:R*>R, taka ze:
QY
F(jto) = P{X < -Tg = dlaxo e R (2.17)
-®
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Pomiedzy funkcjg dystrybuanty a funkcjg gestosci zachodzi zwigzek:
F'(x0) = f(x0), (2.18)

co oznacza, ze jezeli funkcja dystrybuanty ma pochodng w punkcie xo, to pochodna
ta jest funkcjg gestosci zmiennej losowej w punkcie xo.

Wiasnosci funkcji dystrybuanty opisaliSmy juz w punkcie 2.2. Modyfikacji ulegnie
jedynie wiasno$é (2.11), ktéra z uwagi na wiasnos$¢ (2.13) bedzie teraz nastepujaca:

P(a<X <b) =P(a<X<b) =P(a <X<b) = P(a <X <b) =F(b)-F(a). (2.19)

Przykitad 2.44

Tramwaj linii 15 w Krakowie w niedziele i Swieta pomiedzy godzing 9:00
a 18:00 kursuje regularnie co 20 minut (zrodto: www.mpk.krakow.pl). Zat6zmy, ze
pasazer przychodzi na przystanek w losowo wybranym momencie badanego okre-
su, nie kierujgc sie rozktadem jazdy. Niech zmienna X oznacza czas oczekiwania
(w minutach) na przystanku na przyjazd tramwaju. Okresli¢, dla tak zdefiniowanej
zmiennej losowej, funkcje gestosci oraz funkcje dystrybuanty a nastepnie obliczy¢
prawdopodobiernstwo zdarzenia losowego, ze czas oczekiwania pasazera na tramwaj
bedzie liczbg z przedziatu [5, 10] minut.

Jezeli przyjmiemy zatozenia, ze tramwaj jezdzi regularnie (co 20 minut), oraz
ze pasazer nie kieruje sie rozktadem jazdy i przychodzi na przystanek w losowo
wybranym momencie, to mozemy stwierdzic ze:

- prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, ze bedzie czekat krécej niz 0 minut

lub dtuzej niz 20 jest réwne zero, oraz

- gestos¢ prawdopodobienstwa w przedziale [0, 20] min. jest funkcjg statg po-

staci/™) = c (tzn. ze wszystkie wartosci zmiennej losowej w tym przedziale
sg jednakowo prawdopodobne).

Funkcja gestoscif(x) ma zatem nastepujgcg postac:

0 dla x<0
m =- ¢ dla 0<x <20.
0 dla x >20

Aby wyznaczy¢ warto$¢ ¢, mozna skorzysta¢ z zaleznosci (2.16a). Otrzymamy
woéwczas:

2° « 20
[f(x)d x-~0dx + 1cdx +]0dx - 0+ cx  + 0 = 20c,
0 20

4 Inspiracjg dla przyktadu (2.4) byt Przyktad 1.9 z ksigzki J. J6zwiaka i J. Podgdrskiego Sta-
tystyka od podstaw, PWE, Warszawa 1994,


http://www.mpk.krakow.pl
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oraz
20c=1=>c=—.
20
- - - - - - 1 - -
Po podstawieniu w miejsce statej c wartoSci — otrzymamy nastepujaca funkcje
gestosci: 20
0 dla x<0

1
- — dla 0<x <20.
100= -
0 dla x>20

Graficznie wykres tej funkcji przedstawia rys. 13.

)

M 5 20

Rys. 13. Wykres funkcji gestosci do przyktadu 2.4

Zrodto: opracowanie wiasne.

Warto$¢ prawdopodobienstwa P(5 <X < 10) mozna obliczy¢, wykorzystujac
wiasnosé (2.16); otrzymamy wowczas:

10

10
P(5<x< 10) = Jipgdx = — dx = —* | 20 20-20 4

Na rysunku 14 przedstawiono graficzng interpretacje szukanego prawdopodo-
bienstwa.
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Rys. 14. Graficzna interpretacja P(5 <X< 10)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Jak tatwo zauwazyé, szukanemu prawdopodobienstwu odpowiada zacieniowa-
ny obszar bedacy w tym przypadku polem prostokata o bokach réwnych 5 i 1/20
jednostek.

Aby wyznaczy¢ funkcje dystrybuanty, nalezy skorzysta¢ ze wzoru (2.17).

U
Jezeli*o ~ 0, to dystrybuanta F(*o) = jod? = 0.
)]
Jezeli 0 < X0 <20, woéwczasF(xo0) = jOO dt +)%—l dt S t 0 - ‘]20'
0 20 20
Jezeli*o > 20, to Fvo) = jodt +f— dt + fodt =0 h 1 +0=1
%20 go 20

Zastepujgc symbol Visymbolem*, mozemy zapisa¢:

0 dla x <0
— x dla 0<x <20.
20

0 dla x>20

Wykres tej funkcji przedstawia rys. 15.
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Rys. 15. Dystrybuanta czasu oczekiwania na tramwaj

Zrodto: opracowanie wiasne.

Obliczane wcze$niej prawdopodobienistwo P(5 < X < 10) mozna réwniez wyzna-
czy€, korzystajgc z dystrybuanty zmiennej X oraz z wiasnosci (2.19):

/>f5<X<10) = F(10) -F(5) = — 10-— -5= — - — = — =-_
20 20 20 20 20 4

Graficzng interpretacje tego prawdopodobienstwa pokazano na rys. 16.

Rys. 16. Prawdopodobieristwo /°(5 <X <10) jako przyrost dystrybuanty

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Szukane prawdopodobienstwo jest reprezentowane przez odcinek na osi rzed-
nych pomiedzy warto$ciami dystrybuanty w punktach 10i5. {kp}

2.1.4. Podstawowe charakterystyki liczbowe
jednowymiarowej zmiennej losowej

2.1.4.1. Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej dyskretnej

Warto$¢ oczekiwana5 stanowi pewien odpowiednik - omawianej w ramach
statystyki opisowej - $redniej arytmetycznej. Do oznaczenia wartosci oczekiwanej
zmiennej X uzywac bedziemy symbolu E(X) i w przypadku zmiennej losowej dys-
kretnej definiowac jako sume iloczyndw wartosci zmiennej x, oraz przypisanych im
prawdopodobienstw realizacjipt.

Mozna zatem zapisac:

E(X) =£xIPi, (2.20)

pod warunkiem, ze szereg * x Ip fest bezwzglednie zbiezny. Jezeli tak nie jest, to
|

mowimy, ze zmienna losowa nie posiada wartosci oczekiwanej.

Podobnie - jak to ma miejsce w statystyce opisowej - warto$¢ oczekiwang moz-
na wykorzysta¢ do wyznaczenia wariancji i nastepnie odchylenia standardowego.
Wariancje w rachunku prawdopodobiefAstwa oznacza¢ bedziemy symbolem D 2(X),
a odchylenie standardowe D(X). Og6lnie wariancjg zmiennej losowej nazywamy
wyrazenie:

D2X) = E[X-E(X)]2 (2.21)
natomiast odchylenie standardowe to:
D(X) =yD 2(X). (2.22)

Jezeli zmienna losowa jest typu skokowego i posiada warto$¢ oczekiwang, to
wowczas wariancjg nazywamy wyrazenie:

D2{X)M\x-E{X)Ypr (2.23)
f

Dos$c¢ czesto w praktyce do wyznaczenia wariancji wykorzystuje sie rownowazny
wz0r o0 postaci:

5 W literaturze mozna spotkac tez inne okreslenia tej miary, takie jak: warto$¢ przecietna,
$rednia, nadzieja matematyczna.
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\2
D2(A) = E{X*)-E\X) = Jx*Pi- Jx iPl (2.23a)

Przyktad 2.5

Wykorzystujac funkcje rozktadu prawdopodobienstwa okreslong w przyktadzie
2.2, wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang, wariancje i odchylenie standardowe okreslonej
tam zmiennej losowej X.

Przypomnijmy, ze zmienna losowa zdefiniowana w przyktadzie 2.2 oznacza
ocene uzyskang przez losowo wybranego studenta, a jej rozktad przedstawia sie
nastepujaco:

Xi 2,0 3,0 35 4,0 45 5,0
Pi 0.2 03 01 02 01 01

Aby wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang, a nastepnie wariancje, rozbudujemy po-
wyzszg tabelke o kolejne trzy wiersze.

1 X, 2,0 3,0 35 4,0 4,5 50
2 =S 0,2 0,3 01 0,2 0,1 01
3 X,p 0,4 0,9 0,35 0,8 0,45 0,5
4 4,0 9,0 12,25 16,0 20,25 25,0
5 x}p, 0,8 2,7 m 1,225 3,2 2,025 2,5

Sumujac wartosci w wierszu 3, obliczamy warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X:

E(X) =04+09+035+08+ 045+ 05 = 34

Do obliczenia wariancji wykorzystamy natomiast rownanie (2.23a).

Pierwsza sktadowa tego réwnania £.17 p,, to suma warto$ci wwierszu 5 powyzszej
tabelki, natomiast druga: '

P, = (3,4)2= 11,56.
Nl
Wariancja zmiennej losowej X jest rowna:

DAX) = (0,8 + 2,7 + 1,225 + 3,2 + 2,025 + 2,5)- 11,56 = 0,89,

natomiast odchylenie standardowe:

D(X) =JO#9 =0,94.
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Wariancje mozna réwniez obliczy¢, stosujgc wzor (2.23). Otrzymamy wowczas:

D\X) =0,2(2- 3,4)2+ 0,3 +(3-3,4)2+ 0,1 +(35- 3,4)2+
+0,2+(4-3,4)2+ 0,1 m(4,5- 3,4)2 + 0,1 w5 - 3,4)2= 0,89.

Warto$¢ oczekiwana oznacza w tym przypadku, ze przecietna ocena w badanej
grupie wynosi 3,4, natomiast warto$¢ odchylenia standardowego informuje nas,
ze oceny badanych studentéw odchylaty sie od oceny przecietnej Srednio o +0,94
stopnia, {kp}

2.1.4.2. Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej ciggtej

W przypadku zmiennych losowych ciggtych warto$¢ oczekiwang obliczamy sto-

sujgc nastepujacy wzor:
+

E(X)=\xf{x)dx, (2.24)

natomiast podczas wyznaczania wariancji nalezy wykorzysta¢ wzor:

oa

D 2(X) iy [x-E(X)1Z(x)dx, (2.25)

lub alternatywnie wzoér / ;
D2(X)=E(X2)-E2(X)=jx2ZX(x)dx- jxf(x)dx (2.26)

Przyktad 2.6

Wykorzystujgc funkcje gestosci okreslong w przyktadzie 2.4, wyznaczy¢ warto$c
oczekiwang czasu oczekiwania pasazera na tramwaj, a nastepnie wariancje iodchy-
lenie standardowe.

Korzystajgc z réwnania (2.24), otrzymamy:

E(X) = JIxf(x)dx =Jx 0ézZr+j* ~ dx+Jjc 0dx= 20=+1U 10
- 0 40

Wynika z tego, ze jezeli pasazer w badanym okresie bedzie przychodzi! na ten
przystanek wielokrotnie, to wdwczas bedzie on czekat na przyjazd tramwaju prze-
cietnie 10 minut.

Do obliczenia wariancji uzyjemy réwnania (2.25):
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® 1 * A 2
D\X )=j [x-E(Xff(x)dx =j(x-10)2-+ dx=J[* +5 dx =
U /U )V ZU
*
Vo, g, 20_ 8000 _2Q0 _33)
60 "2 0 60 3

Pierwiastkujac wartos¢ wariancji, otrzymujemy warto$¢ odchylenia standardo-
wego:

D(X)=jD 2(X )J 332*5,77

Z powyzszych obliczeh wynika, ze jezeli pasazer bedzie wielokrotnie korzystat
w badanych godzinach w niedziele i Swieta z tego tramwaju, to wéwczas jego czas
oczekiwania na przystanku bedzie sie odchylat od $redniego czasu oczekiwania (10
min) przecietnie 0 5,77 minuty, {kp}

2.1.4.3. Podstawowe witasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji
zmiennej losowej

Istnieje kilka podstawowych witasnosci uymowanych niekiedy jako twierdzenia
dotyczgce wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowe;j6.
1 Warto$¢ oczekiwana dowolnej statej c jest rGwna tej statej, natomiast wariancja
statej c jest rowna zero:

E(c) = c, (2.27)

D2c) = 0. (2.28)

2. Wartos$¢ oczekiwana sumy dwoch zmiennych losowych X iYjest réwna sumie
wartosci przecietnych tych zmiennych losowych, oraz wariancja sumy dwoch
niezaleznych zmiennych losowych X i Y jest réwna sumie wariancji tych
zmiennych:

E(X +Y) = E(X) + E(Y), (2.29)
agdy X iy sg niezalezne, to:
D2AX +Y) =D2(X) + DXY). (2.30)

Powyzsze twierdzenie mozna réwniez uog6lni¢ dla n zmiennych losowych.

6 Dowody zamieszczonych ponizej twierdzen mozna znalez¢ np. w Z. Helwig: Elementy
rachunku..., op. cit., rozdziat 4.2.2. 14.3.2., s. 97-111.
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Mamy wowczas:
£[X*- (2.31)
D2~ X, =~D 2(Ar), gdy Xu Xi, ... X,, sg niezalezne. (2.32)
s/ A

W przypadku wariancji rozwazamy oczywiscie n wzajemnie niezaleznych
zmiennych losowych Xi, .... Xn.

. Wariancja réznicy dwéch niezaleznych zmiennych losowych X iY jest réwna

sumie wariancji tych zmiennych:

DX - Y) = DZAX) + D\Y). (2.33)

. Warto$¢ oczekiwana iloczynu dwdch niezaleznych zmiennych losowych X

i Yjest rowna iloczynowi warto$ci oczekiwanych tych zmiennych:
E{XY) = E(X) mE(Y). (2.34)
Wiasnosé (4) mozna uogolni¢ dla przypadku n wzajemnie niezaleznych

zmiennych losowych. Mamy woéwczas:

E FI*, =11 £(*,)e 2.35
Elr S1LE(%) (2.35)

. Warto$¢ oczekiwana iloczynu statej ¢ przez zmienng losowg X jest rdwna

iloczynowi tej statej przez warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X, natomiast
wariancja iloczynu statej ¢ przez zmienng losowa X jest rowna iloczynowi
kwadratu tej statej przez wariancje zmiennej losowej X:

E(cX) = cE(X), (2.36)

D2AcX) = cD AX). (2.37)

Warto$¢ oczekiwana sumy zmiennej losowej X istatej c, jest rowna sumie
wartosci oczekiwanej zmiennej istatej c, natomiast wariancja sumy zmiennej
losowej X i statej c, jest rGwna wariancji zmiennej X:

E(X +c¢c)= E(X) + c, (2.38)

DX + c)= D\X). (2.39)

Warto$¢ oczekiwana roznicy zmiennej losowej X i warto$cioczekiwanej tej
zmiennej jest rowna zero.

E[X-E(X)] = 0. (2.40)
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2.2. Dwuwymiarowe zmienne losowe

Obecnie przejdziemy do krotkiego omdwienia zasad wyznaczania funkcji roz-
ktadu prawdopodobienstwa lub funkcji gestosci oraz dystrybuanty zmiennej losowej
wielowymiarowej. Nastepnie w punktach 2.2.1 oraz 2.2.2 oméwimy roéwniez zasady
wyznaczania podstawowych miar potozenia i zmiennosci dla wielowymiarowych
zmiennych losowych. Ze wzgledéw praktycznych rozpatrzymy jedynie najprostszy
przypadek zmiennej wielowymiarowej, jakim jest zmienna dwuwymiarowa. Zmienng
losowg dwuwymiarowg definiuje sie podobnie jak zmienng losowg jednowymiarowag,
z tym ze poszczeg6lnym zdarzeniom elementarnym danego doswiadczenia przypo-
rzadkowuje sie nie jedng, lecz dwie (w ogdlnym przypadku tyle, ile jest zmiennych
losowych) wartosci rzeczywiste.

Zmienng dwuwymiarowa oznaczaé¢ bedziemy symbolem (X, Y), a jej wartosci
odpowiednio {x,;y,).

2.2.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa skokowa

Méwimy, ze zmienna dwuwymiarowa (X, Y) jest typu skokowego (dyskretnego),
jezeli przyjmuje ona skoriczong lub co najwyzej przeliczalng liczbe wartosci (*,;},)
(i,j = 1,2,3,...) odpowiednio z prawdopodobienstwem pij, przy czym:

I1o* =1 (2-41)
|

Okreslony w ten spos6b zbior wszystkich prawdopodobienstw:
Pi,= P{X=x,,Y =yj)dlai,j =1,2,3,..., (2.42)

spetniajgcych warunek (2.41), okresla sie mianem funkcjirozktadu prawdopodo-
biefstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej.

Dystrybuantg dwuwymiarowej zmiennej losowej skokowej (X,Y) nazywamy
funkcje okre$long wzorem:

1>
X,<X Y,<y

s (2.43)

Bardzo czesto rozktad prawdopodobiefstwa dwuwymiarowej zmiennej skoko-
wej przedstawia sie w postaci tabelarycznej. Przyktad takiego zapisu prezentuje
tablica 2.2.
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Tablica 2.2. Rozktad prawdopodobienstw dwuwymiarowej zmiennej skokowej

\ >
X, \ . yr y yl
Xi PU P12 i i, py Pl
X2 P2l P22 s s pu P2
Xk PK\ PK2 s o Pkl Pk.
Lp» P11 P2 i seveeen PD 1

Zraodto: opracowanie wiasne.

Podczas konstrukcji tej tablicy zatozono, ze zmienna losowa X moze przyjac k
réznych wartos$cix\, ....xx, natomiast zmienna losowa Y, / r6znych wartosciuj,....y/.
W ostatniej kolumnie i w ostatnim wierszu tablicy 2.2 umieszczono prawdopodo-
bienstwa brzegowe pi. ip, obliczone zgodnie z regutami:

P>, (2.44)
|

Pi=Y*Pv- (2.45)

PrawdopodobiefAstwa te obliczono poprzez zsumowanie prawdopodobienstw
Pij odpowiednio w wierszach i w kolumnach tablicy 2.2. Prawdopodobieristwo p,.
interpretuje sie jako prawdopodobieristwo, ze zmienna X przyjmie wartosc x,, nie-
zaleznie od tego jakg warto$¢ przyjmie zmienna Y. Podobnie interpretujemy p.,,
ztym ze okre$la ono warto$¢ prawdopodobienstwa zdarzenia losowego, ze zmienna Y
przyjmie warto$¢”, podczas gdy zmienna X przyjmie dowolng ze swych wartosci.

Oczywiscie suma prawdopodobienstw brzegowychpt oraz/;.;jest rownajednosci,
co zapiszemy:

=zZnr=2727Z"=1- (2-46)
i i

Korzystajac zwartosci prawdopodobienstw” oraz prawdopodobiernstw brzego-
wychp,. ip.j, mozna wyznaczy¢ nastepujgce prawdopodobienstwa warunkowe:

Cy 1 (2.47)
Ply =y.) P,

(2.48)
P{X=x) pL
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Wyrazenie (2.47) i (2.48) czytamy jako prawdopodobienistwo zrealizowania sie
wartosci jednej zmiennej przy zatozeniu statej wartoSci drugiej zmiennej.

Podobnie jak w przypadku prawdopodobienstw warunkowych zachodzi wias-
nos¢:

Zp(x=x |Y=yj) =ZP{Y=y, \X=xt = In (2.49)

Przykiad 2.7

Z grupy 30 studentow - opisanych w przyktadzie 2.1 - ktorzy zdawali egzamin
z ,Zarzadzania jakoscig”, dwukrotnie wylosowano niezaleznie jednego studenta
i sprawdzono jego ocene. Na zbiorze wynikow doSwiadczenia okreslono nastepujgcg
dwuwymiarowg zmienng losowg (X, Y):

X = 0,jezeli wybrany w pierwszym losowaniu student nie zdat egzaminu,

X — 1,jesli wylosowany w pierwszym losowaniu student zdat egzamin,

Y = ocenie studenta (przy szesciostopniowej skali ocen) wylosowanego

w drugim losowaniu.

Przypomnijmy, ze liczba ocen: bdb, +db, db, +dst, dst, ndst, wynosita odpo-
wiednio: 3, 3, 6, 3, 9, 6.

Kazdemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadkowana jest tylko jedna para
wartosci zmiennej (X,Y) z nastepujgcego zbioru 12 elementow:

{(0; 2,0), (0; 3,0), (0; 3,5), (0; 4,0), (0; 4,5), (0; 5,0), (1; 2,0), (1; 3,0),
(1; 3,5), (1; 4,0), (1; 4,5), (1, 5,0)}

Kazda para typu (0, ocena) oznacza, ze pierwszy z wylosowanych studentéw
otrzyma! oceng niedostateczng. Natomiast para (1, ocena) oznacza, ze pierwszy
zwylosowanych studentéw otrzymat jedng z pieciu pozytywnych ocen.

Na przykiad pod parg (1; 3,0), kryje sie 5 nastepujacych zdarzeh elementar-
nych:

(3,0; 3,0), (3,5; 3,0), (4,0; 3,0), (4,5; 3,0), (5,0; 3,0).
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia losowego wynosi:
P(X=1Y=30)=03+03+0103+ 0,2m0,3 + 0,1 m0,3+ 01903 =0,24.

To prawdopodobienstwo i obliczone w podobny sposob pozostate 11 prawdo-
podobienstw umieszczono w tablicy 2.3.
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Tablica 2.3. Rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej

52
\ »
X\ 2,0
0 0,04
1 0,16
Z A 0,2

3,0

0,06
0,24

0,3

35 4,0 4,5 5,0
0,02 0,04 0,02 0,02
0,08 0,16 0,08 0,08
0,1 0,2 01 0,1

Zrédio-, obliczenia wiasne.

0,2
0,8

W ostatnim wierszu tej tablicy i w ostatniej kolumnie umieszczono rozktady
brzegowe zmiennej Y i zmiennej X.

Korzystajgc z powyzszych danych oraz z wiasnosci (2.47) i (2.48), obliczymy
poszczegdlne rozktady warunkowe X przy warunku Y i Y przy warunku X.

PUC=0|y =20)= - ° ° 20

ly ) r (Y :y2,0) P, 0,2
P("T= =20=1(A Y ~ 2<) = =A
&/ I|¥ i (P (Y:2,O)Z ) Pl 0,2
P(X=01y=30)= P(X="°"Y=30) ="
\V, P(Y= 3,0 p2 0,3
P{X =11y =3,0) = — -V~ v =Pu =2
1 ’ P(Y= 3,0 P: 0,3

P{X

=0|Y=35)=r (9(3 0~V 35) = Bit =iM1i

15) p ’ 0.1

P(X- =1 :3]5 = r(X="e :3]5 =—te =A
( ly = 35) 6Ty my 229 = te, =7,
A =0y =40)= P(X=0,Y=40)_p~" =0%*4
v ' P(Y= 4,0) p4 02
P(X=1\Y= 4,0)= PX=1"Y =4*)=¢£24 =tUs
P (Y = 4,0) pA 02

P(X=0]Y =45)=—" °-7 =4%B) =f« =N

P (Y = 4,5) ps 01

0.2,

0,8,

- 0,2,

08

02,

Ds,

Qs



2. Zmienne losowe

P(y=3,0pr=0)=1

P(Y= 45) P5 0.1
P(X=0Y=50 . _u

P (Y=5,0) P.6 0J

_P(X=1,Y=50) _ oA

P(Y=50) P6 OJ
P(Y=2,0,* =)

P(X=0) Pi W,z
P(YfS,O,Zf%ZEn -03

P (X =8) pL 0.2

P(Y - 3,5/A"=0) =

P{Y= 45[X~= 0) =

P(y=2,0]*= 1) = —

IV =3,0/= )=

P(Y=3,5|X = 1) =

P(Y =4,01* = 1) =

P(Y - 45|A"= 1) =

woo-5Cir = =

PYYZ 33X =P -y 3-mj =01
P(X= 3D p{ 02

P(Y= 40X =)
P(X= 0) Pv 0,2

P —45X_0)_ . _
g'*pﬁa@v—ro\) 2r I, =0

P(Y= 50X = )

P (X =0) PV 1i2
PYZ 20X 21 o1 =M = 02,
P(X= 1) p2 08
P(Y=3,0*= Ch o3
P (fXY=- 1) p2 08

RY=38% Z1) ne23 non = Q1

R(%x= kN pz 0,8

POZ 40X =20 e 2006 02
PEX=1) p2 0.8

! _E}:E* :TM*:O,l,
Hﬁi= kX p2 08

P(Y= 50X =y
P(X=1) =* =T ij= <I1m (“pt

53



54 Cze$¢ I. Elementy rachunku prawdopodobiefstwa

Analizujac obliczone rozktady brzegowe oraz rozktady warunkowe, przykfadu
2.7, mozna dojs¢ do wniosku, ze spetnione sg nastepujace zaleznosci:

Pix=xity=yjj= LAZXY =D A _ o o) (2.50)
P(y=yt Pi
PéY:y, \X:x,/\):-P--(—z(--:—x?Y =vi) - P =p = PéY =y } (2.51)
P (X =Xi) PI
oraz
p,j=pi pj. (2.52)

Spetnienie powyzszych warunkéw gwarantuje, ze badane zmienne X i Y sg
zmiennymi niezaleznymi.

Dla zmiennej dwuwymiarowej (X, Y) mozna wyznaczac tak jak dla zmiennych
jednowymiarowych warto$¢ oczekiwang. W przypadku, gdy zmienne losowe sg dys-
kretne, warto$¢ oczekiwang wyznaczamy, stosujac wzor:

E(XY) =Y Z x>y,P-i. (2.53)

WSsréd miar opisujacych rozktady zmiennych dwuwymiarowych wazna role odgry-
wajg dwie kolejne: kowariancja i wspotczynnik korelacji liniowej. Dzieki nim do-
wiadujemy sie, czy istnieje ijak silny jest zwigzek pomiedzy badanymi zmiennymi.

Kowariancja zmiennych losowych cov(A'y), lub inaczej wsp6lna wariancja tych
zmiennych okres$lana jest wzorem:

cov(*Y) =£[(*-£(*))(y-£(y))], (2.54)
lub rownowaznym wzorem:
cov(X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y). (2.55)

Jezeli zmienne X \Y sg zmiennymi dyskretnymi, to woéwczas wzory (2.54) i (2.55)
przybierajg postac:

cov(AK)=X X [x-E(X)]Lyi-E(Y)]HAJ (2.56)
1
CoV(ArK) =Y L x>yIPii- Z xiPl Zy>pim (2.57)
cl i)
Jezeli zmienne losowe sg niezalezne, to wowczas prawdziwa jest rGwnosc:

E(X,Y) = E(X)E(Y), (2.58)

i kowariancja jest rdwna zeru. Oznacza to, ze zmienne losowe X i Y sg nieskorelo-
wane.
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Wspditczynnik korelacji to stosunek kowariancji cov(X,Y) do iloczynu odchylen
standardowych rozktaddéw brzegowych zmiennych losowych X i Y. Mozemy zatem
zapisac:

cov(X,r) (259)
P D(X)D(Y)

Wspditczynnik korelacji przybiera wartosci z przedziatu [-1; 1]. Jezeli p = 0,
wolwczas zmienne sg nieskorelowane. Jezelip = 1lub p = -1, to 0 zmiennych loso-
wych X i Y mozna powiedzie¢, ze sg powigzane zaleznoscig funkcyjng, przy czym,
gdy p = 1, to zalezno$¢ ta jest rosngca, natomiast, gdy p = -1, wdéwczas zaleznos¢
funkcyjna ma charakter malejacy.

Wartosci p e (-1, 0) lub p e (0, 1), oznacza, ze pomiedzy badanymi zmiennymi
istnieje wspotzaleznos$é ujemna lub dodatnia, przy czym nie ma ona charakteru funk-
cyjnego. Generalnie im warto$¢ pjest blizsza (-1) lub (+1), tym korelacja pomiedzy
zmiennymi jest silniejsza.

Przykiad 2.8

Wykorzystujgc dane z przyktadu 2.7, obliczy¢: warto$é oczekiwang E(XY), ko-
wariancje cov(AY) i wspotczynnik korelacji p.

Warto$¢ oczekiwana iloczynu zmiennych losowych Al-i Y wynosi:

E(XY) =0 m2,0 0,04 + 03,0+0,06 + 035 +0,02 + 0 m4,0m0,04 + 045+0,02+
+ 0 50 002+ 1.20m0,16 + 130024 + 1 w35 m0,08 +1 m4,0 m 0,04+
+ 145008 + 1w5,0+0,08 =032+ 0,72+ 0,28 + 0,64+ 0,36+ 04 - 2,72.

Aby wyznaczyé kowariancje zmiennych losowych X i Y, wyznaczymy wartosci
oczekiwane rozktaddw brzegowych E(X) i E(Y).

E(X) =0+0,2+ 1+0,8 = 0,8,

E(Y) =2,0m0,2 + 3003 + 3501 + 40¢0,2 + 4501 + 50¢0,1=
=04+09+03+08+ 045+ 05 = 34.

Zatem warto$¢ kowariancji wyniesie:

cov(Z,Y) = E{XY) -E{X) mE{Y) = 2,72- 0,8 *3,4 = 0.

Jezeli kowariancja jest rowna zero, to rowniez wspotczynnik korelacji p = 0.

Potwierdza to juz wcze$niej pojawiajaca sie prawidtowos¢, ze zmienne losowe
X iy sg niezalezne (nieskorelowane). {kp}
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W analogiczny sposdb mozna réwniez wyznaczyé warunkowg warto$¢ oczekiwang
zmiennej losowej X przy zatozeniu Y =y,, lub tez zmiennej losowej Y przy zatoze-
niu X =x,. W sytuacji gdy zmienne losowe X iY sg skokowe, wartosci oczekiwane
wynoszg odpowiednio:

E(X=x;\Y=y)=Yx", (2.60)
T Pi

E(Y =yl\X=xi)= Y xIEL. (2.61)
J Pi

Jezeli, tak jak w przyktadach 2.7 i 2.8, zmienne sg niezalezne, to wowczas:

E(X=xI\Y=yj)="*x1— =Y, x,Pi=E(X =xl), (2.62)
i Pj i

E(Y=yIAX=x,-)=£XA =IX,p=E(Y=yJ), (2.63)
Pi
€0 oznacza, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana jest identyczna jak warto$¢ oczeki-
wana rozktadu brzegowego. Czytelnikowi pozostawiamy numeryczne sprawdzenie
powyzszych zalezno$ci dla danych z przyktadow 2.7 i 2.8.

2.2.2. Dwuwymiarowa zmienna losowa ciggta

Obecnie zostang omowione w skrdcie pojecia, zwigzane z dwuwymiarowg
zmienng losowg ciggty.

Rozktad dwuwymiarowej zmiennej losowej ciggtej opisujemy za pomocg tgcznej
funkcji gestosci prawdopodobienstwa postaci:

fix.y) = lim nxs X <x +Ax,ysY. A)) (2(j4)
A0 AXAy
rzy czym:
przy czy DD
Jf/(* y)dxdy =1, (2.65)
0-®

gdzie:/(x,y) >0.

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej ciggtej (X, Y) ma postac:
Xy
F(x.y) =F /(¥ y)dxdy. (2.66)
-00-®

Rozktady brzegowe prawdopodobiefdstwa zmiennych losowych ciggtych X i Y
majg nastepujace funkcje gestosci prawdopodobienstwa:
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1.(-%)= \f(x,y)dx, (2.67)

+co

fy(y)=\f(x,y)dy- (2.68)

Warunkowe funkcje gestosci prawdopodobienstwa opisywane sg przez naste-
pujace wzory:

f(*\y) :;(V\;,)) . (2.69)
INe ) = AW (2.70)

Podobniejak wprzypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej skokowej, zachodzg
nastepujace zaleznosci:

1 Lt

1,00 =jf(x,y)dx =J Jxy)dy dx =1, 2.71)
KO -l(Di-iCO
fu(y) =ifeoydy =Jd Jregyydx dy= 1, 2.72)
jl(vvMv =J ~ (&A= (2.73)
W
+C 0 y
[ uset= [ padv=1 (2.74)

Jezeli zmienne ciggle A'i Y sg niezalezne, to wowczas zachodzi zaleznos$¢:
f(x,y)=fxCOfy(y). (2.75)

Warto$¢ oczekiwang i kowariancje dwuwymiarowej zmiennej losowej ciggtej
obliczamy nastepujgco:

£(M7) =1 Ixyf(x,y)dxdy, (2.76)
04D e
cov(.Y Y):\]j(x—E(X))(y-E(Y))f(x,y)dxdy. (2.77)
0

Wartosci oczekiwane rozktadéw warunkowych sg réwne:

E(X=xi\Y=yJ)=]xE ~d x, (2.78)
Cotyy)
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E(Y=y\X=x)=]yijrdy. (2.79)

Do dwuwymiarowych zmiennych losowych powr6cimy w rozdziale trzecim, przy
omawianiu wybranych rozktadow zmiennych losowych7.

Szersza analiza tego zagadnienia np. w: T. Gerstenkorn, T. Srodka: Kombinatoryka i rachunek
prawdopodobieristwa, rozdziat 7, wyd. 5, Warszawa 1979.



Wybrane rozktady zmiennych Rozdziat
losowych oraz podstawowe
twierdzenia graniczne 3

3.1. Wybrane rozktady jednowymiarowych
zmiennych losowych dyskretnych

Opiszemy obecnie kilka najwazniejs2ych rozktaddéw zmiennej losowej dyskretnej.
Beda tow kolejnosci ich omawiania: rozktad dwupunktowy, rozktad zero-jedynkowy,
rozktad dwumianowy nazywany od nazwiska jego tworcy rozktadem Bemoulliego.
W nastepnej kolejnosci opiszemy rozktad Poissona, rozkiad hipergeometryczny
i na koniec rozktad Pascala oraz rozktad geometryczny. Kazdy typ rozktadu po-
staramy sie zobrazowaé krotkim przykitadem liczbowym. Podamy réwniez wzory,
dzieki ktorym mozna szybkowyznaczy¢ podstawowe parametry badanych zmiennych
losowych, takie jak: warto$¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe.

3.1.1. Rozktad dwupunktowy i rozktad zero-jedynkowy

Zmienna losowa X ma rozkitad dwupunktowy, jezeli moze ona przyjac tylko
dwie wartoscix\ i  odpowiednio z prawdopodobiefstwamil

P(X —xi) =p, P(X =x2 —q, przy czymp +q = 1 3.1)

Jezeli .ti = 1, natomiast X2 = 0, to wéwczas mamy do czynienia ze szczegélnym
przypadkiem rozktadu dwupunktowego, ktory nazywany jest rozktadem zero-je-
dynkowym. Funkcja prawdopodobienstwa ma wowczas nastepujacg postac:

P(X—1) =p,P(X=0)=I-p = q (3.2)
Warto$¢ oczekiwana takiej zmiennej losowej wynosi:

E(X)=p, (33)

1 Zob. np. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 27.
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natomiast wariancja:
D\X)=pq. (3.4)

Zmienna losowa o rozktadzie (3.2) jest zwigzana z doswiadczeniem losowym,
ktérego wyniki mogg by¢ dwojakiego rodzaju: posiadajgce interesujgca nas ceche
(wbéwczas zmiennej X nadajemy warto$¢ 1) i nie majace tej cechy (przyjmujemy,
ze X - 0). Przypadek pierwszy zwykto nazywac sie ,,sukcesem”, natomiast drugi
»porazka” lub ,,niepowodzeniem”2.

Przyktad 3.1

Doswiadczenie polega na losowym wyborze jednej osoby z grupy 30 studentow
i zbadaniu oceny, jakg otrzymata ona z egzaminu z ,,Zarzgdzania jakoscig”. Zatdz-
my, ze badanie dotyczy grupy studentow opisanej w przyktadzie 2.1, a rozktad ocen
przedstawia tablica 2.1. Zat6zmy, ze ,,sukcesem” nazwiemy takie zdarzenie losowe,
podczas ktérego wylosowana osoba otrzymata ocene bardzo dobrg (5,0), natomiast
»porazka” pozostate przypadki. Poniewaz w przyktadzie 2.1 symbolem*oznaczo-
no zmienng losowg bedaca oceng losowo wybranego studenta, w celu unikniecia
konfliktu oznaczen przyjmijmy obecnie, ze zmienng o rozktadzie zero-jedynkowym
oznaczymy symbolem Y. Zmienna Y przyjmie warto$¢ 1, jezeli X —5,0, natomiast
Y = 0, jezeli X * 5,0. Doktadniej:

fl gdy X =50

Y=70 gdy * = 20v* =30AX = 35vX = 40v X = 45.

Korzystajac z tablicy 2.1, mozemy wyznaczy¢ czesto$¢ rozwazanych tu zdarzen
losowych. Poniewaz w badanej grupie 30 studentéw byty tylko 3 osoby z oceng bardzo
dobrg, a pozostatych 27 studentéw otrzymato oceny nizsze, dlatego:

oraz
D(Y)=Jpq =7f3,09=0,3.

Warto$¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe badanej zmiennej
wyniosg odpowiednio:
E(Y) -p- 01

DXY) =pg —0,1 «0,9 = 0,09,

D(Y) =s[pq =-/0j09 =0,3. {kp}

2 Zob. np. Z. Helwig: op. cit., s. 63-64.
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3.1.2. Rozktad dwumianowy (binomialny)

Zatozmy, ze rozpatrzymy obecnie n zero-jedynkowych zmiennych losowych
XuX2...,Xn.
Zat6zmy ponadto, ze:

P(Xi= 1) =/> - P(X2= 1) =P2 = .. = P(Xn= 1)=pn=p. (3.5)

Niech zmienna losowa Z bedzie sumg rozwazanych n zmiennych zero-jedyn-
kowych:

Z =X, +X2+ .. +Xn (3.6)

Zmienna Z moze przyja¢ dowolng wartos¢z = 0, 1, 2,..., n.

Rozktad prawdopodobienstwa tej zmiennej opisuje wzor:

P(Z=z;n,p) n'p*(l-p)"*= pzqnz, (3.7)
gdzie:
nl
z\(n-z

Powyzszy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z nazywa sie rozktadem
dwumianowym (binominalnym)3 z parametrami n \p. W skrécie fakt, ze zmienna
losowa Z ma rozktad dwumianowy, mozna zapisac¢, stosujgc nastepujg symbolike:
Z ~B(n,p).

Zmienng losowg Z mozna interpretowac rowniez jako mozliwa liczbe sukcesow
(realizacji okre$lonego zdarzenia losowego) uzyskanych w dowolnej kolejnosci,
wn niezaleznych doSwiadczeniach, przy zatozeniu, ze prawdopodobiernstwo sukcesu
w kazdym doswiadczeniu jest jednakowe'i wynosi p.

Powyzszy schemat postepowania zwykto sie nazywa¢ schematem Bernoullie-
go4.

Niezalezno$¢ doswiadczen w praktyce oznacza najczesciej losowanie ze zwra-
caniem z populacji ograniczonej (skoriczonej) lub bezzwrotne, ale z populacji
nieograniczonej, przy czym wynik pojedynczego losowania jest zmienng losowg
o rozktadzie zero-jedynkowym.

Wartos$¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe zmiennej Z sg rowne
odpowiednio:

3 Nazwa rozktadu wigze sie z faktem, ze prawa strona (1.71) jest rozwinieciem dwumianu
Newtona postaci (p + g)n.Szerzej zob. np. Z. Hellwig: op. cit. s. 19.

4 Jakub Bernoulli (1654-1705), szwajcarski matematyk i fizyk, prof. uniwersytetu w Bazylei;
twérca podstaw rachunku prawdopodobienstwa, za: Encyklopedia PWN, Warszawa 2005,
t. 2.
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E(Z) = np, (3.8)
D\Z) =npq, 3.9
D(Z) =yfnpq. (3.10)

Przyktad 3.2

Zalozmy, ze rozwazamy zbiorowo$¢ studentéw badang ze wzgledu na ocene
z ,Zarzgdzaniajakoscig” opisang w przyktadach 2.1 i3.1. Zatézmy, ze doSwiadczenie
polega na trzykrotnym niezaleznym losowaniu studenta i sprawdzaniu oceny, jaka
otrzymat z egzaminu z ,,Zarzadzania jakoscig”. Wyznaczy¢ prawdopodobiefAstwo
zdarzenia losowego polegajgcego na tym, ze mniej niz dwa razy natrafiono wbadaniu
na studenta z oceng bardzo dobrg. Poniewaz zatozyliSmy, ze losowanie bedzie nie-
zalezne (co oznacza, ze ta sama osoba moze by¢ poddawana badaniu wielokrotnie),
oraz badana zmienna Z jest suma trzech zmiennych zero-jedynkowych (Vi, Yj, Y3)
o prawdopodobienstwach P(Y\ - 1) = P(Yi= 1) = P(Yj = 1) =/? = 0,1, mozemy
stwierdzi¢, opisane powyzej doswiadczenie spetnia warunki schematu Bernoulliego.

Mozna zatem w skrdcie zapisa¢ Z~B(n = 3,p = 1). Poszukujemy wartosci
prawdopodobienstwa nastepujgcego zdarzenia losowego:

(v '3
P(Z< 2;n=3,p=0,) =P(Z=0)+P(Z=1)=  m0,1° 0,93+ 0,1¢0,92=
0, 1.

= 0,93+3 0,1 m0,92=0,729+ 0,243 =0,972.

Jak tatwo zauwazyc¢, szukane prawdopodobieristwo, zgodnie z definicjg (2.5),
jest dystrybuantg zmiennej Z w punkcie xn = 2, co zapiszemy:

Fz(xo=2) = P(Z <2) =P{Z =0) + P(Z = I).

Warto$¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe zmiennej Z wyniosg
odpowiednio:

E(Z) - np =301 =03,
D2Z) =npg = 30,1 +0,9 = 0,27,

D(Z) =Jnpg =70727 * 0,5196. {kp}
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3.1.3. Rozktad Poissona

Zmienna losowa Z posiada rozktad Poissona5, jezeli przyjmuje wartosciz = 1,
2, 3,... zprawdopodobienstwami6:

P(Z=z;X)=e ", (3.11)
z!

gdzie X = np jest parametrem tego rozktadu, natomiast e « 2,718.

Fakt, ze zmienna Z ma rozktad Poissona o parametrze X, bedziemy zapisywac
w skrécie: Z ~P(X).

W praktyce rozktadu Poissona uzywa sie w sytuacji, gdy liczba serii niezaleznych
doswiadczen wzrasta do nieskoficzonosci (n -» a>), natomiast prawdopodobiefistwo
»Sukcesu”p maleje do zera (p ->0), przy czym np = Xjest wielkoScig statg (A >0).

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze rozktad Poissona mozna traktowac, jako
rozktad graniczny rozktadu dwumianowego. Mozna zatem zapisac:

lim n phgn-z=ex ,312)

Nco 7 7/

Rozk#tad Poissona stanowi tym lepsze przyblizenie rozktadu dwumianowego, im
n jest wieksze, ap blizsze zera.

Problematyczne pozostaje ustalenie minimalnych wartosci n i X przy ktérych
mozna zastagpi¢ wzor (3.7) wzorem (3.11). W literaturze znajdujemy kilka propozycji.
Na przyktad T. Gerstenkorn i T. Srodka7 proponuja, aby n > 100 i X < 20; Krysicki
i wspotautorzy ksigzki Rachunek prawdopodobienistwa i statystyka matematyczna
w zadaniach8podaja, ze wystarczy aby n >50 i X < 10. Na jeszcze wieksze ustepstwa
pozwalajg A. lwasiewicz i Z. Paszek, autorzy ksigzki Statystyka z elementami staty-
stycznych metod sterowania jako$cig9, proponujac, aby: n >20, a X< 4.

Na uzytek niniejszej publikacji w dalszej czesci podrecznika przyjmiemy, ze
to ostatnie - najbardziej liberalne zatozenie - jest wystarczajace, aby do$¢ dobrze
przyblizyé rozktad dwumianowy.

Wartos$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej Z o rozktadzie Poissona
WYnNosi:

E(Z) = DZAZ) =X (3.13)

5 Denis Simon Poisson (1781-1840), francuski mechanik, fizyk i matematyk, za: Encyklopedia
PWN, Warszawa 2005, t. 13.

6 Zob. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 33.

7 T. Gerstenkorn, T. Srodka: Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa, wyd. 5, op. cit.

8 W. Krysicki i inni: Rachunek prawdopodobienstwa..., op. cit, s. 85

9 A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit. s. 34.
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natomiast odchylenie standardowe:

D(Z)=A. (3.14)

Przyktad 3.3

Podczas kontroli jako$ci sprzedawanych paliw zaktada sie, ze 1% stacji pali-
wowych w kraju sprzedaje paliwo ztej jakosci. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
w losowo wybranej niezaleznej prébie 100 stacji znajdg sie:

a) dwie stacje sprzedajgce paliwo ztej jakoSci,

b) co najwyzej jedna stacja handlujgca paliwami ztej jakosci.

ad a)

Niech Z oznacza zmienng losowg bedaca liczbg stacji, ktdre w probie 100 po-
branych do kontroli sprzedawaty paliwa zlej jakosci.

Poniewaz n — 100, a X = 1, do wyznaczenia wartos$ci szukanego prawdopodo-
biefstwa mozemy wykorzysta¢ wzér (3.11) i otrzymamy:

P(Z =2;3L=1) =i- 1|p* 0,184.

ad b)

Okreslenie, ze co najwyzej jedna stacja sprzedaje paliwa ztej jakosci, oznacza, ze
w pobranej prdbie znajdzie sie jedna stacja sprzedajaca paliwa ztej jakosci lub wszyst-
kie ze zbadanych stu stacji handlowaly paliwami spetniajgcymi normy jakosciowe.

Szukamy prawdopodobienstwa nastepujgcego zdarzenia losowego:

P(Z<1X=1)=Fz(2)=P(Z=0)+P(Z=1=
=eij +e'l =2 e 1=2- 0,368 = 0,736.
o 1

Do obliczenia szukanych prawdopodobiefstw, mozna wykorzysta¢ rowniez roz-
ktad dwumianowy. Wowczas prawdopodobienstwo realizacji zdarzenia opisanego
w podpunkcie a wyniesie:

rioo-i
P(Z=2;n =1]00,p = 0,01)- +0,012m0,99* =
v [

= 4950 «0,0001 +0,0001 0,37346428 = 0,184864819* 0,185.

Korzystajagc z rozktadu dwumianowego, mozna rowniez wyznaczy¢ doktadng
warto$¢ prawdopodobienstwa zdarzenia losowego, wyznaczonego w punkcie b tego
przykiadu.

Otrzymamy woéwczas:
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P{Z< 2;n =100,p = 0,01) =P{Z = 0) + P(Z = 1)=

'100 o
~+0,01° 0,9910 + . 0,01- 0,99" = 0,99in0 + 100 0,1 0,99« =

= 0,366032341 + 0,369729638 = 0,735761979* 0,736.

Poréwnujgc powyzsze wyniki, wyznaczone z zastosowaniem schematow rozktadu
Poissona irozktadu dwumianowego, mozna doj$¢ do wniosku, ze r6znice pomiedzy
wynikami przyblizonymi za pomocg schematu Poissona i wynikami doktadnymi
obliczonymi z wykorzystaniem schematu Bernoulliego sg na tyle mate, ze moznaje
zignorowac na rzecz zmniejszenia pracochtonnosci obliczen, {kp}

3.1.4. Rozktad hipergeometryczny

Zatozmy obecnie, ze z populacji /V-elementowej, w ktorej znajduje sie M ele-
mentéw posiadajacych okreslong ceche, losujemy w sposob zalezny (bezzwrot-
ny) «-elementoéw. Interesujgce nas zdarzenie losowe to wylosowanie z elementéw
o okre$lonej cesze.

Ponizsze doSwiadczenie zilustrowano na rys. 17.

Rys. 17. Schemat losowania zaleznego

Zrédto: opracowanie wiasne.

Niech zmienna Z oznacza liczbe elementéw o okreSlonej cesze (na rysunku ele-
mentow zacieniowanych) znajdujgcych sie w wylosowanej zaleznie prébie o licznosci
n. Zmiennata moze przyjmowac wartosci catkowite z przedziatu [0,«], ajej rozktad
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prawdopodobienistwa nazywany jest rozktadem hipergeometrycznym (Z~H(N,
M, n)). Prawdopodobieristwo zdarzenia losowego P(Z = z; N, M, n) wyznaczamy,
stosujgc nastepujacy wzér kombinatoryczny:

M N-M
n-z
P(Z =z;N, M, n) = (3.15)
gdzie:
N -M - liczba elementdw w populacji pozbawionych okreslonej cechy (na
rysunku elementy biate),
n-z - liczbaelementow w prébie nieposiadajgcych okreslonej cechy,
przy czym:
z=0,1,..,n\n<N-,z<M\z<n\n-z<N-M.
M
Jezeli zatlozymy, zep =—, to wowczas wz0or (3.15) mozna zapisa¢ nastepujg-
ColO.
Np  Ng
n-z
P(Z =z;N, M, n) = (3.16)

Warto$¢ oczekiwang oraz wariancje zmiennej losowej Z wyznacza sig, stosujac
wzory (3.17) i (3.18):

e ™ (3.17)
N
D2(Z)= —-npq. 3.18
(D)= "R, (3.18)
W pewnych przypadkach, zwitaszcza, gdy — 0, rozktad hipergeometryczny

mozna przyblizy¢ za pomocg rozktadu dwumianowego.
W przypadku, gdy N ->o00, M -» 00, N -> 00, a takze E(Z) -> X, X >0, wdwczas

P(Z =z;N, M, n) -» P(Z = z; A), (3.19)

co 0znacza, ze doktadng warto$¢ uzyskang z rozktadu hipergeometrycznego mozna
przyblizy¢, uzywajac rozktadu Poissonall

1Zob. A. Iwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 38.
N W. Krysicki i inni: Rachunek prawdopodobieristwa..., op. cit., s. 86.
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Przyktad 3.4

Wykorzystujgc informacje zawarte w przyktadzie 3.2 oraz powigzanych z nim
przyktadach 2.1 i 3.1, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polega-
jacego na tym, ze w trzykrotnym zaleznym (bez zwracania) losowaniu studentow,
mniej niz dwa razy natrafiono w badaniu na studenta z oceng bardzo dobra.

Poniewaz zatozyliSmy obecnie, ze losowanie odbywa sie bez zwracania, do
wyznaczenia szukanego prawdopodobienstwa, nie mozna zastosowaé¢ schematu
Bernoulliego, lecz nalezy skorzysta¢ ze wzoru na rozktad hipergeometryczny.

Wartos$¢ szukanego prawdopodobiefnstwa wyniesie:

P(Z< L N= 30,M= 3,n =3)=P(Z= 0) +P(Z =)=

2Tj

P £31 271
uiu  w L"IJ 2925 1053 _ 4 25 40.259=0,979.
501 Do 4060 4060

3 3j

Jak widac¢, rdznica pomiedzy wartoscig otrzymang przy wykorzystaniu rozktadu
hipergeometrycznego iwartoscig obliczong na podstawie rozktadu dwumianowego
(zob. Przyktad 3.2) jest bardzo mata i wynosi zaledwie 0,007 (0,979 - 0,972 = 0,007).
Jest to efekt tego, ze stosunek n/N —0,1 jest wartoScig bliskg zera, co pozwala na
aproksymacje rozktadu hipergeometrycznego za pomocg rozktadu dwumianowego,

{kp}

3.1.5. Rozktad Pascala (ujemny rozktad dwumianowy)
I rozktad geometryczny

Zagadnienie Pascalajest nieco podobne do zagadnienia Bernoulliego. W schemacie
Bernoulliego liczba niezaleznych doswiadczen n jest z gry ustalona, a szukamy praw-
dopodobienstwa, ze podczas tych doswiadczen z razy osiagniemy sukces. W schemacie
Pascala szukamy natomiast prawdopodobieistwa zdarzenia losowego, polegajagcego
na tym, ze liczba przeprowadzonych zgodnie ze schematem Bernoulliego doSwiad-
czen bedzie rowna N = n, przy czym zaktada sig, ze losowanie przeprowadza sie do
momentu otrzymania ustalonej liczby sukceséw z (z > 1).

T. Gerstenkorn i T. Srodka rozwiazanie tego problemu ujmuja w formie naste-
pujacego twierdzenial2

PT. Gerstenkorn, T. Srodka: Kombinatoryka..., op. cit., s. 172,
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Jezeli przeprowadzamy doswiadczenia wedtug schematu Bernoulliego o statym
prawdopodobienstwie sukcesu w poszczeg6lnym doswiadczeniu rwnymp az do mo-
mentu uzyskania z gory ustalonej liczby z sukcesdw (z > 1), to prawdopodobienstwo,
ze liczba doSwiadczen bedzie rownan (n >z), wyraza sie¢ wzorem:

rc-n
P(N=n;z,p)= | plan\ (3.20)

przy czym:

n>z>l,q —1-p.

Fakt, ze zmienna losowaN ma rozktad Pascala z parametramip iz (ujemny dwu-
mianowy, ang. negative binomial), bedziemy zapisywac w skrécie N ~NB(p, z).
Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej N jest rowna odpowiednio:

E(NyS, (3.21)
P

D2{N)=L1. (3.22)
p

W przypadku, gdy liczba sukceséw z = 1, wzor (3.20) redukuje sie do postaci:
P{N - n;z = \,p) - pg"~". (3.23)

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej N wyrazony wzorem (3.23)
zwykto nazywac sie rozktadem geometrycznym, a fakt ten zapisywac w skrécie
N ~G(p,z).

Warto$¢ oczekiwang oraz wariancje zmiennej losowej o rozktadzie geometrycz-
nym opisujg wzory:

E(N)=—, (3.24)
p

D-(N)=A- (3.25)

Przyktad 3.5

Doswiadczenie polega na losowaniu niezaleznym studenta z grupy 30-osobowej
i sprawdzeniu oceny otrzymanej z egzaminu z ,,Zarzgdzania jako$cig”. Losowanie
prowadzi sie do momentu dwukrotnego wylosowania studenta, ktdry otrzymat oce-
ng bardzo dobrg (5,0). Zaktadajac, ze rozktad ocen studentéw jest identyczny jak
w przyktadzie 2.1, obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze losowanie bedzie szeSciokrotne.

Szukane prawdopodobieristwo wyznaczamy, stosujgc wzdr (3.20) i otrzymuje-
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5
P(N=6;z=2/>=01)= 0,120,94= 5 m0,01 m0,6561 = 0,032805 =0,033.

Zatézmy obecnie, ze prowadzimy losowanie niezalezne do momentu natrafienia
na pierwszego studenta, ktory otrzymat oceng bardzo dobrg. Wyznaczmy prawdo-
podobienstwo zdarzenia losowego, ze potrzebne bedzie réwniez sze$¢ losowan.
Intuicyjnie prawdopodobienstwo takiego zdarzenia powinno by¢ dwa razy wieksze
od prawdopodobieristwa wyznaczonego w pierwszej czesci tego przyktadu.

Poniewaz losowanie przeprowadzamy do momentu osiggniecia pierwszego ,,suk-
cesu” (z = 1), wzor (3.20) mozna zastgpi¢ wzorem (3.23). Otrzymamy wowczas:

P(N=6;z=\,p =0,1) = 0,1 m0,95=0,059.

Potwierdza sie intuicyjne przypuszczenie, ze prawdopodobienstwo uzyskania
jednego sukcesu w szeSciu niezaleznych prébach (ok. 6%) jest dwukrotnie wieksze
niz uzyskanie dwaéch sukcesow (ok. 3%). {kp}

3.2. Wybrane rozktady jednowymiarowych
ciggtych zmiennych losowych

Sposrad licznych rozktadow ciggtej zmiennej losowej omoéwimy trzy wazniejsze.
Bedg to: rozktad prostokatny (jednostajny), rozktad normalny irozktad wyktadnicz-
ny. Podobnie jak zrobiliSmy to w punkcie 3.1, obok wzoréw opisujacych rozktady
zmiennych losowych podamy sposoby wyznaczania wartos$ci oczekiwanej iwariancji
tych zmiennych. Kazdy z opisanych rozktadéw zilustrujemy krétkim przyktadem
liczbowym.

3.2.1. Rozktad prostokatny (jednostajny, rownomierny)

Zmienna losowa X ma rozktad prostokatny (jednostajny, rownomierny) w sy-
tuacji, gdy funkcje gestosci tej zmiennej opisuje wzér:

(I dla x <a
f(x)=-—2— dla a<x<b. (3.26)
L-a

0 dla x >b

Dystrybuanta zmiennej losowej X opisana jest wzorem:

dla x <a
F(X)Z_IE)TQ_ dlaa<x<b. (3.27)
1 dla x >b
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Fakt, ze zmienna losowa X ma rozktad prostokatny, zapiszemy w skrécie
X~R(a, b).

Wykresy funkcji gestosci oraz funkcji dystrybuanty przedstawiajg rysunki 18
oraz 19.

Rys. 18. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu zmiennej losowej
o rozktadzie prostokgtnym

Zrédto-, opracowanie wiasne.

Rys. 19. Funkcja dystrybuanty rozktadu zmiennej losowej o rozktadzie prostokgtnym

Zr6dto-, opracowanie wiasne.

Wystarczy popatrze¢ na rysunek 3.2, aby zrozumie¢, skad wzieta sie nazwa
rozktadu. Pole powierzchni zawartej pomiedzy funkcjg gestosci, w przedziale [a, b],
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a osig odcietych, jest polem prostokata o bokach b-a na 1/(b-a). Oczywiscie, iloczyn
tych bokéw wynosi 1.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozktadzie prostokgtnym
wynoszg odpowiednio:

E (A >". (3.28)

D2(X)=(b~ar (3-29)
’ 12

Przykitad 3.6

Powr6émy do przyktadu 2.4, w ktorym zmienng losowa*by#t czas oczekiwania
pasazera na przyjazd tramwaju linii 15. Przypomnijmy, ze wyznaczona w przyktadzie
2.4, funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej * miata postac:

O1 dla x <0
- dla 0< * < 20,
I*)= o5
0 dla x >20
Zmienna losowa * ma wiec rozktad jednostajny o parametracha =0ib - 20.
Korzystajgc ze wzoru (3.27), mozemy wyznaczy¢ - bez koniecznosci stosowania
rachunku catkowego - posta¢ dystrybuanty:
0 dla x <0
x-0
F(x) = dla 0< x < 20,
20-0
1 dla x>20
Z czego wynika:
0 dla x <0
F(x)= — x dla 0< x < 20.
20
1 dla x >20
Wzory (3.28) i (3.29) pozwalajg natomiast szybko okresli¢ warto$¢ oczekiwang
i wariancje badanej zmiennej losowej *. Otrzymamy wowczas:
0+20 20
E(X) = 10,
(20-0)2 400
12 12 3
Otrzymalismy - szybciej i tatwiej - identyczne wyniki jak podczas stosowania
rachunku catkowego w przyktadzie 2.4. {kp}
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3.2.2. Rozktad normalny

Zmienna losowa X ma rozktad normalny, nazywany tez rozktadem Moivre’a-
-Gaussal3d o parametrach |i i ct(co zapisujemy w skrdcie X~N (\i\ 0)), jezeli jej funkcja
gestosci prawdopodobienstwa ma postac:

f(x)=— ex (3.30)
() a -J2n P

przy czym:
x g R, h e R, natomiastoefl +

Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej X wynoszg odpowiednio:

E(X) = n, (3.31)

DAX) = a2 (3.32)
Charakterystyczny wyglad krzywej rozktadu normalnego prezentuje rys. 20:

u-20 M
Rys. 20. Przyktadowa krzywa gestosci rozktadu normalnego

Zrédio, opracowanie wiasne.

Jak wida¢, rozktad normalny jest rozktadem symetrycznym wzgledem prostej
przebiegajgcej x = |i. Funkcja ta w punkcie o0sigga swoje maksimum wynoszgcel4

BCarl Friedrich Gauss (1777-1855), jeden z najwybitniejszych niemieckich matematykow;
Abraham de Moivre (1667-1754), matematyk angielski pochodzenia francuskiego.

UWartos¢ maksimum mozna obliczyé, wyznaczajac pochodng funkcji (3.30) i przyrownujac
jg do zera.
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I(=—i_. (3.33)

Im dalej na lewo i prawo od wartosci ( - w ktorej funkcja gestosci osiaga
maksimum - tym krzywa gestosci bardziej opada i zbliza sie asymptotycznie do osi
odcietych. Punkty przegiecia krzywej gestosci rozktadu normalnego majag odciete
H+ a. Parametr |i decyduje o potozeniu krzywej na wykresie, natomiast odchylenie
standardowe o decyduje o ksztatcie tej krzywej (wptywa na warto$¢ maksymalng
funkcji gestosci). Im odchylenie standardowe jest mniejsze, tym krzywa gestosci
jest bardziej ,,wysmukla”, im wieksze, tym bardziej ,,sptaszczona”. Na rysunku 21
przedstawiono dwa wykresy rozktadu normalnego o tym samym odchyleniu stan-
dardowym, lecz réznigce sie wartoscig oczekiwang. Z kolei na rysunku 22 warto$¢
oczekiwana jest taka sama, natomiast rozktady réznig sie wartoscig odchylenia
standardowego.

standardowych i r6znych wartosciach oczekiwanych Hi <

Zrédio: opracowanie whasne.

Rys. 22. Dwie krzywe rozktadu normalnego o identycznych warto$ciach
oczekiwanych i réznych odchyleniach standardowych

Zrodio: opracowanie wiasne.
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Dystrybuanta zmiennej losowej X ~N (\i, 0) wyrazana jest wzorem:

) exP 7V gx, (3.34)

F(X):av7§ﬁ 21 a )

Przyktadowy wykres dystrybuanty przedstawiono na rysunku 23.

Rys. 23. Przyktadowy wykres dystrybuanty rozktadu normalnego

Zrodio: opracowanie wlasne.

Funkcje gestosci rozktadu normalnego charakteryzujg nastepujgce wiasciwo-
$cils

PH—0 <X <n +c) = 0,6826, (3.35)
P(H- 20 < X < (i + 20) = 0,9545, (3.36)
PH- 3c <X <n + 30) = 0,9973. (3.37)

Powyzsze zaleznoSci ilustruje rysunek 24.

Wiasnosc¢ (3.37) okres$la sie mianem reguty ,,trzech sigm”.Oznacza ona, ze prawie
sto procent wartosci, jakie przyjmuje zmienna losowa X, znajduje sie w przedziale

(H- 30, (i + 30).

BA. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 42.
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H-20 M+20 li +3a  x
Rys. 24. Wiasnosci funkcji gestosci rozktadu normalnego

Zrodio: A. Iwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. Cit., s. 43.

W praktyce korzysta sie najczesciej ze zmiennej standaryzowanej U~N{\i = 0;
o=1), ktéra powstaje wwyniku nastepujacej transpozycji:
X-E{X)
D (X)
Wartosci zmiennej losowej U wynosza:

(3.39)
a
Wartos$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej U wynoszg odpowiednio:
E(U) =0, (3.40)
D2U) = 1 (3.41)

Modyfikacji ulegnie rowniez funkcja gestosci i dystrybuanta zmiennej standa-
ryzowanej U.
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa ma postac:

(3.42)

przy czym u e R, natomiast dystrybuanta (nazywana czesto funkcjg lub catkg
Laplace’al® zmiennej losowej U przedstawia sie nastepujgco:

ifi Pierre S. de Laplace’a (1749-1855).
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1 /2
® (k) A fexpl 2 Jdu (3.43)

W wiekszosci podrecznikdw do statystyki publikuje sie tablice prezentujgce
wartos$ci funkcji (3.43) w przedziale od u « -3 do u » 3, lub w przedziale od u = 0
dou~3.

W dodatku do tego podrecznika (zob. tablica I) zamieszczono tablice dystrybu-
anty zmiennej standaryzowanej Uw przedziale odu = -3 dou = 3.

Dzieki tablicom nie musimy wielokrotnie wyznaczac catki zgodnie ze wzorem
(3.43). W przypadku, gdy mamy do wyznaczenia warto$¢ dystrybuanty zmiennej
losowej U dla dowolnej wartosci -uo, i korzystamy z tablic podajgcych wartosci
dystrybuanty tylko dla przedziatu od u = 0 do u » 3, to wowczas mozna skorzystac
z nastepujgcej zaleznosci:

O(-wo) = 1- O(WO). (3.44)

Powyzsza wiasnos¢ wynika z faktu, ze funkcja gestosci jest funkcjg symetryczng
wzgledem osi rzednych. Na rysunku 25 przedstawiono graficzng prezentacje dys-
trybuanty 0(«o0).

P9

0 1

Rys. 25. Graficzna prezentacja dystrybuanty ®(«n)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Obok wtasnosci (3.44) mozemy rowniez sformutowacé trzy kolejne wiasnosci:

(3.45)

P(X>je0) =1-F(-t0)=1-0 ( ~ ) = 1 o (o> (3.46)
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P(xl<X<x2) =p\t-~<
v a a a

=p\Zizk < u< E4ZiL| :(1[£lZ+L|_c,[£iZEk:®(M)_®(M).
a a |J a ) \ a

Wiasnosci (3.46) i (3.47) ilustrujg rysunki 26 i 27.

Zrédto-, opracowanie wiasne.

Zr6dio', opracowanie wiasne.

Przyktad 3.7

W bardzo duzej grupie studentdw przeprowadzono egzamin z ,Zarzadzania
jakos$cig” - mierzac wyniki na ciggtej skali od 0 do 40 punktéw. Ustalono, ze rozktad
wynikow jest zblizony do normalnego ze $rednig 29,5 iodchyleniem standardowym
wynoszacym 6,4.
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1) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, zdarzenia losowego, ze wybrany przypadkowo
student otrzyma! liczbe punktow:
a) mniejszg niz 25,
b) z przedziatu (25; 35),
¢) wiekszg niz 35;

2) wiedzac, ze 10% studentéw otrzymato oceny bardzo dobre (5,0), prosze ob-
liczy¢, ile minimalnie nalezato otrzymaé punktéw, aby otrzymac ocene 5,0?

ad 1)
Niech zmienna losowa X oznacza liczbe punktow uzyskanych przez losowo
wybranego studenta, przy czym™> ~ N(29,5; 6,4).

ad la)
P(X<25)=P X ~295 < = u<-0,70)=
( ) 6,4 6,4 J P )
= 0(-0,70) = 1-0(0,70) = 1- 0,7580 = 0,242.
ad Ib)

P(25<X<35'):PH 256319’5 <Yy gﬁg’s < 358%9'5}: p$0,70 <fl< 0,865 =

= 0(0,86) - 0(-0,70) = 0,8051 - [1-0(0,70)] =
= 0,8051 - 1+ 0,7580 = 0,5631.

ad Ic)
P{X>35) = pf{A‘EZQ’S > 35~29,53 = P(U>0,86) =

=1-0(0,86) = 1-0,8051 = 0,1949.

Uzyskane wyniki oznaczajg, ze ok. 24% studentéw otrzymato mniej niz 25
punktéw, ponad 56% studentow otrzymato liczbe punktéw z przedziatu (25; 35)
i ok. 19,5% badanych miato liczbe punktéw wiekszg niz 35.

ad 2)
Wiedzac, ze 10% studentéw otrzymato ocene bardzo dobrg, mozemy wniosko-
wac, ze oceny 90% badanych sg nizsze niz 5,0. Mozna zatem zapisac:

P(X < Xd) = 0,9,

gdzie$ oznacza dolng granice przedziatu punktowego, ktéremu przyporzagdkowano
ocene 5,0.
Utrzymujac wczesniejsze zatozenie: * —N (29,5; 6,4), mozemy zapisac:
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P(X<xd)=0Q,0=>p X 295 xd295 _, .
6,4 6,4

*  _ '~
—p /< " 29,5 =09 :>O/{rf 29,5x:

0,9.
6,4 6,4

Obecnie naszym zadaniem jest znalezienie takiej wartosci Mo, dla kt6rej dystry-
buanta d>(uo) = 0,9. Korzystajac z tablicy |, szukamy ws$rdéd wartosci dystrybuanty
najblizszej 0,9 iodczytujemy warto$¢ m jako sume wartosci wystepujacych w nagtéwku
odpowiedniej kolumny i odpowiedniego wiersza dajgcego na przecieciu wartos$c
najbardziej zblizong do 0,9. W badanym przypadku jest to wiersz 1,2 i kolumna 0,08,
co po zsumowaniu daje warto$¢ 1,28. Mozna wiec zapisac:

r -795
0(1,28) *0,9=> ~ =128

Po rozwigzaniu powyzszej rGwnosci wzgledem” otrzymamy:
xd= 1,28 «6,4 + 29,5 = 37,692 * 37,7.

Powyzszy wynik oznacza, ze w przyblizeniu od 38 punktow na 40 mozliwych sta-
wiano studentom ocene bardzo dobra, {kp}

W pewnych przypadkach rozktad normalny mozna stosowac jako dosy¢ dobre
przyblizenie rozktadu dwumianowego. Dzieje sie tak w przypadkach, gdy liczno$¢ proby
(/2) jest duza, a prawdopodobienstwo ,,sukcesu” bliskie 0,5. J.E. Freund17podaje, ze
rozktad normalny o $redniej n = np i odchyleniu standardowym o= np (1-p),
mozna stosowac do aproksymowania rozktadéw dwumianowych, nawet gdyn jest ,,nie-
zbytduze”,ap rézne od 0,5, lecz nie bliskie 0 ani 1. Cytowany autor podaje, ze aby moz-
liwe byto uzycie rozktadu normalnego do aproksymacji rozktadu dwumianowego, to
w praktyce wystarczy sprawdzi¢, czy np oraz n(l-p) jest wieksze niz 5.

Przyktad 3.8

Zatdézmy, ze badamy opisang w przyktadzie 2.1 grupe 30 studentow, ze wzgledu na
otrzymang ocene zegzaminu z ,,Zarzadzaniajakos$cig”. Przeprowadzono doSwiadcze-
nie polegajace na 12-krotnym niezaleznym wylosowaniu studenta i sprawdzeniu jego
oceny z egzaminu. Obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia losowego, ze podczas
losowania czterokrotnie natrafiono na studenta zoceng dostateczng (3.0) lub studen-
tazoceng dobrg (4.0). ,,Sukcesem”w tym doswiadczeniu jest wylosowanie studenta

T7Zob. np. J. E. Freund: Podstawy nowoczesnej statystyki..., op. cit., s. 185.
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z oceng dostateczng lub studenta z oceng dobrg. Poniewaz (zob. przyktad 2.1, tab-
lica 2.1) w badanej grupie byto 9 studentéw z ocenami dostatecznymi i 6 z ocenami
dobrymi, prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczym losowaniu wyniesie:

p = (9 + e»)/30 = 0,5.

Obliczmy najpierw szukane prawdopodobienstwo, postugujac sie schematem
Bernoulliego. Niech zmienna Z~B(n = 12,p = 0,5) oznacza liczbe studentéow
z oceng 3,0 lub 4,0 w niezaleznej prébie n — 12 oséb. Poszukiwane prawdopodo-
bieAstwo wyniesie:

12
P(Z =4;n —12,p = 0,5) = 0,54-0,58= 495 m0,0625 0,00390625 = 0,1208.
V/\

Poniewaznp = 6 > 50razn(1-p) = 6 > 5, do przyblizenia warto$ci szukanego
prawdopodobienstwa mozemy uzy¢ rozktadu normalnego o parametrach \i = np = 6
ia="np{\-p) =V12-0,5 0,5 =J3 «1,732. Poniewaz zmienna Z jest zmienng dys-
kretng (skokowg), mogacg przyjmowaé wartosci z = 0,1,2, ..., n, musimy zastoso-
wac tu poprawke na ciggtos¢, ktéra bedzie polegata na zamianie kolejnych wartos-
ci z na przedziaty od z- 0,5 doz + 0,5. | tak na przyktad z = 1 bedzie odpowiadat
przedziat od 0,5 do 1,5,z = 2 to przedziat od 1,5 do 2,5 itd.

W miejsce szukanego prawdopodobienstwa zdarzenia losowego P(Z = 4;n = 12,
p = 0,5), bedziemy mieli obecnie P(3,5 < Z < 4,5;n = 6,0, 0 = 1,732), przy czym
Z~N(b,0; 1,732).

Postepujac analogicznie jak w punkcie Ib przyktadu 3.7, otrzymamy:

f35-60 _Z-6,0 456,
P < — <
1,732 1732 1,732
H(-0,87)-® (-1,44) = 1- 0(0,87)-[1 - 0(1,44)] =
1- 0,8078 - 0,9251 = 0,1173.

P{3,5 < Z < 4)5) = P(-1,44 < U<-0,87) =

Jak tatwo zauwazy¢, r6znica pomiedzy wartoscig doktadng - obliczong na podsta-
wie rozktadu dwumianowego - a wartoscig przyblizong, wyznaczong za pomoca roz-
ktadu normalnego, jest bardzo mata i wynosi zaledwie 0,0035 (0,1208 - 0,1173).

Wykorzystujac rozktad normalny, mozemy roéwniez szybko obliczy¢ np. P(Z >4),
co po uwzglednieniu poprawki na ciggto$¢ zapiszemy P(Z >3,5). Jezeli tak jak po-
przednio zatozymy, ze Z~N(6,0', 1,732), to wowczas szukane prawdopodobienstwo
wyniesie:
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35 —6,0
P(Z>35) =P Z>— =P(U>-1,44) = 1-P(U < -1,44) =
1,732

= 1-0(-1,44) = 1- [1-0(1,44)] = 0(1,44) = 0,9251.

Zauwazmy, ze gdybySmy prébowali rozwigza¢ to zagadnienie, stosujagc wzor
Bernoulliego, to szukane prawdopodobiefstwo P(Z > 4) nalezatoby rozbi¢ na sume
prawdopodobienstw:

P(Z>4)=P(Z=4)+P(Z=5)+...+P(Z =12

P(Z>4)= 1-P(Z<4)=1-F,(4) = 1- [P(Z=0)+ (Z= 1)+ (Z=2) + P(Z =3)].

Liczba koniecznych obliczer bytaby oczywiscie niewspétmiernie wigksza do tych,
jakie musimy wykonagé, stosujac jako przyblizenie rozktad normalny.

3.2.3. Rozkiad wyktadniczy

Moéwimy, ze zmienna losowa T ma rozktad wyktadniczy, jezeli funkcja gestosci
prawdopodobienstwa ma postac:

(3.48)
natomiast dystrybuante opisuje wzor:
(3.49)
Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej T wynoszg odpowiednio:
E(T) = (3.50)
DT) = X2 (3.51)

Graficzng ilustracje funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty rozktadu
wyktadniczego zaprezentowano na rysunkach 28 i 29.
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Rys. 28. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu wyktadniczego

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Rys. 29. Funkcja dystrybuanty rozktadu wyktadniczego

Zrédto-, opracowanie wiasne.

Przyktad 3.9

Czas bezawaryjnej pracy telewizorow marki NONAME jest zmienng losowg
o rozktadzie wyktadniczym. Producent deklaruje, ze przecietny czas bezawaryjnej
pracy wynosi 150 miesiecy. Obliczy¢ prawdopodobieristwo nastepujgcych zdarzen

losowych:
a) losowo wybrany telewizor bedzie dziatat poprawnie przez co najmniej 5 lat,
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b) losowo wybrany telewizor ulegnie awarii przed koficem okresu gwarancyjnego
trwajacego 2 lata,

c) losowo wybrany telewizor ulegnie awarii pomiedzy czwartym ipiatym rokiem
uzytkowania.

Niech T oznacza zmienng losowg 0znaczajacg czas niezawodnej pracy telewi-
zora.

Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej T: E(T) — 150 miesiecy.
Korzystajgc z wiasnosci (3.61), mozemy zapisac:

E(T) =/,'= - =150 =>X= — o
X 150

ad a)
Piec lat to inaczej 60 miesiecy. Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo to:

60
P(7>60)=1- P(7°<60) =1-/v(60) =1-(I-<rx) =e *=e Bo=e-°4» 0,67.

Prawdopodobienistwo, ze telewizor bedzie dziatat niezawodnie przez co najmniej
5 lat, wynosi ok. 0,67.

ad b)
Prawdopodobienstwo, ze telewizor ulegnie awarii w okresie dwdch pierwszych
lat (24 miesiecy) uzytkowania, wyniesie:

P{T<24)=FT(24)=1-e x =l-e § =i _e->16*0,15.

Prawdopodobienstwo, ze telewizor zepsuje sie w okresie gwarancji, wynosi ok.
0,15.

ad c)
Obecnie poszukiwane prawdopodobiernstwo to:

48

60
P(48< T<60)=/rr(60)-F7#(40) =1-e is6-(l-g is6)=e-0,32_%-0.4 *0,056.

Prawdopodobienstwo awarii telewizora pomiedzy czwartym a pigtym rokiem
uzytkowania wyniesie ok. 0,056. {kp}

3.3. Dwuwymiarowy rozkiad normalny

Jednym zwazniejszych rozktadéw dwuwymiarowej zmiennej losowej ciggtej jest
rozktad normalny, ktérego funkcja gestosci przedstawia sie nastepujgco:
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(x i)t 2P(-MjQr-mMr) (y ~m>)2
f(X,y) = ommes " p 2Ap) (3.52)
2keszoy™M - p
gdzie:
M \iy - wartosci oczekiwane zmiennych losowych X i,
Ot, ov- odchylenia standardowe badanych zmiennych,
p - wspotczynnik korelacji.

Odpowiednie funkcje brzegowe fx(x) oraz fy(y) definiuje sie nastepujaco:

fx{x) = =e i

— T ,
GxyJ2n
( ¥,)2

fy(y)=-——"¢ , (3.54)
avv2n

(3.53)

Jezeli wspotczynnik korelacji p badanych zmiennych losowych X i 7 jest rowny
zero (zmienne sg nieskorelowane), to wowczas funkcje gestosci prawdopodobienstwa
(3.52) mozna przedstawi¢ jako:

i -~ i
f(x,y)-fx(x)fr(y) =—"r=¢e N e L=e "~ =
°j2n °'J~n , (3.55)

1 & NP
=-—1_ g2 a2 Ve
2na

y

Brak korelacji pomiedzy zmiennymi oznacza w przypadku tego rozktadu, ze
zmienne losowe X iV sg niezalezne.

Jezeli natomiast wspdtczynnik korelacji p = 1lub p = -1, to wowczas funkcja
gestosci prawdopodobienstwa nie jest okre$lona, co oznacza, ze pomiedzy zmienny-
mi losowymi X iY zachodzi zalezno$¢ funkcyjna. Otrzymany w ten sposéb rozktad
nazywa si¢ osobliwym dwuwymiarowym rozktadem normalnym 18

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowej zmiennej losowej ciagtej, funk-
cje (3.52) mozna poddawaé standaryzacji poprzez podstawienie: (i, = jow = 0 oraz
gx = ay = 1 Dzieki standaryzacji zmniejsza sie liczba parametrow decydujgcych
o0 postaci funkcji gestosci tylko do jednego, ktérym jest wspdtczynnik korelacji p.

Przeanalizujmy na koniec rozktady warunkowe otrzymane z dwuwymiarowego
rozktadu normalnego. Opierajgc sie na wzorach (2.69) i (2.70), otrzymamy:

f\Y) = = e A ey, (3-56)

Zob. np. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka... op. cit., s. 58.
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/10'1-0 =41V =-——m-m 1 grTrr -~ pj. (3.57)
[«W  ow2Tt(l-p2

Otrzymany w ten sposéb warunkowy rozktad normalny (3.56), okreslany jest
przez parametry:

A=A _ _A
H Py (V). (3.58)
oraz
° ='W 1-P 2, (3.59)

Analogicznie parametrami rozktadu (3.57) sa:

0,
ALr=A +P— Cy-H¥), (3.60)

oraz
%li-P2, (3-61)

Parametry te to oczywiscie warunkowe wartosci oczekiwane i warunkowe od-
chylenia standardowe 19

3.4. Wybrane twierdzenia graniczne

Twierdzenia graniczne majg wazne znaczenie w szeroko pojetym rachunku
prawdopodobienstwa. Dotyczg one probleméw omawiajgcych wiasnos$ci graniczne
ciggéw zmiennych losowych. Twierdzenia graniczne podajg warunki, po spetnieniu
ktérych dla ciggu zmiennych losowych istnieje asymptotyczny rozktad o okreslonej
postaci. Zwykle ws$rdd twierdzen granicznych wyrdznia sie dwie grupy: twierdze-
nia lokalne i twierdzenia integralne. Pierwsze z nich (lokalne) dotyczg zbieznoSci
funkcji prawdopodobieristwa lub funkcji gestosci, natomiast drugie (twierdzenia
integralne) poruszajg problem zbieznosci ciggu dystrybuant zmiennych losowych
do pewnej dystrybuanty granicznej. Odrebng klase twierdzen granicznych stanowia
tzw. prawa wielkich liczb, ktére dotyczg zbieznosci ciagu zmiennych losowych do
rozktadu jednopunktowego.

Niektére z twierdzeri granicznych wprowadzili$my juz podczas omawiania wy-
branych rozktadéw zmiennych losowych dyskretnych i funkcji gestosci zmiennych

P Czytelnika zainteresowanego praktycznym zastosowaniem ciggtych rozktadéw dwuwymia-
rowych odsytamy np. do podrecznika W. Krysicki i inni: Rachunek prawdopodobiefistwa
i statystyka matematyczna w zadaniach, cz. I., PWN, Warszawa 1986, rozdziat 5 lub do
T. Gerstenkorn, T. Srodka: Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa, op. cit.. roz-
dziat 7.
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losowych ciagtych. Na przyktad w rozdziale 3.1.3 pisaliSmy o zbieznosci rozktadu
dwumianowego do rozktadu Poissona, w rozdziale 3.1.4 o aproksymacji rozktadu
hipergeometrycznego za pomocg rozktadéw dwumianowego i Poissona, natomiast
w rozdziale 3.2.2 0 mozliwosci przyblizenia rozktadu dwumianowego za pomocg
rozktadu normalnego. Podczas omawiania czestosciowej definicji prawdopodo-
bienstwa wspomnieliSmy takze o prawie wielkich liczb Bernoulliego. Obecnie usy-
stematyzujemy te pojecia i w kolejnych trzech podrozdziatach oméwimy trzy wazne
twierdzenia graniczne: prawo wielkich liczb Bernoulliego, nierownos$¢ Czybyszewa
i twierdzenie Moivre’a-Lgplace’a.

3.4.1. Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Zatézmy, ze rozwazamy zmienng losowa W, zdefiniowang jako:

Y Y X 7
Wn=—1+ +..+ . (3.62)
n n n n
gdzie:
X\, jest ciggiem niezaleznych zmiennych zero-jedynkowych, o identycznych

wartosciach oczekiwanych wynoszacych p.
Zmienna *,,przyjmuje nastepujacy cigg wartos’,ci:i, 3 ... limadwumianowy
nn

rozktad prawdopodobienstwa postaci (3.7), o parametrach n ip (W,,~B(n,p)).
Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej W,, sg rdwne:

E(Wn) =" =2£=p, (3.63)
n n
P2(H:)=D2Z) =npq =pcL (3 64)
ri2 n2 n

Prawo wielkich liczb Bernoulliego gtosi, ze cigg zmiennych losowych IV, jest
zbiezny stochastycznie (wedtug prawdopodobienstwa) do wartoscip. Oznacza to, ze:

’I\L[(nnl"d W,,-p\<e) =1, (3.65)

gdzie e >0 jest dowolnie matg liczba rzeczywista.

Wiasnos¢ (3.65) oznacza, ze wraz ze wzrostem liczebnosci proby n do nieskon-
czonosci, prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, bedzie dazy¢ do jednosci.

Przyktad 3.10

Zatozmy, ze rozpatrujemy grupe 30 studentow opisang w przyktadzie 2.1, badang
ze wzgledu na ocene otrzymang z egzaminu z ,,Zarzadzania jakos$cig”. Zatézmy,
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ze ,,sukcesem” jest z-krotne wylosowanie (w /i-krotnym losowaniu ze zwracaniem)
studenta z oceng dostateczng lub dobrg. Niech zmienna Wnoznacza czestos$¢ (frak-
cje) ,,sukceséw” uzyskanych w s-krotnym losowaniu ze zwracaniem (losowaniu
niezaleznym).

Zbadajmy, czy dla n réwnego kolejno: 5,10 20 prawdziwa jest wiasnos¢ (3.65).
Podczas analizy przyjmiemy, ze € = 0,1-

Poniewaz w badanej grupie byto 9 studentdw z oceng dostateczng i 6 z oceng
dobrg, zatem prawdopodobiefAstwo ,,sukcesu” w pojedynczej probie wyniesie p =
15/30 = 0,5.

Rozwazymy nastepujgce zmienne losowe:

Wn=5~B(n = 5,p =0,5), W,,=io~B(n = 10,p = 0,5), Wn=20~ B{n = 20,p = 0,5).

Poniewaz € = 0,1, otoczeniem punktup = 0,5 bedzie przedziat [0,4; 0,6].

Jezeli n = 5, to wéwczas zmienna Ws ma nastepujacy zbidr wartosci: {0; 0,2;
0,4; 0,6; 0,8; 1}.

Do otoczenia p nalezg jedynie wartosci 0,4 i 0,6, w przypadku, ktérych liczba
»Sukcesow”z = 2 lub z = 3. Mamy zatem:

P( - 0,51<0,1) =P{W5=04) + POK5= 0,6) =
511

0,52 0,53+ 0,53 0,52=
V2,

= 2-(10 0,25 0,125) = 0,625.
Dlan = 10, Wio: {0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 1}.
Do otoczeniap nalezg obecnie trzy punkty: 0,4; 0,5 0,6, ktore powstaty w wyni-

ku podzielenia trzech warto$ci zmiennej Z rownych odpowiednio: 4, 5 i 6. Szukane
prawdopodobienstwo bedzie teraz rowne:

P(IH/10-0,5]| <0,1) = P(Ww = 0,4) + P{WX = 0,5) + P(Wm = 0,6) =

10
m0,54m0,56 + *0,55-0,55 6 *0,56 0,54=

5

210 ®0,0625 0,015625 + 252 +0,03125 +0,03125 +
210 +0,015625 =0,0625 = 0,205 + 0,246 + 0,205 = 0,656.

+

Jezeli n = 20, to Wz(: {0; 0,05; 0,1; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3; 0,35; 0,4; 0,45; 0,5;
0,55; 0,6; 0,65; 0,7; 0,75; 0,8; 0,85; 0,9; 0,95; 1}.

Do otocznia punktu p nalezg obecnie wartosci: 0,4; 0,45; 0,5; 0,55; 0,6, dla ktérych
liczba ,,sukceséw” z jest rowna odpowiednio: 8,9,10,11,12. Otrzymamy nastepujace
prawdopodobienstwo:
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P(\W2- 0,51<0,1) = P{W20=0,4) + P(W20 =0,45) + P(IWQ=0,5) +

20"
+ P(W2=055) + P(Wb = 0,6) = 0,58m0,52+ ¢
1«,
20 ‘20 20

+ 10 0,510 0,510+ 1 *0,5n m0,59+ 12

0,59 0,5n +

+0,512-0,58=
= 0,1201 + 0,1602 + 0,1762 + 0,1602 + 0,1201 + 0,1201 = 0,7368.

Jak widac, im liczebnos¢ proby n jest wieksza, tym prawdopodobiefAstwo P(\Wn
- p |<e) jest blizsze jedno$ci. Mozna sie rowniez spodziewaé, ze dla n rownego 30,
40, 50, 100 itd. otrzymane réznice 1- P(\W,,-p \<e) bedg zmierzac do zera. {kp}

3.4.2. Nierowno$¢ Czybyszewa

Nierownos¢ Czybyszewa? pozwala oszacowaé prawdopodobienstwa, przy
zatozeniu, ze znana jest warto$¢ oczekiwana badanej zmiennej losowej oraz ze
zmienna ta przyjmuje wartosci dodatnie. Nie jest wymagana natomiast znajomos$¢
rozktadu tej zmiennej.

W literaturze2l znanych jest kilka zapiséw postaci nierownosci Czybyszewa.
Najprostsza z nich to taka, ze:

P(X <k) >1-k—, (3.66)

gdzie:
X - jest zmienng losowg przyjmujgca wartos$ci nieujemne,
- skonczona warto$é oczekiwana zmiennej losowej X,
k - dowolna stata dodatnia.

Jezeli obok warto$ci oczekiwanej |i znana jest rowniez warto$¢ odchylenia stan-
dardowego o, to woéwczas wygodna w wielu zagadnieniach jest nastepujgca postac
nieréwnosci Czybyszewa:

P(X-ix\>ko)<he, (3.67)

lub réwnowazna:
P(|*-n|>A:a)>I-.-L . (3.68)

D Pafnutij Czybyseew (1821-1894) - rosyjski matematyk, tworca petersburskiej szkoty mate-
matyczijej"prejfcsr’]friMiiwersytetu w Petersburgu.
2L Zob. n£;;i'GerstenkQF&, T. Srodka: Kombinatoryka..., op. cit., s. 388.
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Nieréwnos¢ (3.68), mozna zapisa¢ rowniez:
P(n-ka <X< (i+ko)>1—k2, (3.69)

Interpretacja powyzszego zapisu Swiadczy, ze jezeli dany jest dowolny rozktad ze
$rednig niodchyleniem standardowym a, to prawdopodobienstwo otrzymania warto-

sciw granicach k odchylen standardowych od $redniej jest wieksze bagdz rowne 1_k?

Przyktad 3.11

Niech zmienna losowac¢ oznacza liczbe punktéw uzyskanych podczas egzami-
nu z ,Zarzgdzania jakoscig” przez losowo wybranego studenta, przy czym (tak jak
w przyktadzie 3.7) X —N(29,5; 6,4).

Z jakim prawdopodobiefstwem mozna twierdzi¢, ze zmienna losowa A' odchyli sie
bezwzglednie od swej wartosci oczekiwanej o mniej niz jedno, dwa i trzy odchylenia
standardowe.

Przyjmujac w nierownosci (3.68), kolejno za k wartosci 1, 2 i 3, otrzymamy:

P(|*-29,5|<a)> 1 -~ =0,

P(\X-29,51<20) > 1- » =0,75,

P(\X~29,5\< 3ct)> 1~ ~0,809.

Uzyskane oszacowania wartosci prawdopodobieristwa, na podstawie nierdw-
nosci Czybyszewa sg znacznie mniej doktadne, niz te same prawdopodobienstwa
uzyskane opisang w podrozdziale 3.2.2 metodg trzech sigm (porownaj z (3.35),
(3.36) i(3.37)).

Pamietaé¢ jednak nalezy, ze nieréwnos$é Czybyszewa jest uniwersalna dla
wszystkich typow rozktadow, podczas gdy reguta trzech sigm odnosi sie jedynie do
rozktadu normalnego. Dlatego tez mozna jg stosowa¢ we wszystkich przypadkach,
gdy nie jesteSmy pewni, jakim typem rozkiadu charakteryzuje sie badana zmienna
losowa, {kp}

3.4.3. Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a

Twierdzenie to juz czeSciowo zostato omowione w podrozdziale 3.2.2. Obecnie
usystematyzujemy jedynie pewne zwigzane z nim pojecia. Zatdzmy, ze rozpatrujemy
cigg zmiennych Z,, postaci (3.7), (Z,, jest sumg rozwazanych n zmiennych zero-jedyn-
kowych: Z,, = X\ +... + X,,) o0 rozktadzie dwumianowym o parametrach n ip.
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Zmienne te poddajemy standaryzacji, transformujac je w cigg zmiennych Un
postaci:

ren (3.70)

Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a gtosi, ze cigg dystrybuant F,,(u) tak okres-
lonych zmiennych losowych Un, w miare wzrostu n do nieskorniczonosci dazy do
dystrybuanty rozktadu normalnego z parametrowymi (i = 0 io = 1 Mozna wiec
zapisac:

limF,,(M) = <Xm) = [exp| — du. (3-71)
Van i 2

2n

Powyzsze twierdzenie nazywa sie integralnym twierdzeniem granicznym
Moivre’a-Laplace’a.
Z powyzszego twierdzenia mozna wyciggna¢ nastepujgce wnioski:
- cigg zmiennych losowych X,, o rozktadzie dwumianowym o parametrach n
ip dazy do rozktadu normalnego o parametrach (i = np io =Jnpq,

- cigg zmiennych losowych W,, =X I%( =+ .. + X -Z ma asymptotyczny
n n

tl n

rozktad normalny z parametrami: (i=p io :.\!/— ]
n

Zalecamy czytelnikom ponowne przestudiowanie przyktadu 3.8, w ktérym
pokazaliSmy jedng z mozliwosci zastosowania twierdzenia granicznego Moivre'a-
-Laplace’a.

Przedstawione w podrozdziale 3.4 twierdzenia graniczne nie wyczerpujg catko-
wicie tego tematu2

2 Czytelnikowi zainteresowanemu tg wazng tematyka zalecamy przestudiowanie np. rozdzia-
tu 9wspominanej wielokrotnie pracy: T. Gerstenkorn, T. Srodka: Komhinatoryka i rachunek
prawdopodobienstwa, op. cit.
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Whnioskowanie statystyczne Rozdziat
- podstawowe pojecia 4

Whnioskowanie statystyczne nazywane tez popularnie statystykg matematyczng
uznaje sie za dziat statystyki SciSle zwigzany z rachunkiem prawdopodobiefistwa.
Rachunek prawdopodobienstwa od statystyki matematycznej odrdznia przede
wszystkim to, ze w rachunku prawdopodobienistwa podczas wyznaczania prawdopo-
dobienstwa zajscia zdarzen losowych zaktada sie zwykle petng znajomos¢ rozktadu
badanej zmiennej losowej. W obrebie statystyki matematycznej wyr6znia sie dwie
grupy zagadnien: teorie estymacji (szacowania) oraz teorie weryfikacji hipotez
statystycznych.

Punktem wyjscia wnioskowania statystycznego jest zatozenie, ze populacja
(nazywana czesciej w tym dziale statystyki zbiorowoscig generalng) poddawana jest
badaniom niewyczerpujagcym (czeSciowym). Jest to istotna cecha odrézniajgca ten
dziat statystyki od statystyki opisowejl, w ktdrej zaktada sie najczesciej, ze badania
populacji majg charakter wyczerpujacy (stuprocentowy). Badania wyczerpujgce
populacji w wielu przypadkach sg niecelowe czy niewykonalne. Przykladem mogg
by¢ tutaj badania o charakterze niszczacym lub badania populacji sktadajgcych sie
znieskonczonej liczby elementow. W takich sytuacjach, Zzrodtem informacji opisuja-
cych zbiorowos$¢ generalng jest pochodzgca z niej préba (probka). Probe definiuje
sie jako skonczony podzbior populacji, podlegajacy bezposSredniemu badaniu ze
wzgledu na interesujgce nas wiasciwosci populacji. Liczba jednostek, elementow
zbiorowosci statystycznej wybranej do proby nazywana jest liczebnos$cig proby
ioznaczana symbolem n. Zaobserwowane wartosci badanej cechy u tych elementéw
zbiorowosci generalnej, ktére weszty w sktad préby, nazywane sg wynikami préby.
Zbior wszystkich mozliwych wynikow préby o licznoSci n nazywa sie przestrzenig
préby. W praktyce operuje sie najczesciej tzw. probg losowa, ktorej dobor elemen-
tow odbywa sie w drodze losowania (np. za pomocg tzw. tablic liczb losowych), a nie
na drodze celowego doboru. Wyniki préby losowej o licznosci n stanowig wartosé n
-wymiarowej zmiennej losowej lub n - wymiarowego wektora losowego.

1 Zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki, Cz. /. Statystyka opisowa, Krakowskie
Towarzystwo Edukacyjne sp. z 0.0., Krakéw 2003.
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Podczas doboru proby dba sie rowniez o to, aby jej struktura pod wzgledem
badanej cechy przypominata strukture populacji, z ktérej préba pochodzi (préba
ma by¢ ,,miniaturg” populacji). Préba o takich wasnosciach nazywana jest proba
reprezentatywna.

O tym, czy préba jest reprezentatywna czy tez nie, decydujg zwykle techniki
i schematy losowania préby.

4.1. Techniki doboru préby

Préby moga byé dobierane w sposdb celowy, losowy lub tez celowo-losowy. Préb-
ki celowe dobierane sg w sytuacji, gdy badane cechy sg skorelowane z okreslonymi
cechami kwalifikujgcymi. W takiej sytuacji wnioskowanie odbywa sie na podstawie
wartosci ekstremalnych i nazywane jest wnioskowaniem ekstremalnym2.

Przyktad 4.1

Klasycznym przyktadem losowania celowego moze by¢ np. losowanie majgce
ustali¢, czy w pewnej zbiorowosSci zwierzat danego gatunku nie wystepuje choroba
zakaZzna. Do proby celowej zostang zaliczone te zwierzeta, ktére swoim zachowa-
niem (np. sa osowiate, nie przyjmujg pokarmu, maja zwiekszone taknienie itp.)
wyraznie odbiegajag od zachowania pozostatych zwierzat badanego stada. Jezeli
po doktadnym przebadaniu tych osobnikéw (np. za pomocg odpowiednich badan
morfologicznych), okaze sie, ze nie sg one chore, to mozna przypuszcza¢ z duzym
prawdopodobienstwem, ze cate stado jest rowniez zdrowe, {kp}

Przyktad 4.2

Zat6zmy, ze konstruktor samochodoéw jest zainteresowany opinig uzytkowni-
kéw na temat rozmieszczenia okreslonych przyciskéw sterujgcych w samochodzie.
Jest rzeczg oczywistg, ze najwiecej ciekawych opinii moze on uzyska¢ od kierow-
cow, ktorzy czesto prowadzg samochod. W powyzszej sytuacji dobor préby bedzie
dwustopniowy. W pierwszym kroku z catej zbiorowosci nalezy celowo wybrac tylko
osoby spetniajgce zatozone kryterium (tzn. np. majg prawo jazdy iprzynajmniej lraz
w tygodniu prowadzg samochdéd). W kroku drugim zwyodrebnionej grupy oséb nale-
zywylosowaé n - 0s6b iwsrdd nich przeprowadzic¢ badania (np. badania ankietowe).
Opisany schemat doboru préby ma charakter celowo-losowy. {kp}

2 Zob. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 76.
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Przyktad 4.3

Nauczyciel chce poznac strukture ocen swoich studentéw, lecz brakuje mu czasu,
aby przebadaé wyniki wszystkich studentéw. Postanowit wiec, ze pobierze prébe
o charakterze losowym. Aby zagwarantowac losowos¢ proby, wprowadzit nastepu-
jace zasady:

e kazdy student nalezacy do badanej populacji ma w spos6b jednoznaczny

przyporzagdkowany numer (np. numer indeksu na liscie obecnosci),

¢ numery zostaty naniesione na oddzielne karki (losy), ktére trafity do specjalnej

urny.

Podczas losowania kartek z numerami studentow nauczyciel stosuje jedng
z dwdch technik:

e technika pierwsza: po wyciggnieciu kartki identyfikuje studenta ijego ocene

(oceny), a nastepnie wrzuca kartke na powrét do urny,
» technika druga: po wyciagnieciu kartki identyfikuje studenta ijego ocene
(oceny), a nastepnie odktada kartke na bok i nie wrzuca jej do urny.

Proces losowania jest wykonywany n razy. {kp}

Opisany w przyktadzie 4.3 spos6b doboru préby ma charakter losowy. O tym,
czy dany student stanie sie obiektem badan, decyduje przypadek, a nie subiektywny
wybor badacza. Jezeli pobrana w opisany spos6b préba jest dostatecznie duza, to
mozna przypuszczac, ze bedzie ona reprezentatywna. Reprezentatywnos$c pobranej
préby oznacza, ze powinna by¢ ona miniaturg catej zbiorowosci. Jednostki, ktore
sie w niej znajda, muszg by¢ reprezentatywne dia catej populacji. Struktura proby
i struktura populacji powinny by¢ niemal identyczne.

Opisane dwie techniki losowania poznaliSmy juz w trakcie omawiania rozktadéw
zmiennych losowych. Sg to oczywiscie:

» losowanie ze zwracaniem (losowanie niezalezne),

* losowanie bez zwracania (losowanie zalezne).

Podczas pierwszej techniki losowania, w kolejnych aktach losowania, kazda
jednostka zbiorowosci generalnej posiada jednakowag szanse trafienia do préby.
Wynik kolejnego losowania nie zalezy od historii wczesniejszych losowan. Odmien-
nie jest w przypadku losowania bez zwracania. Tutaj wynik kolejnych losowan jest
Scisle powigzany z wynikami wczes$niejszych losowan. R6znice pomiedzy wynikami
otrzymanymi tymi technikami zacierajg sie wraz ze wzrostem liczebnoéci zbiorowosci
generalnej istosunku liczebnos$ci préby (n) do liczebnosci populacji (N). Do oceny
tego zjawiska mozna wykorzysta¢ nastepujacy wskaznik:
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Jezeli wartos$¢ e jest bliska jednosci, to wéwczas réznica pomiedzy wynikami
otrzymanymi za pomocg opisanych technik losowania przestaje byc¢ istotna.

Opisany w przyktadzie 4.3 nauczyciel, wybierajgc jednostki do préby, miat dostep
do wszystkich studentow nalezgcych do badanej populacji. Jego losowanie mozna
nazwac losowaniem indywidualnym nieograniczonym. Jezeli zdecyduje sie on na
technike losowania ze zwracaniem (niezaleznego), to uzyskang prébe mozna okresli¢
mianem préby losowej prostej. W pewnych przypadkach losowanie indywidualne
nieograniczone nie jest mozliwe, gdyz jednostki zbiorowosci sg $ci$le pogrupowane
w pewne zbiorowosci, a ich podziat jest nieuzasadniony lub niemozliwy. W takiej
sytuacji przeprowadza sie tzw. losowanie zespotowe, podczas ktdrego wybiera sie
nie indywidualne jednostki, lecz ich zbiorowosci. Prébe tworzg wszystkie jednostki
badania wchodzgce w sktad wylosowanych zespotow. Jednostka badania nie po-
krywa sie z jednostka losowania. Na przyktad podczas badania zjawiska, jakim jest
przyszta praca zawodowa studentow, zespotem (jednostkg badania) moze by¢ grupa
dziekanska, a jednostkg badania student. Innym przyktadem, w ktorym mozna za-
stosowac losowanie zespotowe, moze by¢ kwestia badania poprawnosci naliczania
podatku dochodowego w urzedzie skarbowym, gdzie zespotem moze by¢ grupa na-
zwisk zaczynajgca sie od liter A, B, C itd., natomiast jednostka badania sg zeznania
podatkowe zaliczone do wylosowanego zespotu. Spos6b tworzenia zespotdow musi
pozostawac w zgodzie z merytoryczng koncepcjg badan. Jezeli w trakcie kolejnych
losowan zespotowych maleje liczebnos¢ pobieranych zbiorow, to takie losowanie
zwykto okresla¢ sie mianem losowania wielostopniowego. W przypadku zbiorowo-
§ci, z wyraznie zaznaczonym podziatem na warstwy (podzbiory) zalecane jest tzw.
losowanie warstwowe. Podziat populacji na warstwy (nazywany tez stratyfikacjg)
ma za zadanie wyodrebnienie sposrod bardzo zr6znicowanej zbiorowosci generalnej,
wzglednie jednorodnych grup, zktérych w kolejnych krokach wybiera sie bezzwrotnie
elementy i tworzy probe wspdlng dla wszystkich warstw3.

Dos¢ powszechnym sposobem doboru proby jest takze dobdr losowy z interwa-
tem, nazywany tez losowaniem sekwencyjnym. Jest to metoda oparta na zasadzie, ze
do préby trafia co k - ta jednostka zbiorowos$ci, przy czym pierwsza jednostka - od
ktorej rozpoczyna sie pobieranie - jest wybierana losowo. Symbol k oznacza tutaj
odstep (interwat losowania) ijest on wyznaczany z relacji: k = N/n, gdzie: N ozna-
cza liczebnos$¢ populacji, natomiast n - jest liczebnosScig proby. Warto$¢ k musi by¢
liczbg catkowitg i dlatego jest ona zaokraglana w d6t do najblizszej liczby catkowitej.
Wybor pierwszej jednostki determinuje wybér pozostatych. Z tego wzgledu ten typ
losowania jest losowaniem ograniczonym.

Spotyka sie tu dwa algorytmy wyboru punktu startu losowania. W pierwszym
przypadku punkt ten przypada na k pierwszych jednostek zbiorowos$ci generalnej
(tzn. lezy w pierwszej strefie pomiedzy 0 a &). Kolejne elementy pobierane do préby

3 Technika losowania warstwowego oraz inne techniki losowan zostaty opisane szczegétowo
np. w: J. Steczkowski: Metoda reprezentacyjna w badaniach zjawisk ekonomiczno-spotecznych,
Warszawa-Krakow 1995.
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sg oddalone na prawo od punktu startu o kolejne wielokrotnosci k (k, 2k, 3k, itd.).
W drugim przypadku punkt startu moze znajdowac sie w dowolnej strefie zbiorowo-
sci generalnej, a jednostki dobierane do préby sg oddalone na prawo ina lewo od
punktu startu o kolejne wielokrotnosci k. Niekiedy dla poprawy reprezentatywnosci
probki wybiera sie kilka réznych punktéw startu.

W praktyce pobieranie proby losowej nie zawsze odbywa sie - tak jak opisano
w przykiadzie 4.3 - przy uzyciu urny. Dos$¢ czesto w procesie losowania wykorzy-
stuje sie tzw. tablice liczb losowych czy tez elektroniczne generatory liczb losowych,
w ktére wyposazona jest wiekszos¢ arkuszy kalkulacyjnych typu Excel czy Works.
W nastepnym z podrozdziatow zaprezentujemy podstawowe techniki wykorzystania
tablic liczb losowych w trakcie wyboru proby losowe;j.

4.2. Tablice liczb losowych

Dos¢ czesto tablice liczb losowych pogrupowane sg w ponumerowane bloki
skladajace sie np. z 25 wierszy i 10 kolumn czterocyfrowych liczb4. Tablice liczb
losowych zostaty zamieszczone w osobnym dodatku na koncu podrecznika (zob.
tablice Va-Vj). Wczesniej kazdej jednostce zaliczanej do badanej zbiorowosci
przyporzadkowuje sie w sposdb jednoznaczny symbol literowy lub czesciej liczbe
catkowitg z przedziatu [1; AT).

Technike takiego pobierania zilustrujemy kilkoma przyktadami opisujgcymi
rézne przypadki.

Przypadek |

Najwyzszy numer w populacji jest nie wiekszy od 99.

Przyktad 4.4

W skrzyni znajduje sie zapakowanych pojedynczo 85 nieponumerowanych
opakowar szklanych. Celem sprawdzenia poprawno$ci zapakowania nalezy pobraé
w sposoOb losowy prébe o licznosci 7 elementow.

Etapy doboru préby:

1. W pierwszym kroku nalezy ponumerowac poszczegdlne sztuki. W tym celu na-
nosimy kolejne numery na poszczegdlne opakowania (opisujemy, przyklejamy
etykiety z numerami, lub umawiamy sie, ze znajduja sie one w odpowiedniej
kolejnosci). Numerowanie wykonujemy liczbami o statej liczbie cyfr. W tym
przyktadzie 01; 02; 03;...; 83; 84; 85.

2. Ustalamy poczatek odczytywania. W tym celu wybieramy w sposob dowolny
blok, wiersz i kolumne tablic liczb losowych.

4 Zob. np. PN N-03010; Statystyczna kontrola jakosci. Losowy wybor sztuk do prébek; PKN
1951.
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Np: blok 5
wiersz 6
kolumna 3

3. Odczytujemy kolejne liczby losowe zapisujgc tylko dwie pierwsze cyfry.
08 32 77 34 31 75 (89) (88) 46

Liczby w nawiasach sg wieksze od 85 i nie moga by¢ wykorzystane. Po ich po-
minieciu pozostaja:

08 32 77 34 31 75 46

Jezeli ktdry$ z numerdw zostatby wylosowany dwukrotnie, jednostka produktu
badana jest jednokrotnie, natomiast wynik badania uwzgledniany jest dwa razy.
Wazne jest to, ze jednostka taka nie zostaje wyeliminowana z badania ani tez nie
zostaje dolosowana jednostka dodatkowa, {kp}

Przypadek Il
Najwyzszy numer w populacji jest nie wiekszy od 999.

Przykiad 4.5

Wylosowac 10 elementowg prébe z transportu zegarkow o koncéwkach kolejnych
numerow seryjnych od 000 do 299 oraz od 400 do 650.
1. Jako kolejne numery wykorzystujemy koncowki numerdw seryjnych od 000
do 299, oraz od 400 do 650
2. Ustalamy poczatek odczytywania.
Np: blok 1
wiersz 3
kolumna 2
3. Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajgc pierwsze trzy cyfry:

511 (683) (896) (355) (753) (462) 110 (797) 512 (479) (728) 449 150
424 035 (859) 096 555 281

Liczby w nawiasach nie nalezg do przedziatdéw okreslonych przez koncowki
numerdw seryjnych i nie mogg by¢ wykorzystane. Po ich pominigeciu pozostaja:

511 110 512 449 150 424 035 096 555 281. {kp}

Przypadek 111
Najwyzszy numer w populacji jest nie wiekszy od 9 999.
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Przyktad 4.6

Nalezy wylosowac 12 sztuk z partii produktéw o liczno$ci 8533 sztuk ponume-
rowanych kolejno.

1

Ustalamy poczatek odczytywania pierwszego.
Np: blok 3
wiersz 3
kolumna 6

. Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajac pierwsze dwie cyfry.

30 02 48 33 0719 28 92 03 61 51 93 14

. Ustalamy poczatek odczytywania drugiego.

Np: blok 4
wiersz 10
kolumna 4

. Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajgc pierwsze dwie cyfry.

81 51 56 14 44 19 28 84 81 20 92 54 42

. Sktadamy kazdy numer czterocyfrowy z dwu grup po dwie cyfry.

3081 0251 4856 33140744 1919 2828 9284 0381 6120 5192
(9354) 1442

Liczba w nawiasach jest wieksza od liczebnosci badanej partii i nie moze by¢
wykorzystana. Po jej pominieciu pozostajg:

3081 0251 4856 33140744 1919 2828 9284 0381 6120 5192 1442

Przypadek IV
Najwyzszy numer w populacji jest nie wiekszy od 99 999.

Przyktad 4.7

Nalezy wylosowaé 11 sztuk z partii produktéw o liczno$ci 84545 sztuk ponume-
rowanych kolejno.
1. Ustalamy poczatek odczytywania pierwszego.

Np: blok 1
wiersz 16
kolumna 1

. Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajac pierwsze dwie cyfry.

62 41 57 25 28 34 30 35 23 53
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Ustalamy poczatek odczytywania drugiego.

Np: blok 10

wiersz 6

kolumna 5

Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajgc pierwsze trzy cyfry.

706 821 365 719 427 628 255 098 212 529 096

Sktadamy kazdy numer pieciocyfrowy z dwu grup po dwie i trzy cyfry i ewen-
tualnie eliminujemy liczby wieksze niz liczebno$¢ populacji.

62706 41821 57365 14719 25427 28628 34255 30098 35212 23529 53096

Przypadek V
Najwyzszy numer w populacji jest nie wiekszy od 999 999.

Przyktad 4.8

Nalezy wylosowaé 10 sztuk z partii produktéw o liczno$ci 855000 sztuk ponu-
merowanych kolejno.

1

Ustalamy poczatek odczytywania pierwszego.

Np: blok 10

wiersz 5

kolumna 8

Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajac pierwsze trzy cyfry.

710 304 524 628 269 840 701 706 821 365

Ustalamy poczatek odczytywania drugiego.

Np: blok 1
wiersz 5
kolumna 5

Odczytujemy kolejne liczby losowe, uwzgledniajac pierwsze trzy cyfry.
605 793 573 246 225 629 187 518 259 550

Sktadamy kazdy numer szeSciocyfrowy z dwu kolejnych odczytéw i ewentu-
alnie eliminujemy liczby wieksze niz liczebno$¢ populacji:

710605 304793 524573 628246 269225 840629 701187 706518 821259
365550
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Przypadek VI
Losowanie bez uzycia tablic liczb losowych ,,losowanie bezposrednie”

W pewnych przypadkach, np. uniemozliwiajgcych ponumerowanie sztuk nale-
zacych do badanej populacji, dopuszcza sie takze tzw. losowanie bezposrednie. Ten
typ losowania moze mie¢ zastosowanie np. w odbiorczej kontroli jakosci produk-
tow, podczas ktorego poszczegolne jednostki nalezy pobrac¢ do badania niezaleznie
od tego, czy pobierajagcy przypuszcza lub przewiduje, ze dane jednostki okazg sie
zgodne lub niezgodne z wymaganiami jakoSciowymi. Jezeli istnieje mozliwos¢, ze
rézne warstwy produktu wewnatrz opakowania, stosu lub sterty cechujg sie roznym
poziomem jakosci, to nalezy do probki pobiera¢ jednostki ze Srodka z wierzchu i ze
spodu kazdego wylosowanego opakowania, stosu lub sterty. Metody tej nie nalezy
natomiast stosowa¢ w sytuacji, gdy wady poszczeg6lnych jednostek nalezacych do
badanej partii sg na tyle wyrazne, ze moga by¢ rozpoznane bez zaawansowanych
metod badawczych.

Losowanie proby moze przebiegaé réwniez wielostopniowo. Z tego typu lo-
sowaniem mamy do czynienia na przyktad, gdy jednostki produktu pakowane sg
w opakowania jednostkowe, te w wieksze itd. Wowczas w pierwszym losowaniu
nalezy pobra¢ najwieksze opakowanie, nastepnie coraz mniejsze, a na koncu sztuki
znajmniejszych opakowan zbiorowych. Niekt6re z tych losowan (zwtaszcza ostatnie)
moga by¢ przeprowadzane ,,bezposrednio”.

Przyktad 4.9

Partia spinaczy biurowych jest dostarczana w ten sposéb, ze pakuje si¢ je najpierw
w mate pudetka (zawierajgce $rednio 100 sztuk), te w wieksze pudia (zawierajgce
100 pudelek), te nastepnie w skrzynie (zawierajgce 5000 pudet)

W pierwszym kroku losuje sie skrzynie, po ich otwarciu losuje sie pudta, nastepnie
pudetka i na koncu pobiera ,,bezposrednio” kilka czy kilkanascie spinaczy, {kp}



Rozdziat Wybrane zagadnienia
S Z teorii estymacji

5.1. Uwagi wstepne

Zatozmy, ze rozpatrujemy n elementowg prébe prosta, ktorg badamy ze wzgledu
na zmienng losowg>. Uzyskane w trakcie badania wyniki utworzg skoiczony zbior

Pobierajgc dwie lub wiecej n - elementowe proby losowe, otrzymuje sie z reguty
tylez samo roéznych ciggdw wynikéw opisujagcych badang zmienng losowg *. Tak
jak zaznaczono to we wstepie do rozdziatu 4, ciggi otrzymanych wynikoéwxj, ...x,,
traktowac bedziemy jako realizacje ciggu n zmiennych losowych¥*:,..., Xninazywac
prébga losowg lub krétko prébka.

Uzyskane tg drogg wyniki moga postuzy¢ do wyciggania wnioskow o badanej
zbiorowosci generalnej. W przypadku estymacji wnioskowanie ma stuzy¢ szacowaniu
nieznanych wartosci parametrow lub ich funkcji, ktére charakteryzujg rozktad ba-
danej cechy populacji. Jezeli szacunek dotyczy nieznanego parametru populacji, to
wowczas mowimy o estymacji parametrycznej, jezeli, natomiast efektem szacunku
ma by¢ posta¢ funkcji opisujacej rozktad badanej zmiennej opisujacej zbiorowos¢
generalng, to wowczas takie postepowanie okreslimy estymacjg nieparametryczng.
W dalszej czesci podrecznika zajmiemy sie estymacjg parametryczng. Jezeli efektem
szacunku nieznanego parametru populacji jest jedna liczba, czyli punkt na osi liczb
rzeczywistych, to estymacje nazywamy punktowg. Jezeli natomiast efektem szacunku
jest przedziat na osi liczb rzeczywistych (tzw. przedziat ufnosci), ktéry z okre§lonym
prawdopodobienstwem pokrywa nieznang warto$¢ parametru, to wowczas estymacje
nazywamy przedziatowa.

5.2. Estymatory i ich wtasnosci

Podstawowymi pojeciami estymacji sa: estymator, szacowany parametr i ocena
parametru (oszacowanie).
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Estymatorem, nazywanym tez statystykg czy charakterystykga z proby, jest funkcja
préby losowej X i , X n, ktorej rozktad prawdopodobienistwa zalezy od szacowa-
nego parametru. Ogoélnie estymator szukanego parametru Q oznaczymy symbo-

lem Qn. Wykorzystujac zatozenia przyjete w podrozdziale w 5.1, mozna zapisac:

Qn=f(X1X 2,...,Xn). (5.1)

Szacowanym parametrem Q, moze by¢ np. $rednia (ilub wariancja o2wzbio-
rowosci o rozktadzie normalnym,/? w rozktadzie dwumianowymczy Xw rozktadzie
Poissona.

Jak wynika z zapisu (5.1), estymator Qnjest funkcjg ciagu zmiennych losowych
X[,.., Xn, co pocigga wniosek, ze nalezy go uwazaé rowniez za zmienng losowa.

Oceng parametru Q nazwiemy konkretng warto$¢ liczbowg

9n~fixi. =2 (5-2)

jaka przyjmuje estymator Q,, parametru Q dla realizacji proby (x\,xi, ...,x,,).

Poniewaz szacunek nieznanej wartosci parametru Q opiera sie na probie losowej,
wartos¢ liczbowa (5.2) moze by¢ obarczona btedem szacunku. Biedem szacunku
parametru Q nazwiemy réznice Q - gn.Sposrdd dostepnych estymatoréw parametru
Q nalezy wybrac ten, dla ktérego btad szacunku jest najmniejszy.

Dobroc¢ okreslonego estymatora opisywanajest za pomocg jego wiasnosci. Od do-
brego estymatora wymaga sie gtownie, aby byt: nieobcigzony, zgodny i efektywny.

A
Estymator Qnjest nieobcigzony, jezeli jego wartos¢ oczekiwana jest rowna sza-
cowanemu parametrowi, tzn.:

ela) =Q- (5.3)

Jezeli warto$¢ estymatora jest r6zna od szacowanego parametru, to wéwczas
estymator nazywamy obcigzonym, a wyrazenie:

5,=e[a"Q, (5.4)

okreslane jest mianem obcigzenia estymatora.
Jezeli obcigzenie 8,, wraz ze wzrostem liczebnosci préby maleje do zera tzn.:

lims,, = 0, (5.5)

to wdwczas estymator nazywany jest estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym.
Jezeli estymator jest asymptotycznie nieobcigzony, oznacza to, ze otrzymywane
za pomocg niego szacunki wolne sg od btedu systematycznego.
Z powyzszego wynika, ze jezeli chcemy otrzymywac prawidtowe szacunki, to
w przypadku matych préb nalezy stosowac¢ estymatory nieobcigzone, natomiast gdy
proba jest duza, estymator powinien by¢ co najmniej asymptotycznie nieobcigzony.
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Estymator nazywany jest zgodnym, jezeli:

Hgg(/>( Qn-Q <e =1 (5.6)

gdzie e jest dowolnie matg, dodatnig liczbg rzeczywists.

Wyrazenie (5.6) oznacza, ze zwiekszajgc liczebno$¢ proby, otrzymuje sie coraz
wieksze prawdopodobienstwo tego, ze estymator przyjmie wartosci niewiele réznigce
sie od wartosci szacowanego parametru Q.

Pomiedzy wiasnosciami nieobcigzonosci i zgodnoSci mozna wyr6znié nastepujace
zaleznoscil

1. Jezeli estymator Qnparametru Q jest zgodny, to jednocze$nie jest on asymp-

totycznie nieobci%Zony, przy czym zalezno$¢ odwrotna nie jest prawdziwa.

2. Jezeli estymator Qnparametru Q jest nieobcigzony lub asymptotycznie nie-
obcigzony, oraz gdy w miare wzrostu liczebnos$ci préby do nieskoficzonosci
wariancja estymatora dazy do zera, to wowczas estymator Qnjest rowniez
zgodny.

Jezeli parametr Q moze byé oszacowany za pomocg k réznych nieobcigzonych
estymatordw, to wéwczas najefektywniejszym estymatorem jest ten, ktory posiada
najmniejszg wariancje. A

Chcac ocenic¢ efektywno$é badanego estymatora Q',,, nalezy skorzystac z ilorazu:

(5.7)
gdzie:
D2 - wariancja estymatora najefektywniejszego,
D2 - wariancja estymatora badanego.

Im warto$¢ wyrazenia (5.7) jest blizsza jednosci, tym estymator jest efektyw-

niejszy. Jezeli natomiast w miare wzrostu liczebnos$ci préby warto$¢ e Q,, zmierza

do jednosci, to estymator nazwiemy asymptotycznie najefektywniejszym. Mozemy
zatem zapisac, ze Qnjest asymptotycznie najefektywniejszy, jezeli:

(5.8)

1 Zob. np. M. Sobczyk: Statystyka, PWN 1998, s. 120.
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Obok tych trzech wiasnosci wymienia sie niekiedy czwarta, jakg jest wystarczal-

nos$¢ (dostatecznos$c). Estymator Qn, parametru Q jest dostateczny, jesli zawiera
wszystkie wiadomosci, jakie na temat szacowanego parametru zostaty zawarte
w probie i zaden inny estymator nie moze da¢ o nim (parametrze) dodatkowych
informacji2.

Na przyktad za estymator dostateczny wartosci oczekiwanej populacji moze
uznac Srednig arytmetyczng z proby, w odroznieniu od statystyki (xmm + xirex)12, ktéra
opiera sie tylko na dwéch warto$ciach (minimalnej i maksymalnej) z préby.

5.3. Metody uzyskiwania estymatoréw

Istniejg trzy metody uzyskiwania estymatoréw:
1) metoda momentow (MM),

2) metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW),
3) metoda najmniejszych kwadratow (MNK).

Pierwszg z nich - metode momentéw - datuje sie na przetom XIX i XX wieku,
a za jej tworce uznaje sie K. Pearsona. Istota MM polega na tym, ze warto$¢ mo-
mentu z préby przyjmuje sie za oszacowanie odpowiedniego momentu zbiorowosci
generalnej. Na przyktad, aby oszacowac warto$é oczekiwang populacji wykorzystuje
sie jako estymator moment zwykly z proby, natomiast do oszacowania wariancji,
zgodnie z metodg momentéw, nalezy uzy¢ momentu centralnego rzedu drugiego.

Uzyskane metodg momentow estymatory sa najczesciej zgodne, lecz obcigzone
i mato efektywne. Duzo lepsze estymatory otrzymuje sie, stosujgc metode najwiekszej
wiarygodnosci (MNW). Powstata ona w latach dwudziestych XX wieku, a za twdrce
uwaza sie R.A. Fiszera. Podstawowym pojeciem metody jest tzw. wiarygodnos$¢
(ang.likelihood) préby, ktérg okresla sie - w zaleznosci od rodzaju zmiennej losowej
-jako taczne prawdopodobienstwo lub faczng gestosé prawdopodobienstwa wyni-
kow jei, ..., X,, Otrzymanych na podstawie proby. Wiarygodnos$¢ proby jest oczywiscie
uzalezniona od prawdziwej wartosci szacowanego parametru Q. Systematyzujgc
powyzsze stwierdzenia, mozemy zapisac:

L(x],. x,,-,Q)ZIfIlf(xr'l Q), (5.9)
dla ciggtych zmiennych losowych, lub

L(xI,..xn-,Q)--;‘nYi\pix,;Q), (5.9a)
dla dyskretnych zmiennych losowych.

2 Ibidem, s. 121.
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Ideg MNW jest znalezienie takiej wartosci parametru Q, przy ktorej funkcja (5.9)
lub (5.9a) osigga maksimum. Wadg omawianej metody jest to, ze warunkiem koniecz-
nym, pozwalajagcym zastosowa¢ MNW jest znajomos$¢ postaci funkcyjnej rozktadu
populacji, co w praktyce czesto jest utrudnione. W kolejnych podrozdziatach przed-
stawimy przebieg uzyskiwania estymatorow metodg MNW dla zmiennych losowych
o rozktadzie dwupunktowym, Poissona, normalnym iwyktadniczym. Najpierw jednak
scharakteryzujmy krotko ostatnig trzecig metode uzyskiwania estymatorow.

Z metodag najmniejszych kwadratéw (MNK) spotkaliémy sie juz w pierwszej
czesci podrecznika, podczas omawiania metod szacowania parametrow funkcji re-
gresji i funkcji trendu. Metode datuje sie na poczatek X1X w, a za jej twdrce uznaje
sie K. Gaussa. Istotny wptyw na rozwdj tej metody miat rowniez A. Markoéw. Istotg
MNK, jest taki dobor ocen szacowanych parametréw, aby suma kwadratow roznic
wartosci empirycznych danej funkcji i wartosci teoretycznych byta minimalna. Uzy-
skane tym sposobem estymatory parametrow liniowych funkcji regresji lub liniowych
funkcji trendu sg zgodne, nieobcigzone i najefektywniejsze w klasie estymatoréw
liniowych.

5.3.1. Estymacja MNW parametru p w rozktadzie
dwupunktowym
Zatozmy, ze zbiorowosé generalna charakteryzuje sie rozktadem zerojedynko-

wym z parametremp = P(X = 1). Z populacji pobrano //-elementowg prébe losowg
Xi, ...,Xn. Funkcje wiarygodnosci opisywac¢ bedzie rownanie (5.10) postaci:

L=L{xI,.xn\p)=px{\ p)lx"+px*(l-py 1 +..+px-(I-p)1
Y v (5-10)
=f\px(i-p)lx'=P" "' (1-p)

Po obustronnym zlogarytmowaniu funkcje (5.10) mozna zapisa¢ w postaci:

InL= "Zxi\np +(n-"' tX|)\n(I p).

i=1

Po obliczeniu pierwszej pochodnej wzgledem p otrzymamy:

dinL « 1 . « . 1
«-lm* Dlammmaee
B T EY

Aby wyznaczy¢ warto$¢p, przy ktorym funkcja (5.10) osigga maksimum, otrzy-
mang pochodng przyréwnujemy do zera i mamy wowczas:

1 —=

1 n 1
Xi (n-1%i) - = 0.
i=1 i

Po rozwigzaniu wzgledemp réwnania (5.10) dostajemy:
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*
I*,-

P= P,,Z—n (5-11)

Z powyzszego zapisu wynika, ze estymatorem parametrup w rozktadzie dwu-
punktowym jest klasyczna Srednia arytmetyczna z préby. Poniewaz kazda ze zmien-
nych losowych X, (i = 1,....n), moze przyjmowac 0 lub 1,nwartoéé licznika jest sumag

jedynek. Jezeli sume te oznaczymy symbolemz (tzn. z = £*,m), to wowczas réwnanie
(5.11), mozemy zapisac¢ nastepujgco:

p:pn:ﬁ (5-12)

i interpretowac jako frakcje jedynek w prostej prébie «-elementowej.

Otrzymany estymator (5.12) jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym i na-
jefektywniejszym. Warto zaznaczy¢, ze estymator (5.12) jest rowniez estymatorem
parametrup populacji o rozktadzie dwumianowym. Dzieje sie tak, poniewaz zmienna
losowa o rozktadzie dwumianowym jest sumg n niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie zero-jedynkowym.

5.3.2. Estymacja MNW parametru x w rozktadzie
Poissona

Zatbzmy obecnie, ze populacja ma rozktad Poissona o parametrze X Funkcja
wiarygodnosci L bedzie miata postac:

AXxe x  XA*e-nl (5'13n

Dokonujac podobnych jak w punkcie 5.3.1 przeksztatcen iobliczen, otrzymamy:
n n
InL=2 v InX- rik

* = . " = (5.14)

Otrzymany estymator parametru Xjest nieobcigzony, zgodny i najefektywniejszy.
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5.3.3. Estymacja MNW parametrow | i c2w rozktadzie
normalnym

Stosujgc metode najwiekszej wiarygodnosci, na podstawie «-elementowej proby
prostej pobranej z populacji, ktérej badana zmienna X ma rozktad normalny N(ji,
a), ustalimy estymatory parametréw (i i 02 Funkcja wiarygodnosci bedzie miata
postac:

1 -
L =L(x,, ..,%)i,ct) =P] exp 1I.X' "
, ia-J2n 2i a
5.15
Lo . (5.15)
exp
er-J2n

Po obustronnym zlogarytmowaniu otrzymamy:

InL =«In —+ «In— —
a 421 202

Obliczajgc pierwsze pochodne wzgledem (iio02iprzyréwnujac je do zera, otrzy-
mamy nastepujacy uktad réwnan:

<anL1 0
. Xi~nv- =
di n i
dinL 1

a3 2¢" Rér 9

z ktérego wyznaczamy szukane estymatory:

i- (5.16)

a?=a? =1L (5.17)

Estymator (5.16) jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym i najefektywniej-
szym, natomiast estymator (5.17) jest zgodny i tylko asymptotycznie nieobcigzony.

5.3.4. Estymacja MNW parametru x w rozktadzie
wyktadniczym
Na koniec rozwazan dotyczacych metody MNW przeanalizujemy proces wyzna-

czania estymatora parametru Xdla populacji o rozktadzie wyktadniczym. Wyjsciowa
funkcja wiarygodnosci bedzie miata postac:
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n »Z*,
L =L(x],..,X,,-,X) =Y\ Xe'IX =Xe (5.18)

Postepujac analogicznie jak we wczes$niejszych przypadkach, otrzymamy:

a stad:
X=X, (5.19)

Otrzymany estymator parametru Xjest tym razem odwrotnoscig $redniej aryt-
metycznej z proby.

5.4. Estymacja punktowa parametrow
jednowymiarowej zmiennej losowej

5.4.1. Uwagi wstepne

Przedstawimy obecnie sposoby punktowej estymacji podstawowych parametrow
opisujacych rozktady jednowymiarowej zmiennej losowej. Szacowanymi parametrami
beda: warto$¢ oczekiwana, wariancja i wynikajgce z niej odchylenie standardowe.
W zwigzku z tym, ze rozwazamy obecnie punktowg estymacje, za kazdym razem
efektem estymacji bedzie jedna warto$¢ (punkt na osi liczb rzeczywistych).

5.4.2. Estymacja wartosci oczekiwanej

Istnieje kilka estymatorow pozwalajgcych na punktowy szacunek nieznanej
wartosci oczekiwanej zbiorowosci generalnej, jednak najlepszym jest Srednia arytme-
tyczna z préby. Srednig arytmetyczng z préby, zmiennej losowej X, oznaczamy (X,,)
iobliczamy analogicznie jak Srednig arytmetyczng z catej populacji3z tg tylko réznicg,
ze obliczenia wykonywane sg nie na catej populacji, lecz na jej czesci (probie).

Spos6b wyznaczania $redniej z préby zalezy od postaci szeregu statystycznego
opisujacego zbior realizacji ciggu n zmiennych losowych X n{X\,..., Xn). Jezeli jest
to szereg szczeg6towy, to wowczas warto$¢ Sredniej arytmetycznej z préby obliczamy
wedtug wzoru:

a,="X.v, (5.20)

3 Zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki..., op. cit., rozdz. 3.2.1.
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gdzie:
Xi - jest realizacjg w zbiorze Xn,
n -jest liczebnosScig badanej losowej préoby.

W przypadku szeregdw rozdzielczych punktowych i przedziatowych podczas ob-
liczania wartos$ci $redniej arytmetycznej z préby nalezy skorzysta¢ odpowiednio:

x*=-r— 'L xjfj="LxJvi’ $5-21)
Yf, im

w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego

lub * = | fr<: (5.22)

e
]

17
dla szeregu rozdzielczego przedziatowego.

Interpretacja oznaczen uzytych we wzorach (5.21) i (5.22) odpowiada zapisowi
podrecznika M. Major, J. Niezgoda: Elementy..., op. cit., w rozdz. 3.2.1. Przypo-
mnijmy:

fj -jest liczeboScig, zjaka wystepowata/-ta warto$¢ zmiennej * (wzor 5.21) lub

liczebnos$cigy-tego przedziatu klasowego (wzor 5.22),

\j - jest czestoScig wzgledng wystepowaniaj - tej wartosci zmiennej X lub cze-

stoScig przypisang/-temu przedziatowi klasowemu,

x° - jest srodkiemy-tego przedziatu klasowego.

Srednia arytmetyczna z préby jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym i na-
jefektywniejszym i moze by¢ stosowana dla dowolnego typu rozktadu.

W przypadku braku mozliwosci - w trakcie estymacji warto$ci oczekiwanej po-
pulacji - postuzenia sie Srednig arytmetyczng z préby, mozna zastosowac okreslong
statystyke pozycyjng z préby. Moze to by¢ np. mediana z préby (X men), ktérej wartosc
(xmme,n) wyznaczamy analogicznie jak w badaniach stuprocentowych (zob. M. Major,
J. Niezgoda: Elementy..., op. cit.,, wzor (3.20) i (3.21)). Jezeli wyniki otrzymane po
przebadaniu «-elementowej préby losowej przedstawione sg w postaci szeregu
szczegbtowego, to wowczas korzystamy ze wzoru:

gdy n - nieparzyste

(5.23)
X +A gdy n - parzyste
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Natomiast, jezeli operujemy szeregiem rozdzielczym przedziatowym, to wowczas
podczas wyznaczania xmc,n skorzystamy ze wzoru4:

fi c
|
V,,,.n=-r(, + y (5-24)
Jr
gdzie:

Xj.r - dolna granica przedziatu, w ktorym znajduje sie mediana,

fr - liczebno$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie mediana,

/ - dtugos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie mediana,

r 1

Z | - suma liczebno$ci przedziatow poprzedzajgcych przedziat, w ktérym znaj-
duje sie mediana.

Mediana z préby jest najczesciej gorszym estymatorem warto$ci oczekiwanej
populacji niz $rednia arytmetyczna z proby. Mediana jest estymatorem zgodnym,
a w przypadku ciggtych zmiennych losowych o umiarkowanej asymetrii, asympto-
tycznie nieobcigzonym. Jezeli chodzi o jego efektywnos$¢, to wynosi ona 2In » 0,64
efektywnosci estymatora $redniej z préby.

5.4.3. Estymacja wariancji i odchylenia standardowego

Sposéb szacowania wariancji populacji zalezy od kilku czynnikéw. Pierwszym
znich jest znajomos$¢ rzeczywistej wartosci oczekiwanej catej populacji. Jezeli znamy
wartos¢ oczekiwang populacji (i, to wowczas nalezy skorzystac ze statystyki S2 Postaé
tej statystyki jest uzalezniona od postaci zbioru realizacji Al,. Jezeli jest to szczegdtowy
szereg statystyczny, to realizacje zmiennej losowej otrzymujemy ze wzoru:

. (5.25)
ni=

W przypadku szeregow rozdzielczych punktowych iprzedziatowych wzor (5.25)
nalezy zastapi¢ odpowiednio wzorami:

r — = Z V(*;-L 2> (5-26)
1/,

> 1 ‘

f=- X/, (*"-M)2=£M*°-H)2 (5.27)
L /r1l
i-1

4 Zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy..., op. cit., s. 52.
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Statystyka S2jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym i najefektywniejszym.
Warunkiem jego stosowania jest jednak znajomos$¢ wartosci oczekiwanej badanej
zmiennej losowej. W praktyce nie zawsze jest to mozliwe, gdyz wymaga wcze$niej-
szych badan stuprocentowych.

Jezeli warto$¢ oczekiwana populacji [ajest nieznana, to nalezy jg wczesniej osza-
cowaé na podstawie proby, korzystajac z opisanej we wczesniejszym punkcie $redniej
z préby. Po oszacowaniu $redniej z proby warto$¢ wariancji populacji estymujemy,
stosujgc statystyke S2 lub statystyke S"2 Realizacje pierwszego z estymatorow S2
w przypadku szczegdtowego szeregu statystycznego wyznaczamy ze wWzoru:

s2=-Z (*;-") 2 (528)

natomiast w przypadku szeregéw rozdzielczych odpowiednio:

(5.29)

'~k

z.t
-1

Statystyka S2jest estymatorem obcigzonym, wielko$¢ tego obcigzenia wynika
wzorus:

8,=E(S2) - a2= ——-a2- a 2= —-- . (5.31)
n n

Poniewaz wielkos¢ obcigzenia (5.31) maleje do zera wraz ze wzrostem liczebnosci
préby, tzn. spetniona jest zaleznos$¢ (5.5), zatem estymator S2mozemy zaliczy¢ do
grupy asymptotycznie nieobcigzonych. Oznacza to, ze mozna go efektywnie stoso-
wac, jezeli losowo dobrana prdba prosta jest odpowiednio duza, co zwykle oznacza
liczno$¢ powyzej 30. W przypadku matych prébek zaleca si¢ stosowac drugi z esty-
matorow: S*2. Realizacje statystyki S*2 - dla analizowanych trzech typow szeregéw
statystycznych - wyznaczamy ze wzoréw:

- (5-32)

FO=N ZK*’_*“)Z (533)

«~. LM = (5.34)

Zob. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit.. s. 180.
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Estymator S'2jest estymatorem zgodnym, nieobcigzonym inajefektywniejszym.
Mianownik we wzorach (5.32), (5.33) i (5.34) wynoszacy« - 1, pozwala na usuniecie
obcigzenia badanego estymatora. Wyrazenie to, okresla sie liczbg stopni swobody
i definiuje jako liczbe niezaleznych obserwacji. Poniewaz w trakcie obliczen wariancji
z préby w oparciu o statystyke S‘2musieliSmy wcze$niej oszacowac wartosS¢ Sredniej
arytmetycznej z proby, przez co liczba niezaleznych obserwacji zmniejszyta sie od
poczatkowej n o 1iwynosi obecnie n - 1. Wyrazenie n - 1 mozna réwniez inter-
pretowac jako liczbe odchyler od zmiennej, ktdre mogga sie swobodnie zmieniacé.
Mozna to zilustrowac prostym przyktadem:

Przyktad 5.1

Rozwazmy na przyktad, ze w wyniku trzech pomiaréw w probie uzyskano
wartosci: 2, 4 i 12. Srednia z tych warto$ci wynosi (2 + 4 + 12)/3 = 6, a odchylenia
od $redniej odpowiednio: -4, -2 i6. Suma tych odchylen oczywiscie jest rOwna zero
(-4 + (-2) + 6 = 0). Zatem, jes$li znamy dwa dowolne odchylenia, to warto$¢ trzecie-
go jest ustalona. Suma kwadratéw odchylen od $redniej wynosi: 16 + 4 + 36 = 56.
Zauwazmy, ze pomimo, iz w sumie tej mamy trzy sktadniki, tylko dwa z nich majg
swobode zmieniania sig, a trzeci jest od nich uzalezniony. Owa liczbe sktadnikow,
ktore moga swobodnie zmienia¢ sie nazywa sie liczbg stopni swobody. Zatem obli-
czajac wariancje z tej proby powinnisSmy w mianowniku wstawic¢ wartos¢ 2, a nie 3.
Otrzymamy wowczas: 56/2 = 28. {kp}

Majac oszacowang wariancje populacji, mozna wyciggna¢ z niej pierwiastek
kwadratowy i tym sposobem otrzymac¢ charakterystyke okreslang jako odchylenie
standardowe préby. Przyjmujagc podobne oznaczenia jak w przypadku wariancji
otrzymamy kolejno trzy estymatory: S=y8§2;S=y[s2SS VS =

Ze wzgledu, ze otrzymane estymatory S iS¢ sg jedynie estymatorami asympto-
tycznie nieobcigzonymi, wprowadza sie odpowiednie wspoétczynniki cr, ktore likwi-
dujg obcigzonos¢ tych estymatorow. Warunkiem koniecznym do stosowania takiego
zabiegu jest, aby rozktad populacji byt przynajmniej zblizony do normalnego. Po
przemnozeniu otrzymujemy dwa nieobcigzone estymatory odchylenia standardo-
wego, ktérych wartosci wynoszg odpowiednio:

S =Crms, (5.35)

S =crms . (5.36)

6 Zob. G.A. Ferguson, Y. Takane: Analiza statystyczna w psychologii i pedagogice, PWN,
Warszawa 2002, s. 89.
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A. lwasiewicz i Z. Paszek w cytowanej juz ksigzce, Statystyka..., s. 181, podajg
nastepujacg funkcje umozliwiajgcg wyznaczenie warto$¢ parametru cr:

M\ 8 \fr
cr=- (5.37)
r+l
42
~Y

gdzie: r oznacza liczbe stopni. We wzorze (5.35) r = n, natomiast w przypadku wzoru
(5.36) r —n - 1. Wartos$¢ funkcii eamma wyznaczona iest w nastenuiacv snosob:

- 1 gdy rjest liczbg parzysta, n> 2,
V. )
r-T rr-4
2y ' yfn gdy rjest liczbg nieparzystg, n>3,
v 2, ( 2
r—1 r-3 . .
. 2 v 2 Jn gdy rjest liczbg parzysta, n >2,
r+1

gdy rjest liczbg nieparzystg, n >1.

W niektérych podrecznikach7podczas obliczania warto$¢ wspotczynnika crzaleca
sie korzystanie ze specjalnych tablic umieszczonych na koricu podrecznika.

Poniewaz proces wyznaczania wspotczynnika cTna podstawie wzoru (5.37),
wizualnie wydaje sie dos¢ skomplikowany, przesledZmy go na podstawie krétkiego
przyktadu liczbowego.

Przyktad 5.2

Zatézmy, ze liczba stopni swobody r = 7.

I 77 5.3-17V7
2 2 2
cr=-

™1 p V2

1,875--JnJI  8,792760186

1,036236726 = 1.036.
6-72 8,485281374

Zob. np. W. Krysicki i inni: Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna
wzadaniach, t. 11, s. 48.
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Otrzymang wartos$¢ crnalezy nastepnie podstawi¢ do jednego ze wzorow (5.35)
lub (5.36) i otrzymamy wowczas nieobcigzong ocene odchylenia standardowego

populacji, {kp}

Odchylenie standardowe z préby nie jest jedynym mozliwym estymatorem od-
chylenia standardowego populacji. Do tego celu mozna réwniez uzy¢ inng miare
rozproszenia opartg na statystykach pozycyjnych. Takg miarg jest np. rozstep z préby
(Rn), ktérego wartosSci wyznaczamy nastepujgco:

fn — Xmax ~Xmin, (5.38)

gdzie: xmex i xmin odpowiadajg najwiekszej i najmniejszej wartosci w zbiorze wartosci X,,.

W przypadku gdy obserwowana zmienna losowa ma rozktad normalny z odchy-
leniem standardowym o, to wéwczas estymatorem parametru a jest statystyka:

= (5.39)
dn mA
a
gdzie: rnjest Srednig arytmetyczng rozstepu w «-elementowej prébce.
Wartos¢ d,, dlan —1,..., 12 zostaty podane w tablicy 5.1:
Tablica 5.1 Parametry rozktadu rozstepu

n 2 3 4 5 6 7
d, 1,12838 1,69257 2,05875 2,32593 2,53441 2,70436
n 8 9 10 1 12
d 2,84720 2,97003 3,07751 3,17287 3,25846

Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie: A. lwasiewicz: Zarzadzanie jakoscia,
Warszawa-Krakéw 1999, s. 294.

Rozstep z proby jest efektywnym estymatorem dla prob o matej liczebnosci.
W praktyce oznacza to probe nie wiekszg niz 10. W przypadku, gdy n <10, w miejsce
we wzorze (5.39) wstawia sie charakterystyke r,,. Natomiast, gdy n > 10, to wowczas
dzieli sie jg na ,,/” mniejszych podzbioréow (o jednakowej licznosci nie wiekszej niz
10), dla ktérych wyznacza sie wartosci rozstepow n, r= ..., n. W nastepnym kroku
z rozstepow tych oblicza sie warto$¢ Sredniego rozstepu, stosujgc wzor:

h- — B+ +re (5-40)

Uzyskang w ten sposdb warto$¢ charakterystyki wstawia sie do wzoru (5.39).
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Przyktad 5.3

Zatozmy, ze producent Swieczek postanowit ustali¢, jaka jest rzeczywista warto$¢
odchylenia standardowego zmiennej losowej X bedacej czasem spalania Swieczki
w minutach. W tym celu z bardzo duzej partii Swieczek pobrat probe losowg liczacg
20 sztuk. Probe te podzielit nastepnie na 4 rbwne podzbiory o liczebnosci piecioele-
mentowej. Po przeprowadzeniu eksperymentu otrzymano nastepujgce wyniki:

Tablica 5.2. Dane liczbowe oraz technika obliczania $redniego rozstepu z préby

Podzbior 1 Podzbior 2 Podzbior 3 Podzbiér 4

i i Xij i j Xij i i Xij i i Xij
1 1 721,0 6 1 723,0 n i 721,5 6 1 722,0
2 2 7215 7 2 720,0 2 2 721,0 7 2 719,0
3 3 719,0 8 3 7195 13 3 719,5 18 3 720,5
4 4 720,6 9 4 721,0 14 4 721,0 19 4 7215
5 5 718,5 10 5 719,5 15 5 719,0 20 5 720,0
Xj max 7215 Xj tnax 723,0 Xj max 7215 Xj max 722,0
X" min 718,55 Xj min 7195 X1 min 719,0 Xj min 719,0

n 3 n 35 ~a 25 n 3

Zrédio-, opracowanie wiasne na podstawie badan wasnych.

Podstawiajgc wartosci czterech kolejnych rozstepdw z proby do wzoru (5.40),
otrzymujemy $redni rozstep z préby:
3+35+2,5+3 12
4 “
Otrzymang warto$¢ charakterystyki podstawiamy nastepnie do wzoru (5.39)
i otrzymujemy:
an= — = 1,289807.
2,32593

Otrzymana warto$¢ oznacza, ze czasy palenia Swieczek powinny odbiega¢ srednio
od przecietnego czasu palenia Swieczki o ok. 1,3 minuty. Nalezy pamieta¢ jednak,
ze szacunek ten bedzie prawdziwy, jezeli rozktad czasu spalania bedzie normalny
lub zblizony do rozktadu normalnego, {kp}
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5.5. Rozktady podstawowych statystyk z proby

5.5.1. Rozktad $redniej z préby

Rozktad statystyki z préby nalezy do najbardziej podstawowych poje¢ wnioskowa-
nia statystycznego. Rozktad statystyki z proby mozna ustali¢ w drodze wielokrotnego
przeprowadzania eksperymentu (tzw. eksperymentalny (empiryczny) rozktad
z proby), badz tez przez teoretyczne przeanalizowanie rozktadu prawdopodobien-
stwa z wszystkich mozliwych do zrealizowania kombinacji wynikoéw préby (tzw.
teoretyczny rozktad z proby). Za kazdym razem mozna rozwazaé¢ dwa przypadki,
w ktérych préba losowa pobierana jest ze skonczonej lub nieskornczenie wielkiej
populacji. Pobieranie préby z populacji nieskonczenie wielkiej jest w zasadzie tym
samym, co pobieranie prob z populacji skonczonej, ale ze zwracaniem, podczas
ktérego kazdy element na powrot wedruje do populacji, zanim zostanie wylosowa-
ny nastepny. Zauwazmy, ze gdy operujemy populacjg nieskoriczong, to wéwczas
podczas losowania bez zwracania prawdopodobienstwo (podobnie jak przy loso-
waniu ze zwracaniem ze skonczonych populacji) wybrania konkretnego elementu
pozostanie niezmienione, niezaleznie od liczno$ci pobieranej préby. Dzieje sie tak
dlatego, ze w obydwu analizowanych przypadkach niezmienng pozostaje licznos¢
badanej populacji i prawdopodobiefstwo nie ulega zmianie w zaleznosci od liczby
pobranych juz elementow.

Przyktad 5.4

Zatézmy, ze wurnie znajduje sie pie¢ kartek ponumerowanych kolejno liczbami
1do 5. Srednia dla populacji skonczonej - sktadajacej sie z 5 kartek - wyniesie:

an—(1 +2+3+4+05)5=3,

natomiast wariancja:

s%=1[(1-3)2+ (2-3)2+ (3-3)2+ (4-3)2+ (5-3)3/5=
=4+ 1+0+ 1+ 4)/5=10/5=2

Doswiadczenie polega na wylosowaniu bez zwracania, trzech kartek. Liczba
roznych prob trzyelementowych, pobieranych bez zwracania do populacji jest liczbg
kombinacji 5 kartek po 3 naraz, czyli:

5 5!

Mozemy wyciagnaé kartki z liczbami: {(1,2,3); (1,2,4); (1,2; 5); (2; 3; 4); (2,3,5);
(2,4,5); (3,4,5); (1,3,4); (1,3,5); (1,4,5)}.



118 Czes$¢ 1. Wnioskowanie statystyczne
Po obliczeniu z tych realizacji $Srednich otrzymamy nastepujacy cigg wartosci:

78 10 11 8 _ 101
5= =3 4 3>
33 3 3 3 31

Korzystajagc z zatozenia, ze pobrana préba jest losowa, mozna stwie
prawdopodobienstwo otrzymania kazdej z 10 préb trzyelementowych jest jedna-
kowe i wynosi 0,1. Takie samo prawdopodobienstwo realizacji ma réwniez kazda
z otrzymanych $rednich. Wykorzystujgc te wnioski, budujemy teoretyczny rozkiad
Sredniej z préby:

7 8 10 n
X m 2 3 3 3 3 3 4
R, 01 01 0,2 0,2 0,2 0,1 01

Wykres tego rozktadu zostat przedstawiony na rysunku 30.

0,25 -

02 - L4 L4 L4

0,15-

o QoA O

0,05 -

0- U RS RS MRS RO TN O WO SIS NAUINS WSS WU WU SO, WO SO, S—'
0 02040608 1 12 14 16 18 2 2224 26 28 3 32 34 36 38 4 42

$rednia
Rys. 30. Rozktad prawdopodobienstwa Sredniej z proby

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na podstawie powyzszych danych mozemy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang oraz
wariancje otrzymanego rozktadu prawdopodobienstwa.
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E(X,,)=2m0,1 +-3 0,1 +- 3‘),2 4 3+0,2 +—3-0,2 +?-0,1 +4m0,2 =3

D2(X,)=(2-3) -01+1—3 m0l+["-3 02+

\2
+(3-3)2 02 + -3-3)1 0.2+1: 3 04 +(4-3)2m0,2 = —=

Odchylenie standardowe:
D(Xn)=yID2(Xn) = = 0,58.

Zauwazmy, ze $Srednia badanego rozktadu z préby jest identyczna, tak jak Srednia
catej populacji; natomiast odchylenie standardowe jest inne niz odchylenie rozktadu
Sredniej z proby, {kp}

Obserwujgc wyniki doswiadczenia przeprowadzonego w przyktadzie 5.4, mozna
sformutowac kilka zasadniczych wnioskow. Po pierwsze, jezeli doSwiadczenie polega
na pobieraniu «-elementowej bezzwrotnej losowej proby, ze skoficzonej populacji
o $redniej E(X) iodchyleniu standardowym D(X), to wéwczas teoretyczny rozktad
Sredniej z proby ma warto$¢ oczekiwang E(X,,) oraz odchylenie standardowe D(X,,)
wynoszace:

D (X, )=ij \/AN _Al, (5.41)

gdzie:
N - jest licznoScig skoriczonej populacji,
n - licznoscig pobieranej proby.

Po drugie, jezeli populacja jest nieskoriczona, to wéwczas wz6r (5.37) nalezy
zastapi¢ wzorem:

D(X, = - (5.42)

Dzieje sie tak dlatego, ze w miare wzrostu liczebnosci populacji do nieskon-

czonosci czton we wzorze (5.41) dazy¢ bedzie do jednosci, co pozwala na

redukcje wzoru (5.41)do postaci (5.42). W praktyce czynnik ten pomija sie, jesli préba
stanowi nie wiecej niz 5% populacji. Na przyktad, jezeli pobierzemy prébe losowg
n = 10 z populacji N - 1000, to proba stanowi jedynie \% populacji, a wyrazenie
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IN-n_ /1000 10_ 1990
VN -1 V1000-1 V999
z préby nazywane jest czesto btedem standardowym $redniej. Nazwa ta powsta-
fa, poniewaz zadaniem statystyki (5.41) lub (5.42) jest pomiar stopnia zmiennosci
Srednich wywotanych czynnikami przypadkowymi (losowymi).

07995=1. OOdc'h'er'nie' statmdardowe rozktadu sredniei °

Przyktad 5.4 cd.

Mozna obecnie sprawdzi¢ numerycznie prawdziwos$¢ wzoru (5.41). Poniewaz
wariancja badanej populacji wynosita 2, liczebnos$¢ préby n = 3, liczebno$¢ populacji
N =5, zatem:

— J2 /5-3 il T

Wartos$¢ obliczonego odchylenia standardowego statystyki X ,,jest identyczna jak
ta, ktorg obliczyliSmy, korzystajac z rozktadu teoretycznego Sredniej z prdby.

Srednia z proby i btad standardowy éredniej mozna réwniez przyblizyé na pod-
stawie rozktadu empirycznego. Jest to jednak dos¢ pracochtonne, gdyz wymaga wie-
lokrotnego przeprowadzenia doswiadczenia polegajgcego na poborze proby losowe;j,
na podstawie ktdrej wyznacza sie Srednie arytmetyczne, by p6zniej utworzy¢ z nich
empiryczny rozktad Sredniej. Czytelnikom podrecznika polecamy przeprowadzenie
doSwiadczenia podobnego do opisanego w przyktadzie 5.4, ktdre bedzie polegato
na np. 100-krotnym wylosowaniu bez zwracania 3 kartek z pieciu i 100-krotnym
obliczeniu $redniej arytmetycznej. Wielokrotne wykonanie tej operacji powinno
gwarantowacé, ze otrzymany empiryczny szereg rozdzielczy czestosci Sredniej bedzie
zblizony ksztattem do rozktadu z rysunku 30.

Opisane powyzej zaleznosci iwzory sg oczywiscie prawdziwe dla przypadku, gdy
populacja ma rozktad normalny. Teoretyczny rozktad z préb pobranych z populacji
normalnej jest rozktadem normalnym. Wynika z tego, ze jezeli wiemy, ze rozktad
zbiorowosci generalnej jest normalny, to wéwczas i rozktad z proby srednich bedzie
normalny o parametrach:

E(X,,) =" =», (5.43)

D(X,)=ax= _ (5.44)

yIn
Ponadto mozna stwierdzi¢, ze niezaleznie od ksztattu rozktadu populacji, jezeli
liczebnos$¢ proby pobieranej z populacji o $redniej n i odchyleniu standardowym
0 wzrasta do nieskonczonosci, to wowczas rozkiad z proby Srednich zbliza sie do

rozktadu normalnego ze $rednig (i i odchyleniem standardowym J;\IL'
Jn
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Powyzsze stwierdzenie okre$la sie w literaturze jako centralne twierdzenie
graniczne.
Ujmujac rzecz nieco inaczej, mozna stwierdzic, ze jezeli n jest dostatecznie duze
(w praktyce przynajmniej réwne 30), to wowczas wartosci u wyznaczone wedtug
réwnania:
(5.45)
a a

yfn

nalezy uznac za realizacje zmiennej losowej U ~N(Q,1).

Stosowanie charakterystyki (5.45) wymaga jednak znajomosci rzeczywistej war-
tosci odchylenia standardowego populacji o, co w praktyce jest czesto utrudnione.
Jezeli parametr o jest nieznany, to woéwczas nalezy go oszacowac z proby wykorzy-
stujagc estymator S lub estymator S'. Jezeli podczas szacunku stosujemy statystyke
S, to oszacowanie parametru st, uzyskuje sie ze wzoru:

(5.46)

natomiast gdy postugujemy sie statystykg S\ to do oszacowania s rnalezy stosowaé
wzor:

(5.47)

Podstawiajac w miejsce warto$ci odchylenia standardowego populacji jego osza-
cowanie, wzor (5.45) mozna przedstawi¢ nastepujgco:

u-i-
, . (5.48)

Zmienna losowa iso realizacjach wyznaczonych wedtug wzoru (5.48) nie bedzie
juz miata rozktadu normalnego standaryzowanego, lecz tzw. rozkiad Studenta,
or =n - lstopniach swobody. Nazwa tego rozktadu wywodzi sie¢ od pseudonimu
naukowego jego tworcy, ktorym byl angielski statystyk William Goset zyjacy na
przetomie X1X i XX wieku. Funkcje prawdopodobienstwa rozktadu Studenta opi-
suje wzor:

(5.49)

8 W tym przypadku wyjatkowo odstagpimy od ogolnej zasady i zaréwno zmienng, jak i jej
realizacje oznacza¢ bedziemy matg literg t.
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gdzie:
r=n-1,te(-00; + 00),
zas: +D
T(jc) = ‘dt(x>0), (5.50)
0

jest funkcja gamma.

Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe statystyki t wynoszg odpowied-
E(t) =0, (5.51)
(5.52)

Krzywa rozktadu Studenta ksztattem przypomina krzywg rozktadu normalnego
N(0,1). Podobnie jak krzywa rozktadu normalnego standaryzowanego jest ona syme-
tryczna z osig symetrii o rownaniu t = 0, natomiast jest nieco bardziej sptaszczona,
gdyz jej odchylenie standardowe D(t) > 1. Rozktad Studenta jest stablicowany (zob.
tablica Il). Najczesciej w tablicach ujmuje sie wartosSci prawdopodobienstwa:

P(\t\>ta) - a, (5.53)
gdzie: a e [0; 1].

Rozktad Studenta przy wzrosScie liczebnosci proby dazy do rozktadu normal-
nego N(0,1), przy czym zbiezno$¢ ta jest na tyle szybka, ze przy n > 30, krzywe obu
rozktadow sg praktycznie nierozrdznialne. W praktyce oznacza to, ze przy duzej
liczebnosci préby, rozkiad Sredniej arytmetycznej z proby, moze by¢ aproksymowany
przez rozktad normalny, bez wzgledu na to, czy znane jest odchylenie standardowe
populacji ct, czy tylko jego szacunek.

5.5.2. Rozkiad wariancji i odchylenia standardowego
Z proby
Zatdzmy obecnie, ze populacja ma rozktad normalny N(\i, 0). Mozna dowies¢, ze
wariancja z proby ma rowniez rozktad asymptotycznie normalny, przy czym $rednie
i odchylenia standardowe wynosza odpowiednio9:

(5.54)

9 Zob. np.: Statystyka ogélna, red. M. WoZniak, AE w Krakowie 1997, s. 162 i 163, lub
A. lwasiewicz, Z Paszek: Statystka ..., op. cit., s. 188.
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E(iS9 = ir;laZ,D(SZ)z — j2(n-\), (5.55)

£(S*2 =ct2,D(5') =a2. " - . (5.56)
Vi -1

Zastosowanie powyzszych wzoré6w wymaga jednak, aby liczebno$é proby byta
odpowiednio liczna (przynajmniej n = 30). W sytuacji gdy operujemy prébami ma-
tymi, wykorzystuje sie statystyke postaci:

— . = "(rc-1) (5.57)
n-I

Statystyka (5.57) ma rozktad x2(chi-kwadrat) o n - 1stopniach swobody ijest
sumg kwadratdw n niezaleznych zmiennych losowych CA,..., U,, o rozktadach nor-
malnych /V(0,1). Zatem wartosci statystyki (5.57) mozna wyznaczy¢ nastepujgco:

~yu2 —y Px~xnl _yi(x-x,,)2_s'2(n-1) (5.58)
- tTli a ) fa az2 a2

Funkcja gestosci f(%2) ma postac:
/r(x2 =~? exp(-~X21 (5.59)
22r| .
V2
gdzie: r = n -1 stopni swobody.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej chi-kwadrat o r stopniach
swobody wynoszg odpowiednio:

E(%2) =r =n- 1, (5.60)

D2(x;) =2r= 2(n- 1). (5.61)

Rozkitad chi-kwadrat - podobnie jak rozktad Studenta - jest stablicowany. Naj-
czeSciej w tablicach podaje sie prawdopodobienstwa relacji (zob. tablica Ill):

P(x2711r) = o, (5.62)

P(x2<llr) =1l-a, (5.63)

gdzie: a e [0; 1].
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Rozk#tad chi-kwadrat jest rozktadem prawostronnie asymetrycznym (zob. rys. 31),
ajego asymetria maleje wraz ze wzrostem liczby stopni swobody.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Dowodzi sig, ze wraz ze wzrostem liczby stopni swobody do nieskonczonosci
rozktad chi-kwadrat zmierza do rozktadu normalnego o parametrach |i = 0io = 1
Zbiezno$¢ ta nie jest jednak tak szybkajak w przypadku rozktadu Studenta, dlatego
tez w praktyce wykorzystuje sie zmienng losowg 7 2%;. Mozna dowies$¢, ze jezeli licz-
ba stopni swobody r -> oo, to wOwczas zmienna U =yj2%; -V 2r-1 ma asymptotyczny
rozktad normalny N (0,1).

5.6. Przedziatowa estymacja podstawowych
parametrow zmiennej losowej

5.6.1. Uwagi wstepne

Jak juz wspomniano w podrozdziale 5.1, drugim sposobem estymacji niezna-
nego parametru populacji Q jest estymacja przedziatowa. Estymacja przedziatowa,
polega na konstrukcji przedziatu liczbowego (tzw. przedziatu ufnosci lub przedziatu
ufnosci Neymanall), ktory z zadanym prawdopodobieristwem 1- a pokrywa warto$é
nieznanego parametru Q. Mozna, wiec zapisac:

10 Nazwa wywodzi sie od nazwiska polskiego matematyka i statystyka Jerzego Sptawy-Neymana
(1894-1980).
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P(HAQ) <Q< HgQ)) = 1- a, (5.64)

gdzie:
Hd(Q), Hg(Q) - zmienne losowe o realizacjach hd(Q) i hg(Q) decydujace o po-
ziomie dolnej i gdrnej granicy przedziatu ufnosci,
1- a - wspotczynnik ufnosci.

Wspdtczynnik ufnosci 1- a jest wartoscig dowolnie bliskg jednosci, ale r6zng od
jednosci (najczesciej 0,9; 0,95; 0,99; 0,995; 0,975 itp.), przy czym im wspotczynnik
ufnosci jest blizszy jednosci, tym wieksza jest wiarygodno$¢ otrzymanego szacunku.
Granice przedziatu ufnosci h,i(Q) i hg(Q), w odr6znieniu szacowanego parametru
Q nalezy traktowac jako realizacje zmiennych losowych Hd(Q) i Hg(Q), ktorych
rozktady sg zalezne od parametru Q. Interpretujagc wyznaczony przedziat ufnosci,
nalezy stwierdzié, ze przedziat liczbowy o kocach hd(Q) ihg(Q), jestjednym z tych
przedziatéw otrzymanych z réznych préb, ktére to przedziaty maja te wiasnosé, ze
z duzym wynoszacym 1- a prawdopodobiefAstwem, pokrywajg prawdziwg warto$¢
parametru Q populacji generalnej. Oznacza to, ze czestos¢ przypadkow, w ktorych
otrzymany przedziat nie bedzie pokrywat parametru Q wynosi a. W praktyce pod-
czas formutowania interpretacji dopuszcza sie pominiecie frazy: ,jest jednym z tych
przedziatéw...” i wdwczas brzmi ona: ,,przedziat o koricach hd(Q) i hKQ), pokrywa
zufnoscig 1- a prawdziwg warto$¢ parametru Q populacji generalnej”1L

5.6.2. Przedziatlowa estymacja wartosci oczekiwanej

Konstrukcja przedziatu ufnosci dla wartoSci oczekiwanej (Sredniej) (i jest uza-
lezniona od zatozen dotyczacych typu rozktadu zmiennej losowej X w populacji
generalnej oraz od znajomos$ci odchylenia standardowego (wariancji) populacji
atakze od liczebnosci pobranej losowej proby. W praktyce rozrdznia sie najczesciej
trzy zasadnicze sytuacje (modele sytuacyjne):

Model I. Zmienna losowa X opisujgca populacje ma rozktad normalny lub
zblizony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang n iznanym odchyleniem
standardowym o.

Model Il. Zmienna losowa X opisujgca populacje ma rozktad normalny lub
zblizony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang ” i nieznanym odchyle-
niem standardowym o.

Model Ill. Zmienna losowa X opisujaca populacje ma nieznany rozktad, z nie-
znang wartoscig oczekiwang |j i nieznanym odchyleniem standardowym a.
Modet I. Zat6zmy, ze préba losow ali,...,X,,, zostata pobrana z populacji gene-

ralnej o rozktadzie /V(Ji, 0), przy czym $rednia n jest nieznana, natomiast znane jest
odchylenie standardowe o. Przyjmijmy, ze estymatorem parametru [ajest Srednia

N Zob. np. J. Gren: Statystyka matematyczna, modele i zadania, PWN, Warszawa 174, s. 24
i dalsze.
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w wyniku standaryzacji zmiennej X otrzymujemy statystyke U o rozktadzie N(0,1)
o wartosciach (zob. wzor (5.41)):

u= (5.65)

Przyjmujac okreslony wspotczynnik ufnosci 1 - a ikorzystajac z tablic dystry-
buanty rozktadu normalnego standaryzowanego, odczytujemy takg liczbe Uiz, dla
ktérej spetniona jest relacja:

P{-Ual2< U <wuvajl) = 1 - 1. (5.66)

Po podstawieniu do wzoru (5.66) w miejsce u wyrazenia (5.65) otrzymamy:

(5.67)
a
Po przeksztatceniu relacji (5.67) w taki sposob, aby posrodku nieréwnosci znalazt
sie parametr |i, otrzymujemy:

(5.68)

Tym sposobem otrzymaliSmy wzér pozwalajacy na przedziatowe szacowanie
wartosci oczekiwanej, przy zatozeniu, ze populacja ma rozktad normalny ze znang
wartoscig odchylenia standardowego o.

Model Il. Pozostawiajgc zatozenie z modelu | o normalnosci rozktadu zbioro-
wosci generalnej, uchylmy teraz zatozenie, ze znane jest odchylenie standardowe
tego rozktadu. Jak pamietamy z podrozdziatu 5.4.3, w przypadku, gdy nie znamy
rzeczywistej wartosci odchylenia standardowego inieznana jest warto$¢ oczekiwa-
na populacji (i, to wowczas nalezy oszacowac odchylenie standardowe, korzystajac
alternatywnie z estymatora S lub S\ Podstawg budowy przedziatu ufnosci bedzie
wowczas charakterystyka (zob. wz6r 5.48):

(5.69)
s s
bedaca realizacjg zmiennej losowej o rozktadzie Studentazr —n -\ stopniami swo-
body. Podobnie jak w modelu I, dla ustalonego wspétczynnika ufnosci 1 -a oraz
liczby stopni swobody r = n - 1, z tablic rozktadu Studenta, mozna odczytac takg
wartos¢ tr,an, przy ktérych spetniona bedzie zaleznos$é:

Po(-irran A A A usny — 1 ot. (570)
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Jezeli podczas estymacji odchylenia standardowego zostat uzyty estymator S*
to wowczas relacje (5.70) nalezy przeksztatci¢ do postaci:

Xn\ y e (5.71)

natomiast jesli do szacowania zastosowano statystyke S, to wowczas relacja ta bedzie
miata postac:

~tran<x $ : %<trnr =1-a. (5.72)

Dokonujac prostych przeksztatcen, relacje (5.71) i (5.72) mozna zapisac naste-
pujaco:

An~~a2 S— H VY + tra23p* =1- a (5.73)
ijn \fl
S - S
s <1 T va/2 =1- a (5.74)
\ Jn-1 V «-i

Jesli opieramy sie na tych samych wynikach z proby, to wzory (5.73) i (5.74) daja
identyczne przedziaty ufnosci.

Model Il1l. Zatézmy obecnie, ze nie znamy rozktadu populacji, z ktorej zostata
pobrana préba. Do oszacowania warto$ci oczekiwanej populacji zostata uzyta $rednia
arytmetyczna z proby Xn. Jezeli liczebno$¢ proby, pobieranej z populacji o $redniej
|i i odchyleniu standardowym o wzrasta do nieskonczonosci (n > 30) to, zgodnie
zcentralnym twierdzeniem granicznym, rozkad z préby $rednich zbliza si¢ do rozktadu

normalnego ze $rednig |i iodchyleniem standardowym -%=. Gdy znana jest rzeczywis-

ta warto$¢ odchylenia standardowego o, to wéwczas podczas tworzenia przedziatu
ufnosci mozna skorzystac ze statystyki U (5.65) i otrzymac przedziat o wzorze iden-
tycznym jak (5.68). Jezeli natomiast nie znamy warto$ci parametru o, to przy duzej
prébie mozna przyjaé, ze w przyblizeniu jest on réwny szacunkowi otrzymanemu przy
uzyciu estymatora S (5 =0) iprzedziat ufnosci zbudowaé na podstawie wzoru:

An- Ua/2~V§= cw<t S + Dabh-aj= (5.75)
» yin

Jak tatwo sie domysli¢, nic nie stoi na przeszkodzie, aby wz6r (5.75) mozna byto
stosowac dla przypadkéw z modelu Il, przy dodatkowym zatozeniu, ze proba jest
dostatecznie duza. Jak juz zostato wczesniej wspomniane rozktad Studenta mozna
dobrze aproksymowac rozktadem normalnym, gdy proba jest dostatecznie liczna
(przynajmniej 30 elementow).
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Przyktad 5.5

W bardzo duzej grupie studentow (zob. przyktad 3.7) przeprowadzono egzamin
z ,Zarzadzania jakoscig” - mierzac wyniki na ciggtej skali od 0 do 40 punktow.
Ustalono, ze rozktad punktéw z egzaminu jest w przyblizeniu normalny z odchyle-
niem standardowym wynoszacym o = 6,4. Z grupy tej wybrano prosta prébe losowg
o licznosci n = 25 studentéw. Srednia liczba punktéw w badanej grupie wynosita
Xz =30,5. Zaktadajgc wspdtczynnik ufnosci 1- a = 0,95, oszacowac przedziat ufnosci
pokrywajacy nieznang $rednig liczbe punktéw w catej populacji.

Poniewaz znamy rzeczywistg warto$¢ odchylenia standardowego populacji o
oraz wiemy, ze zmienna losowa X - oznaczajaca liczbe punktéw - maw przyblizeniu
rozktad normalny, dlatego do zbudowania przedziatu ufno$ci mozna wykorzystaé
wzor (5.68) z modelu 1.

Poniewaz 1- a = 0,95to a = 0,05ia/2 = 0,025 oraz 1- a/2 = 0,975. Z tablic
dystrybuanty rozktadu normalnego odczytujemy, ze d>(«or2 = 1,96) = 0,975.

Podstawiajgc odpowiednie liczby do wzoru (5.68), otrzymamy:

30,5- 1,711-~t <" <305 +1,711
V25 425

Z czego

27,99 < n < 33,01.

Ten przedziat o koncach 27,99; 33,01 jest jednym ze wszystkich mozliwych do
otrzymania przedziatdw, ktory z prawdopodobienstwem 0,95 pokrywa nieznang
Srednig liczbe punktow w catej populacji. Ujmujac rzecz nieco inaczej, mozna po-
wiedzie¢, ze w duzej serii niezaleznych 25-elementowych prob, w 95 przypadkach
na 100, oszacowany przedzial bedzie pokrywac¢ nieznang $rednig liczbe punktéw
w populacji, natomiast w 5 przypadkach na 100 mozna spodziewac sig, ze 0szaco-
wanie bedzie btedne.

Przyktad 5.6

Przyjmujac dane wejsciowe z przyktadu 5.5 oraz zaktadajgc, ze nie znamy odchy-
lenia standardowego catej populacji, a jedynie odchylenie standardowe z badanej
proby 25-elementowej s* = 6,5, oszacowac przedziat ufnosci pokrywajacy z prawdo-
podobienstwem 0,9 nieznang $rednig liczbe punktow w catej populacji studentéw.

Poniewaz nie jest znana rzeczywista warto$¢ odchylenia standardowego w catej
zbiorowosci generalnej, a jedynie jej punktowy szacunek (zostat uzyty estymator
S*), oraz proba losowa jest statystycznie mata, to do oszacowania przedziatu ufnosci
nalezy uzy¢ wzor (5.73).
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Przyjmujac 1- a = 0,9, mozemy wnioskowaé, ze a = 0,1, oraz a/2 = 0,05.
Z tablic rozktadu Studenta, przy przyjeciur = n - 1= 24 stopni swobody odczytujemy
trjgji = 1,711. Podstawiajgc wartosci do wzoru (5.70), otrzymujemy:

30,5- 1,711-"t <h <305 +1,711 6,5
V25 " V25’

28,276 < \i < 32,724.

W duzej serii niezaleznych 25-elementowych préb, w 90 przypadkach na 100
otrzymany przedziat bedzie pokrywat nieznang $rednig liczbe punktdw w catej po-
pulacji studentéw, a tylko w 10 przypadkach na 100 mozemy otrzymac oszacowanie
btedne.

Przyktad 5.7

W przyktadzie tym wykorzystamy dane, z przyktadu 2.2 z podrecznika M. Major,
J. Niezgoda, Elementy statystyki, Cz. | Statystyka opisowa, przedstawiajace liczbe oséb
korzystajacych z Biblioteki Miejskiej wjednym z miast wojewddztwa podkarpackiego.
Dane te potraktujemy obecnie jako losowy podzbi6r wiekszej zbiorowosci generalnej.
Przypomnijmy, ze obserwacje liczby os6b odwiedzajacych biblioteke prowadzono
w ciggu n = 100 dni roboczych i otrzymano $rednig arytmetyczng xioo = 76,1, oraz
odchylenie standardowe z préby s = 18,74. Naszym zadaniem jest zbudowanie 95
procentowego przedziatu ufnosci pokrywajgcego nieznang Srednig dzienng liczbe
os6b korzystajacych z biblioteki. Poniewaz préba losowa jest duza i nie jest znana
rzeczywista warto$¢ odchylenia standardowego populacji, to do wyznaczenia prze-
dziatu ufnosci nalezy wykorzysta¢ procedury opisane w modelu 111 (wz6r 5.75)

Z tablic dystrybuanty rozkitadu normalnego odczytujemy, ze ®(i/fa2 = 1,96) =
0,975. Szukany przedziat ufnosci bedzie miat postac:

11961874  <FoMQss W 4
76,1 -1 VICD < 76,1 \ACD

a wiec
72,43 < n < 79,77.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze przedziat o koncach 72,43; 79,77 zprawdopodobien-
stwem 0,95 bedzie pokrywat nieznang $rednig dzienng liczbe oséb odwiedzajacych
biblioteke, {kpi



130 Czes$¢ 1. Wnioskowanie statystyczne

5.6.3. Przedziatowa estymacja wariancji i odchylenia
standardowego

Zalozmy, ze rozpatrujemy populacje generalng o rozktadzie normalnym /V(i, 0)
0 nieznanych parametrach \iia.Z populacji zostata pobrana préba losowa prosta
X\, ... A, na podstawie ktdrej nalezy zbudowac przedziat ufnosci pokrywajacy z praw-
dopodobienstwem 1 -a nieznangwarto$¢ parametru 02 Sposob budowy przedziatu
ufnosci jest uzalezniony od rodzaju estymatora uzytego do oszacowania wariancji
populacji oraz od liczebnosci préby. Mozna wyrézni¢ dwa modele sytuacyjne:

Model I. Zmienna losowa A'opisujgca populacje ma rozktad normalny lub zbli-
zony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang |i i nieznanym odchyleniem
standardowym o. Préba losowa jest mata (n <30).

Model Il. Zmienna losowadopisujgca populacje ma rozktad normalny lub zbli-
zony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang n i nieznanym odchyleniem
standardowym o. Préba losowa jest duza (n > 30).

W przypadku modelu | budowa przedziatu ufnosci opiera na sie na zatozeniu,
ze statystyka (5.57) ma rozktad chi-kwadrat o r = n - 1stopniach swobody. W kon-
sekwencji wartos¢ tej statystyki mozna wyznaczy¢ jako:

s'An-1) _ s:n (5.76)
a2 a2
Przy przyjetym wspoétczynniku ufnosci 1-a, orazr = n - 1stopniach swobody,
z tablic rozktadu chi-kwadrat nalezy odczytac takie dwie wartosSci xu 2, X, i-a/2, dla
ktorych spetniona jest zaleznosc¢:

P(IrA-al2<Xr < x;,ai2)= 1-a. (5.77)

Jezeli estymatorem parametru o2jest wariancja z préby S*2, to wowczas wzoér
(5.77) nalezy zastgpi¢ wzorem:

(5.78)
z czego po przeksztatceniu otrzymamy:
(5.79)

Natomiast, jezeli estymatorem parametru o2jest wariancja z préby S2, to wow-
czas otrzymamy:

(5.80)

lub po przeksztatceniach:

pf— (5.81)
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Wzory (5.79) i (5.81) dajg jednakowe oszacowania, pod warunkiem ze opierajg
sie na tej samej losowej probie. W celu otrzymania przedziatu ufnosci dla odchyle-
nia standardowego a, wystarczy wyciggna¢ kwadratowy pierwiastek ze wszystkich
czton6w nieréwnosci podwojnej znajdujgcych sie pod znakiem prawdopodobienstwa
we wzorach (5.79) i (5.81).

W modelu Il zaktadamy, ze liczebno$¢ pobranej proby jest statystycznie duza
(tzn. n > 30). Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego populacji gene-
ralnej a, budujemy na podstawie zatozenia, ze odchylenie standardowe z préby S,
pobrane z populacji o rozktadzie normalnym ma graniczny rozktad normalny
0 parametrach:

E(S) =a, D(S) = -g=. (5.82)

v2m

Jak pamietamy z rozdziatu 5.5.2, statystyka:

[/=V2X;-V 2r-1, (5.83)

przy liczbie stopni swobody r -> <ema rozktad asymptotycznie zbiezny do rozktadu nor-
malnego jV(0,1). Wartosci ilr.an mozna wyznaczy¢, wykorzystujgc zaleznosci:

p/Jj .- yl2r-1=-U,.2 (5.84)
V2X;,,,-V 2r-1 =«,,2 (5.85)
gdzie: r = n -1, Wazjest wartoscig odczytang z tablic dystrybuanty rozktadu N(0,1).

Standaryzujgc odchylenie standardowe z proby S, otrzymamy statystyke U o war-
tosciach:

w—>"8 =28 oy, (5.86)
mJin
ktora ma rozkiad asymptotycznie normalny o parametrach |i = 0ia = 1

Podstawiajagc wzor (5.86) do zaleznosci (5.66), a nastepnie go odpowiednio
przeksztatcajgc, otrzymamy:

Pluai2< — - V2«<Mai2) = I-a, (5.87)

ms Ma2 i ‘THa2 r— =1l-a. (5.88)
v2n yl2n

Wzér (5.88) jest szukang formutg budowy przedziatu ufnosci dla parametru a,
przy zatozeniu ze n > 30 oraz rozktad populacji jest normalny.
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Przyktad 5.8

Uwzgledniajac dane z przyktadu 5.6, oszacowac 95-procentowy przedziat ufnosci
pokrywajacy wariancje liczby punktow z egzaminu dla wszystkich studentéw zdajacych
egzamin z ,Zarzadzania jakoscig”. Przypomnijmy, ze préba losowa liczytan = 25
0s6b, srednia liczba punktow w badanej grupie wynositaxis = 30,5, natomiast odchyle-
nie standardowe z proby s* = 6,5. Poniewaz proba jest statystycznie mata (n < 30),
dlatego w czasie konstrukcji przedziatu ufnosci skorzystamy z wtasnosci (5.79). Przyj-
mujgc wspotczynnik ufnosci na poziomie 1- a = 0,95, oraz liczbe stopni swobody
r=n- 1= 24, ztablic rozktadu chi-kwadrat (zob. tablica I11) odczytujemy wartosci
Xr,n/2 =0,025 = 39,364 oraz Xr1-0,2=0,975 = 12,401. Po podstawieniu danych do wzoru
(5.76), otrzymamy:

(65)2:24 _ , _(65)2:24

a stad
25,76 < 02 < 81,77.

Przedziat o koncach 25,76; 81,77 z prawdopodobienistwem 0,95 bedzie zawiera!
nieznang warto$¢ wariancji liczby punktéw dla wszystkich studentow zdajacych
egzamin z ,Zarzadzania jakoscig”, {kp}

Przyktad 5.9

Korzystajgc z danych z przyktadu 5.7, oszacowac przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego dziennej liczby os6b odwiedzajgcych biblioteke. Podczas konstrukcji
przedziatu zatozy¢ 90 procentowy wspotczynnik ufnosci.

Poniewaz tym razem proban — 100jest duza, dlatego przedziat ufnosci dla odchy-
lenia standardowego populacji mozemy oszacowac, wykorzystujgc wiasnosc (5.88).

Przypomnijmy, ze $rednia z proby i odchylenie standardowe z préby wynoszg
Odpowiednio: *100 = 76,1 oraz s — 18,74. Wartos$¢ Uaji wystepujacg we wzorze (5.88)
wyznaczamy, korzystajgc z tablic dystrybuanty rozktadu N(0,1). W tym przypadku
jest ona réwna Ugji = 1,64. Po podstawieniu wszystkich danych do wzoru (5.88)
otrzymamy przedziat:

1874 2641874 o 1874 + 164 1874
7200 200

16,57 < a < 20,91,

ktory z prawdopodobiefnstwem 1- a = 0,9 pokrywa odchylenie standardowe dziennej
liczby os6b odwiedzajacych biblioteke, {kp}
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5.6.4. Przedzialowa estymacja frakcji
(wskaznika struktury)

Zatézmy obecnie, ze zbiorowos$¢ generalna bedzie opisywana przez zmienng lo-
sowg Ao rozktadzie zero-jedynkowym, dla ktérego/5* - 1) =p. Naszym zadaniem
jest oszacowanie parametru p, przy zalozeniu, ze oznacza on wskaznik struktury
(frakcje) zbiorowosci generalnej. Jak pamietamy z podrozdziatu 5.3.1, estymatorem
parametru p w zbiorowos$ci generalnej jest wskaznik struktury:

P=K =~ (589)
gdzie:

Z =" X, jest sumg n zero-jedynkowych zmiennych losowych, ktdrych realizacje
1=
otrzymuje sie poprzez badanie kolejnych elementéw proby.

Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja statystyki p wynoszg odpowiednio (zob.
wzory: (3.66) i(3.67)):

(5.90)

(5.91)

Zgodnie z twierdzeniem granicznym Moivre’a-Laplace’a statystykap = Wnma
r~
asymptotyczny rozktad normalny z parametrami: » = p io =J—

Standaryzujac estymator p = Wn, otrzymamy:
w-p
\w( \-w)
i n

(5.92)

gdzie: w = z/n jest wartoscig statystyki uzyskana w rezultacie badania proby.

Wyrazenie (5.92) jest realizacjg standaryzowanej zmiennej losowej U o rozkia-
dzie N(0,1).

Przy ustalonym wspotczynniku ufnosci 1 - a, z tablic dystrybuanty rozktadu
N(0,1), nalezy odczytac takie wartosSci iia2 i -«az2, dla ktérych spetniona jest zalez-
nos¢:



134 Czes$¢ Il. Wnioskowanie statystyczne

Dokonujgc odpowiednich przeksztatcen, w taki sposob, aby po srodku nierow-
nosci (5.90) znalazt sie parametrp, otrzymamy relacje:

wn- u aj2 Wn) <p<wn+ Ma2 1=1-0, (5.94)

bedgcg przyblizonym wzorem na przedziat ufnosci dla parametru p w zbiorowosci
generalnej, a przyblizenie to jest tym lepsze, im liczniejsza bedzie pobrana préba
losowal2

Przyktad 5.10

Z populacji studentéw zdajacych egzamin z ,,Zarzgdzania jako$cig” pobrano
losowg probe liczacg n = 100 osob i stwierdzono, ze z = 12 0s6b otrzymato ocene
niedostateczng. Przyjmujgc poziom ufnosci 1- a = 0,9, oszacowac przedziatowo
frakcje studentdw, ktérzy w badanej populacji nie zdali egzaminu.

W pierwszym kroku postepowania nalezy obliczy¢ frakcje studentow, ktorzy
wbadanej prébie nie zdali egzaminu. W analizowanym przypadku frakcja ta wyniesie:
w =z/n = 12/100 = 0,12.

Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego odczytamy, ze Ugj2 = 1,64. Po pod-
stawieniu wszystkich danych do wzoru (5.94) otrzymamy przedziat:

0,12-1 ,64-10,12 0,88 <P< 0,12 + 1,64.'0,12 0,88
100 V 100

0,07 <p < 0,17,

ktory z 90-procentowgq ufnoscig bedzie zawiera! frakcje studentéw catej populaciji,
ktorzy nie zdali pozytywnie egzaminu z ,,Zarzgdzania jakosScig”, {kp}

5.6.5. Przedziatowa estymacja roznicy miedzy dwiema
wartos$ciami oczekiwanymi

Zatdézmy, ze rozwazamy dwie populacje opisywane przez dwie zmienne losowe
X\ 1X2, przy czymXi~/V (M, 01) orazXz~N(\i2,02). Rdznica pomiedzy tymi zmien-
nymi X\ —X 2jest rowniez zmienng losowg o0 rozktadzie normalnym

N ((ij- (i2; oj +al [ Z populacjipobiera sie dwie proby losowe o licznoscin1im

P Zwykle zaleca sie probe sktadajaca sie co najmniej ze 100 elementéw. Zob. np. J. Greh:
Statystyka..., op. cit., S. 35.
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i oblicza sig z nich srednie arytmetyczne X \i Xi, przy czym X\~N ;. ,oraz

X 2~N . W konsekwencji réznica srednich: X i- X i ma rowniez rozktad

ia2
normalny o parametrach: n,- n2> I— + — eDokonujgc standaryzacji zmiennej
\'n. tu

losowej X i- X i- otrzymujemy nastepujgce wyrazenie:

(5.95)

gdzie:
u - jest realizacjg zmiennej losowej U~N(0,1).

Postepujgc podobnie jak podczas konstrukcji przedziatu ufnosci dla jednej
wartosci oczekiwanej i wykorzystujgc relacje (5.66) oraz dokonujac niezbednych
przeksztatceh mozemy zapisac:

(X 1-rx 2) - ML-M2) ...

-lial2< =1- a, (5.96)
Z Czego:
P (XI-X2)-ua2 1~ + —2<nl-n2<(XI-X 2)+«,, + = 1-a. (5.97)
Von\ n?2 V o\ n 2

Wzdr (5.97) mozna stosowac do estymacji roznicy dwoch wartosci oczekiwanych
tylko wowczas, gdy znane sg wariancje badanych populacji a 1ia\. Jezeli ich nie
znamy, to nalezy je oszacowac za pomoca estymatora S*2iwyrazenie (5.95) zastgpic
wzorem':

v _(i]-*2)-(li]-H 2
M+ 20
n x>

(5.98)

gdzie:
r=n1i+ /(2-2, natomiast spjest tzw. uogdlnionym oszacowaniem odchylenia

standardowego -Ja f + ct: iwynosi:

BZob. A. lwasiewicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 195,
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(»1-1K 2+ (/12"1) 722 (5.99)
V.  («i-i) + («2-0

Korzystajac z zaleznosci (5.70), mozna zapisac:

=1-a (5.100)
n,+ tu
n,n
z czego po odpowiednich przeksztatceniach otrzymamy:
, +n, . . o
CYl-*2)-~transp ‘ < Ui~L2< (Xi-X:) +transr l-a. (5.101)
n.tu

5.6.6. Przedziatowa estymacja stosunku dwoéch wariancji

Zatozmy, podobnie jak we wcze$niejszym podrozdziale, ze rozpatrujemy dwie
zmienne losowe X i i X2 opisujgce dwie populacje, przy czym Oi) oraz
X2~N(\12 02).

Jezeli podczas por6éwnania dwoOch populacji opieramy sie na ilorazie wariancji
tych populacji, to mozna wykazaé, ze statystyka:

w0t («-D)SF. (- s, sy n )

n r (»i-1)of (/b-1)<75 af n; S: M; )
ma rozktad F - Snedecoraort=n\- 1ir2=«2 - 1lstopniach swobody. Rozk}ad
F - Snedecora jest stablicowany (zob. tablice 1Va i IVb). Przyjmujgc n ir2stopnie
swobody, oraz zaktadajgc wspdtczynnik ufnosci na poziomie 1- a, z tablic rozktadu
F - Snedecora, nalezy odczytac takie dwie wartosci Fr, ti , u2, Fu, a 2 dla ktérych
spetniona jest zalezno$c¢:

P E S? S}
< r ar <Fr (5.103)
Sv- o
< TE< -t I- u. (5.104)
n;

Otrzymany wzoér (5.104) pozwala na przedziatowe oszacowanie ilorazu dwdéch
wariancji opisujacych dwie r6zne populacje o rozktadach normalnych.
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5.6.7. Przedziatowa estymacja réznicy miedzy dwoma
wskaznikami struktury

Zatézmy, ze chcemy porownac¢ dwie populacje opisywane, przez dwie zmienne
losowe X\ iX 20 rozktadach zero-jedynkowych z parametrami wynoszacymi kolej-
no: pi oraz pi- Z populacji pobrano dostatecznie liczne prdby ri\ i riz- Korzystajac
wwzoru (5.86) wyznaczamy warto$ci wskaznikéw w pobranych prébach wynoszace
odpowiednio wy = zwmi i Wz - zutiz- Aby oszacowaé przedziat ufnosci dla roznicy
miedzy dwoma wskaZznikamipi - pz, nalezy skorzysta¢ z wzoru:

wl-w2)-(pl-p7)
WAG-W ) t H2(1—w2)

(5.105)

gdzie: u jest realizacjg zmiennej losowej U o rozktadzie normalnym standaryzowa-
nym.

Wykorzystujac relacje (5.66) oraz przyjmujac okre$lony poziom ufnosci 1-a,
mozemy zapisac:

(H\- W2)-(p,-p2)

A(L-7) o W2(]-W2) l-a.  (5.106)

Dokonujgc odpowiednich przeksztatcen, otrzymamy nastepujacy wzér na prze-
dziat ufnosci dla roznicy dwoch frakcjipi -pz:

H,(1-H,) 2 W2(\-W2)<Pi~pi< * ~Hj)+ (5.107)
Wi -wy [ w(l-w2) _ .
v oI o

5.6.8. Przedzialowa estymacja wspotczynnika korelacji
liniowej
Ze wspotczynnikiem korelacji liniowej spotkaliSmy sie juz podczas omawiania
rozktadow dwuwymiarowej zmiennej losowej. Przypomnijmy (zob. wzér (2.59)), ze
wspdtczynnik korelacji liniowej ma postac:
cov(X,Y)
D(X)D(Y)

(5.108)
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Estymatorem wspoétczynnika korelacji liniowej w populacji jest wspotczynnik
korelacji z proby (Rxy), ktdrego realizacje obliczany w nastepujacy sposébl4:

LE(*,-%)(>,.- oy
7|§ )(>.-y) £ (xi- x)(Y,-Y)

m (5.109)

AL m~xY JzZ(y> ~yY 12> <xRJ2> .-yY

Jezeli liczebno$¢ proby jest dostatecznie liczna (kilkaset elementéw), to wéwczas
mozna udowodnié, ze rozktad wspétczynnika korelacji z proby jest asymptotycznie

zbiezny do rozktadu normalnego N P> =Py Dokonujac standaryzacji wspot-
4n .

czynnika korelacji z proby otrzymamy wyrazenie:

u= P (5.110)
1-p%

4n
bedgce wartoscig zmiennej U~N(0; 1). Korzystajac z relacji (5.66), mozemy zapi-
r \

N

P
“«a,2< /1 2 <Uap =1-a. (5.111)

-F»

Po dokonaniu niezbednych przeksztatcen przedziat ufnosci dla wspoétczynnika
korelacji liniowej, bedzie przedstawiat sie nastepujaco:
1-R1 1-R2

r ua2— 7=—<av <rX+ualz- =i- a. (5.112)
4n

Przyktad 5.11

Z grupy studentéw kierunku Towaroznawstwa uczeszczajgcych na zajecia ze
statystyki pobrano losowg probe liczacg 103 osoby. Na podstawie pobranej proby
zbadano zalezno$¢ pomiedzy oceng ze statystyki uzyskang na koniec pierwszego
i drugiego semestru. Obliczony wspotczynnik korelacji liniowej wynidst rn = 0,46.
Zaktadajac poziom ufnosci 1- a = 0,95, oszacowaé przedziatowo wspdtczynnik
korelacji pomiedzy oceng ze statystyki w pierwszym i w drugim semestrze w calej
populacji studentéw studiujgcych ten przedmiot.

UPoréwnaj ze wzorami (4.3) i (4.4) w: M. Major, J. Niezgoda: Elementy..., op. cit.



5. Wybrane zagadnienia z teorii estymacji 139

Przedziat ufnosci wyznaczymy, korzystajagc z relacji (5.112). Po podstawieniu
danych do nier6wnosci otrzymamy:

B - 1ok L 90-436—2<a,,< 0,46 +1,96 - 0462

o3z

czyli:
0,31 < py < 0,61.

Mozna stwierdzié, ze w ciggu n niezaleznych préb przedziat liczbowy o koicach
0,31; 0,61 bedzie pokrywat nieznany wspotczynnik korelacji miedzy oceng z pierw-
szego i drugiego semestru w 95 przypadkach na 100. W pieciu przypadkach na 100
mozemy jednak otrzymac btedne oszacowanie nieznanego parametru.

5.6.9. Szacowanie minimalnej liczebnosci proby

Na doktadnos¢ estymacji mozna wptywac, odpowiednio dobierajgc wspotczyn-
nik ufnosci 1- a, a takze przez zmiane liczebnosci proby. Im mniejszy jest wspdéi-
czynnik ufnosci, tym krétszy jest przedziat ufnosci. Zmniejszenie wspétczynnika
ufnosci zwieksza jednak prawdopodobiefAstwo zdarzenia, ze otrzymany przedziat
nie pokryje szacowanego parametru. Poprawe precyzji szacunku mozemy réwniez
uzyskaé, zwiekszajac liczebnos$ci pobranej préby. Pojawia sie pytanie, jak liczng na-
lezy przyjaé prébe, aby otrzymaé przedziat ufnosci o zadanej z gory dtugosci. Naszg
analize rozpoczniemy od sposobu ustalania minimalnej liczno$ci préby potrzebnej
do oszacowania wartosci oczekiwanej |i w populacji normalnej ze znanym odchyle-
niem standardowym a (model I). Jak ustaliliSmy (zob. wzér (5.68)) przedziat ten ma

postad: Xn- ua/2—5= < X < x,, +ual>-%, ajego dtugosc wynosi:
Jn M

Xn +u, X,,- U, 2 =2un (5.113)
-In mn

Dazy sie do tego, aby potowa przedziatu ufnosci okre$lana jako mak-
‘Jn

symalny btad szacunku nie przekraczata z gory ustalonej wartosci d. Zatem mozna
zapisac:

a
Uai2 = i$ d. (5.114)
1

z czego po przeksztatceniu otrzymamy:

n> 42 (5.115)

Z powyzszego zapisu wynika, ze jezeli chcemy, aby maksymalny btgd szacun-
ku nie przekroczyt zatozonej wartosci d, to wdwczas nalezy wylosowaé prébe nie
mniejszg niz«.
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W podobny spos6b mozna ustali¢ minimalng liczebnos¢ préby, ktéra jest nie-
zbedna do oszacowania przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej u w populacji
normalnej z nieznanym odchyleniem standardowym o (model II).

Zamiast relacji (5.114) zapiszemy woéwczas:

n> (5.116)

gdzie:
r = no-1 stopni swobody,
s*2- jest wartoScig wariancji obliczonej na podstawie proby pilotazowej o licz-
nosci ro.

Jezeli minimalna liczebnos¢ préby n wyznaczona na podstawie wzoru (5.116)
bedzie wiekszaniz liczebnos¢ proby pilotazowej no, to wowczas zachodzi konieczno$é¢
dolosowania do préby pilotazowej n - no elementow.

Na koniec rozwazmy problem minimalnej licznoSci préby potrzebnej do oszaco-
wania frakcji p (wskaznika struktury). Jak ustalilismy (zob. wzdr (5.94)), przedziat

ufnosci w tym przypadku ma konce opisane wzorami: w- ua 2. n
Wt Iw(1-w)
iy ~n
. . L I 1—w)
Polowa dtugosci przedziatu wyniesie (maksymalny btad szacunku): ud,2J ---------- .
Zatem, zachodzi relacja: ua,2J H** d, z ktérej po przeksztatceniu otrzy-
mamy: L
/; ,*R(1-H .
11 § ] ( )- -0'e117

Parametr wwe wzorze (5.117) traktuje sie tutaj jako przypuszczalny rzad wartosci
parametrup. W sytuacji, gdy brak jest jakichkolwiek przestanek do ustalenia rzedu

wartosci parametrup, to wowczas przyjmuje sie ze w - —czyli wartos¢, przy ktorej

iloczyn w(1- w) jest najwiekszy. Wzor (5.117) nalezy zastapi¢ wzorem:

-u 2
n>4 al=SIL. (5.118)
d2 Ad2

Przyjecie za w warto$ci —gwarantuje, ze w wiekszosci przypadkow (gdyp * ™)

oszacowana liczebnos$¢ proby zapewni, ze doktadnos¢ estymacji bedzie wieksza od
zatlozonej.
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Przyktad 5.12

Oszacowaé minimalng liczno$é proby, potrzebng do oszacowania $redniej liczby
punktéow otrzymanych z egzaminu z ,,Zarzadzania jakos$cig”, jezeli zatlozymy, ze
maksymalny btad szacunku wynosi 2,5, a poziom ufnosci 1- a = 0,95. Zatézmy, ze
na podstawie wczesniejszych badan generalnych wiadomo, ze rozktad uzyskanych
punktow jest zblizony do normalnego, z odchyleniem standardowym a = 6,4.

Aby ustali¢ minimalng liczebno$¢ préby potrzebng do oszacowania $redniej liczby
punktéw, nalezy skorzysta¢ ze wzoru (5.115) (znane jest odchylenie standardowe

populacji 0). Po podstawieniu do wzoru otrzymamy:

n=*“a = 1,%2'6A" =25,17631.
d2 2,5

W celu obliczenia $redniej liczby punktéw z egzaminu z ,,Zarzadzania jakoscig”
nalezy wylosowac niezalezng prébe o licznosci wiekszej niz 25 os6b, czyli minimalnie
n - 26 osob. {kp}

Przyktad 5.13

Z grupy studentow zdajgcych egzamin z ,,Zarzgdzania jakoscig”, wylosowano
probe pilotazowg o licznosci no = 10 oséb i obliczono wariancje liczby uzyskanych
punktoéw. Wariancja ta wynosita s*2 —42,25. Zbadac¢, czy liczebno$¢ pobranej préby
pilotazowej jest wystarczajgca do oszacowgnia $redniej liczby punktéw, jezeli zato-
zymy, ze $redni biad szacunku wynosi 2,5, a poziom ufnosci 0,95.

Poniewaz, nieznanajest warto$¢ parametru a2 ajedynie warto$¢ szacunkowa i*2,
dlatego do wyznaczenia minimalnej licznosci proby uzyjemy wzoru (5.116).

Wartos¢ /.02 odczytamy z tablic rozktadu Studenta, zaktadajac, ze a/2 = 0,025
oraz liczba stopni swobody r - 10- 1= 0.

Podstawiajgc do wzoru, otrzymamy:

. (2,2622)52.-42,25 W3

Z powyzszych obliczen wynika, ze do préby pilotazowej nalezy dolosowac jeszcze
dodatkowo 25 os6b. {kp}

Przyktad 5.14

Ustali¢ minimalng liczebno$¢ proby, na podstawie ktérej mozna bedzie okresli¢
frakcje studentéw, ktérzy otrzymali oceny niedostateczne z egzaminu z ,,Zarzgdzania
jakoscig”. Na podstawie analiz przeprowadzonych w latach wczes$niejszych wynika, ze
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frakcja tych studentéw oscyluje na poziomie okoto 12%. Podczas szacunku przyjac
btad szacunku 5% oraz wspo6tczynnik ufnosci 0,9.

Poniewaz znany jest szacunkowy rzad wielkosSci frakcji w catej populacji, do
oszacowania minimalnej licznosci proby mozemy wykorzysta¢ wzér (5.117). Po
podstawieniu wartosci otrzymamy:

:.1642012088 «114.

Jest to minimalna liczebno$¢ préoby, ktéra przy zatozonym poziomie ufnosci 0,9
i Srednim btedzie szacunku réwnym 5%, pozwoli na oszacowanie frakcji studentéw
z ocenami niedostatecznymi, {kp}



Weryfikacja hipotez Rozdziat
statystycznych 6

6.1. Uwagi wstepne

Postepowanie weryfikacyjne rozpoczyna sie od sformutowania hipotez staty-
stycznych.

Mianem hipotezy statystycznej mozna okresli¢ sad (poglad) odnoszacy sie do
zbiorowosci generalnej sformutowany bez przeprowadzenia badania generalnego.
Jezeli ten sad dotyczy parametrow opisujgcych populacje, to wéwczas hipotezy
nazywac bedziemy parametrycznymi. W przypadku, gdy sad odnosi sie do klasy
rozktadu (postaci funkcyjnej dystrybuanty) bez odwotywania sie do liczbowych
wartoséci parametru, méwimy o hipotezach nieparametrycznych. Na przyktad
hipoteza gtoszaca, ze $rednia wieku w pewnej populacji wynosi 35 lat jest hipotezg
parametryczng, natomiast stwierdzenie, ze populacja ta ma rozktad zblizony do
normalnego, jest hipotezg nieparametryczng. Na poczatek zajmiemy sie sposobem
budowy iweryfikacji hipotez parametrycznych, a p6zniej w dalszych podrozdziatach
omowimy wybrane testy dla hipotez nieparametrycznych. Podobnie jak we wczesniej-
szym rozdziale, przyjmiemy, ze nieznany parametr populacji generalnej oznaczymy
symbolem Q. Proces weryfikacji rozpoczyna sie od sformutowania tzw. hipotezy ze-
rowej //o, gtoszacej brak réznic pomiedzy weryfikowanym parametrem Q, a zatozong
apriori warto$cia (JO, oraz przeczacej jej jednej lub kilku hipotez alternatywnych
H\. Powszechnie termin hipoteza zerowa, zarezerwowany jest dla hipotezy o braku
réznicy, jednak nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozszerzy¢ znaczenie tego terminu
rowniez na przypadki, gdy roéznica pomiedzy Q i Qojest mniejsza lub réwna lub tez
wieksza lub rowna zero. Jezeli hipoteze zerowgq zapiszemy jako:

W,:Q = lub //o: Q-Qo =0, (6.1)
to takg hipoteze nazwiemy hipotezg zerowg prosta.

Natomiast, jezeli hipoteza zerowa bedzie miata postac:

/lo: Q<Qo lub HOQ- QO< 0, (6.2)
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albo:
Ho- Q >Qn lub H\j. Q-Q{)> o, (6.3)

to wowczas nazywac sie jg bedzie hipotezg zerowg ztozong.
W stosunku do tak postawionych hipotez zerowych nalezy sformutowac odpo-
wiednie hipotezy alternatywne H\\

/1i;0 *<20lub//i: 0-00*0O, (6.4)
Hi'- Q >Qo lub H\.Q-Qy)> 0, (6.5)
HI:Q < QOlubHI:Q-Q0<0, (6.6)

Zauwazmy, ze kazda z tych trzech ztozonych hipotezalternatywnych zaprzecza
hipotezie zerowej prostej (6.1). Jezeli natomiast hipoteza zerowa bedzie ztozona
i bedzie miata postac¢ (6.2)1ub (6.1), to wowczas mozna do niej dopasowac tylko jedng
hipotezg alternatywna. | tak hipotezie zerowej (6.2) odpowiada hipoteza alternatywna
(6.5), natomiast hipotezie zerowej (6.3), hipoteza alternatywna (6.6).

W trakcie weryfikacji hipotez statystycznych dopuszcza sie mozliwos$¢ popetnienia
dwoéch rodzajéow btedu (tzw. btad pierwszego rodzaju i btad drugiego rodzaju).
Do btedu pierwszego rodzaju dochodzi wowczas, gdy przyjmiemy, ze prawdziwa
jest hipoteza alternatywna, gdy w rzeczywistosci prawdziwg bedzie hipoteza zerowa.
Natomiast jezeli przyjmiemy, ze prawdziwa jest hipoteza zerowa, a w rzeczywisto-
Sci prawdziwag jest alternatywna, to popetnimy btad drugiego rodzaju. Oczywiscie
bteddéw nie popetnimy, gdy przyjmiemy hipoteze zerowg, gdy ta bedzie prawdziwa,
a odrzucimy ja, gdy bedzie ona fatszywa. Prawdopodobienstwo popetnienia btedu
pierwszego rodzaju oznaczamy symbolem a, natomiast prawdopodobienstwo, ze
popetniony zostanie btgd drugiego rodzaju, oznaczymy symbolem (i. Do oznaczenia
prawdopodobienstwa braku pomytek bedziemy stosowa¢ odpowiednio symbole
1-ail- (3 Podczas formutowania hipotezy zerowej nalezy pamietaé o tym, aby
byta ona tak skonstruowana, by z duzym prawdopodobienstwem dato sie jg odrzucic,
w przypadku, gdyjest ona falszywa. Cato$¢ powyzszego rozumowania dobrze ilustruje
rysunek 32 w formie tabelki.

Hipoteza zerowa Ho

Prawdziwa Falszywa
Przyjac Decyzja prawidtowa Btad drugiego rodzaju
. (1-a) (P)
Decyzia Btad pi dzaj Decyzja prawidtowa
Odrzuci¢ ad pierwszego rodzaju yzja p
(a) €-P)

Rys. 32. Bledy popetniane przy weryfikacji hipotez oraz prawdopodobienstwo ich realizacji

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Reguty postepowania (procedury) pozwalajagce na rozstrzygniecie, ktéra z hipotez
jest prawdziwa, a ktora falszywa, nazywane sg testami statystycznymi. Podstawg
kazdego testu jest reprezentatywna proba losowa. W praktyce uzywane sg najczesciej
tzw. testy istotnosci.

W standardowych testach istotnosci jedynie warto$¢ a, nazywana poziomem
(wspditczynnikiem) istotnosci, jest przyjmowana apriori, natomiast p jest wartoscig
wynikowag, zalezng od liczebnos$ci proby« oraz od rzeczywistej warto$ci parametru
Q, ktory to parametr zwykle pozostaje nieznany. Skutkiem braku znajomosci rze-
czywistej wartosci parametru Q jest rdwniez brak znajomosSci prawdopodobienstwa
(3 Ze wzgledu na to, ze w testach istotnosci uwzglednia sie tylko ryzyko popetnienia
btedu pierwszego rodzaju, pomijajagc mozliwos¢ popetnienia btedu drugiego rodza-
ju, to wynikiem tego testu mozliwa jest decyzja odrzucenia hipotezy zerowej lub
stwierdzenie braku podstaw do jej odrzucenia, co nie jest tym samym co jej przyjecie.
Jezeli na podstawie testu istotnosci poddaje sie weryfikacji hipotezy parametryczne,
to woweczas taki test okreslany jest mianem parametrycznego testu istotnosci. Na-
tomiast, jezeli przedmiotem weryfikacji sg hipotezy nieparametryczne, to wéwczas
mowi sie 0 nieparametry cznych testach istotnosci.

Aby lepiej zrozumie¢ poruszane tu problemy, przeanalizujmy krétki przykiad.

Przykiad 6.1

Zatdzmy, ze w procesie sgdowym, przeciwko podejrzanemu o popetnienie
przestepstwa, formutowana jest nastepujaca hipoteza zerowa oraz hipoteza alter-
natywna.

Hu: podejrzany jest niewinny,

H\\ podejrzany jest winny.

Forma hipotezy zerowej jest uwarunkowana tutaj podstawowg zasadg prawa,
gtoszacg domniemang niewinno$¢ podejrzanego. Aby jg odrzuci¢ iprzyjac hipoteze
alternatywnag, nalezy dowie$¢ winny podejrzanego. Do btedu pierwszego rodzaju,
dojdzie wdwczas, gdy podejrzany zostanie uznany za winnego, podczas gdy w rzeczy-
wistosci jest niewinny, natomiast sad popetni btad rodzaju drugiego, gdy uniewinni
podejrzanego, nie dlatego, ze byt on niewinny, tylko ze na przyktad miat dobrych
adwokatow. Sagd moze wydac rowniez decyzje, ze z braku dowodow nalezy umorzy¢
postepowanie jurysdykcyjne, decyzja ta ma takie samo znaczenie jak decyzja: brak
powoddédw do odrzucenia Ha w przypadku standardowych testéw istotnosci. Chyba
nikogo nie trzeba przekonywac, ze decyzja sagdu nakazujgca umorzenie postepowania
jurysdykcyjnego z brakdw dowoddw, jest zupetnie odmienna od decyzji o catkowitym
uniewinnieniu podejrzanego, {kp}

Intuicyjnie mogtoby sie wydawac, ze w trakcie przeprowadzania testdw staty-
stycznych powinnismy dazy¢ do minimalizacji prawdopodobiefstw popetnienia btedu
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pierwszego i drugiego rodzaju a i p. W rzeczywistosci, nie jest to jednak mozliwe,
gdyz przy zadanej licznosci préby n, zmniejszenie a zaowocuje zwiekszeniem p. Te-
oretycznie mozna prébowac¢ minimalizowa¢ a i P poprzez zwigkszanie liczebnoSci
proby, jednak w wielu przypadkach jest to dziatanie ekonomicznie nieuzasadnione,
gdyz zwiekszajac liczebnos¢ proby zwiekszamy réwniez catkowite koszty badan.

Dlatego tez w standardowych testach istotnosci obszar krytyczny konstruowany
jest w taki spos6b, aby zminimalizowa¢ prawdopodobienstwo popetnienia btedu
drugiego rodzaju p przy ustalonym apriori prawdopodobienstwie popetnienia btedu
pierwszego rodzaju a. Zbudowane w tej konwencji testy sg testami najmocniejszy-
mi, gdyz odpowiada im najwieksza moc, interpretowanajako prawdopodobieristwo
odrzucenia fatszywej hipotezy zerowej na korzy$¢ prawdziwej hipotezy alternatywnej.
Odwotujac sie do przyktadu 6.1, opisujgcego postepowania sgdowe, moc testu jest
prawdopodobienstwem, ze podejrzany zostanie uznany za winnego, gdy rzeczywiscie
jest winien.

Podstawg kazdego testu jest reprezentatywna préba losowa. Pobranie iopis «-ele-
mentowej préby losowej stanowi drugi po konstrukcji hipotez etap procesu wery-
fikacji. Pobrang probe nalezy nastepnie opisa¢, uzywajac odpowiedniej statystyki
(charakterystyki) z préby r|. Dobor statystyki z préby odbywa sie stosownie do
tresci weryfikowanych hipotez, oraz warunkow takich jak: typ rozktadu populaciji,
liczebno$¢ prdéby, znajomos$¢é parametrow opisujacych zbiorowo$¢ generalng itd.
W wyniku pomiaru préby otrzymujemy zbior realizacji, dla ktérych obliczamy war-
tos¢ statystyki z préby r,,.

W kolejnym kroku, wykorzystujagc znajomos$é rozktadu statystyki z proby, oraz
zaktadajgc apriori poziom istotnos$ci a wyznacza sie granice tzw. przedziatu kry-
tycznego rlk, w taki sposéb, aby spetnione byty relacje:

Hn* e HkIQ = Qo] = (6.7)
P[T],, <B¥k\Q< QA <a, (6.8)
Plrn e Tk|Q > £x0] <a, (6.9)

Powyzsze wyrazenia nalezy czytaé: prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, ze
wartos¢ statystyki z préby rl,, nalezy do przedziatu krytycznego n*, przy zatozeniu, ze
prawdziwa jest hipoteza zerowa, jest rowne (mniejsze lub rowne) dowolnie matej
réznej od zera wartosci a. Warto$¢ poziomu istotnosci a ustala sie zwykle na pozio-
mie: 0,01; 0,05; 0,025; 0,1 itp. Dopetnieniem logicznym przedziatu krytycznego jest
przedziat ritl Przedziat ten moze by¢ przedziatem ograniczonym dwustronnie lub
jednostronnie (prawostronnie lub lewostronnie). Sposéb ograniczenia przedziatu r|(

1 W literaturze przedmiotu raczej unika sie nazywania tego przedziatu. Zgodnie z funkcja,
jaka spetnia w procesie podejmowania decyzji, mozna by go nazwa¢ przedziatem braku
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Z uwagi jednak na dtugg nazwe, w dalszej czesci
pozostaniemy przy symbolicznym oznaczeniu f<
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zalezy od konstrukcji hipotezy alternatywnej. Jezeli w hipotezie alternatywnej wyste-
puje znak ,,@0”, to wowczas przedziat T|(jest ograniczony dwustronnie i ma postac:

Tm=(Mnn*). (6.10)

gdzie: r|d, sg dolnym ig6rnym kresem tego przedziatu.

W konsekwencji przedziat krytyczny w rozwaznym przypadku bedzie przedsta-
wiat sie nastepujaco:
Nk = (-«Midi u [Ty, +qo0). (6.11)

Jezeli w hipotezie alternatywnej wystepuje znak to woéwczas przedziat d(
i przedzial krytyczny bedg przedstawiaty sie nastepujgco:

Ut= (—eo,r|g) oraz Tik = [%, +o00). (6.12)

Jak tatwo sie domysle¢, gdy w hipotezie alternatywnej postawimy znak ,,<”, to
wowczas przedziat 7|(i przedziat krytyczny bedg miaty postac:

W= (tu + o oraz rlk = (—<o,nrf]. (6.13)

Granice t|di 4«we wzorach (6.11) - (6.13) okresla sie czesto mianem wartosci
krytycznych.

Na rysunku 33 przedstawiono graficzng prezentacjeomawianych przedziatow.
Podczas tworzenia rysunku, zatozono, ze statystyka zprdby r| posiada rozktad nor-
malny o wartosci oczekiwanej £(r|) = Qo. Zakreskowany obszar pod krzywg normalng
ilustruje prawdopodobienfistwa przypisane odpowiednim przedziatom krytycznym.

Koncowym etapem procesu weryfikacji jest podjecie decyzji. W przypadku, gdy
weryfikacja odbywa sie przy uzyciu testu istotnosci, podjecie decyzji przebiega we-
dtug nastepujacego schematu. Jezeli uzyskana wartos¢ statystyki z préby r|,, nalezy
do przedziatu krytycznego 1&(t|,, € r|0,to wowczas z prawdopodobienistwem réw-
nym lub nie wigkszym niz a, odrzucamy hipoteze zerowg na korzys$¢ odpowiedniej
hipotezy alternatywnej. Natomiast, jezeli zachodzi relacja odwrotna (r|,, t r|k), co
oznacza, ze warto$¢ statystyki z préby nalezy do przedziatu rt, to wéwczas brak jest
powodow (nie ma podstaw) do odrzucenia hipotezy zerowe;j.

Nie mozemy jednak wsposdb jednoznaczny stwierdzi¢, ze przyjmujemy hipoteze
zerowgjako hipoteze prawdziwag, gdyz nie zostato przyjete apriori ryzyko, ze decyzja
taka bedzie fatszywa. Ryzyko takie zaktada sie w bardziej ogdlnych rozwazaniach
dotyczacych procedur weryfikacji hipotez statystycznych, w ktérych uwzglednia sie
mozliwos$¢ zardbwno odrzucenia, jak iprzyjecia hipotezy zerowej.

Uogo6lniajac powyzsze rozwazania, schemat postepowania weryfikacyjnego na
podstawie testéw istotnosci mozna w skrocie przedstawi¢ w czterech punktach:

1) konstrukcja hipotez statystycznych,

2) pobranie i opis «-elementowej proby losowej,

3) konstrukcja tzw. przedziatu krytycznego,

4) podjecie decyzji.
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Rys. 33. Zalezno$¢ pomiedzy postacig hipotezy alternatywnej
a przedziatem T|(i przedziatem krytycznym

Zraodto: opracowanie wiasne.

Na koniec uwag ogoélnych dotyczacych weryfikacji hipotez statystycznych, roz-
wazmy kilka innych waznych probleméw.

Zdefiniujmy obecnie w sposob formalny wprowadzone wcze$niej pojecie mocy
testu. Moc testu M(Q; n) jest funkcjg opisywang przez warto$¢ parametru Q oraz
liczno$¢ préby n. Korzystajac z przyjetych wczesniej oznaczeri, mozna zapisac, ze:
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= P[r\,, e NK\Q\. (6.14)

Zatézmy, ze liczebno$é préby pozostaje na niezmienionym poziomie, natomiast
zmianie ulega warto$¢ parametru Q. Zatézmy, ze przedziat r|, jest ograniczony
prawostronnie wartos$cig r|g. Zatézmy takze, ze statystyka z proby r| posiada roz-
ktad normalny o wartoéci oczekiwanej E(r\) wynoszacej kolejno Qoi Qi, przy czym
Qo < Q\. Warto$¢ funkcji mocy testu w punkcie @>jest réwna poziomowi istotnosci a:

M(Qa:n) = a, (6.15)
natomiast w punkcie Q\ wyniesie 1- p :
Al(Q,;n) = 1-p. (6.16)

W sytuacji, gdy moc testu bedzie wynosi¢ a, to wowczas p = 1- a. Natomiast,
gdy moc zblizy sie do wartosci 1- p, to woéwczas P bedzie w przyblizeniu rowna a
(a » P). W celu zilustrowania rozwazanej sytuacji sporzgdzono rysunek 34, na ktorym
funkcja mocy testu jest reprezentowana przez pole powierzchni zawarte pod krzywa
gestosci prawdopodobienistwa w przedziale (%, + ©.

Rys. 34. Funkcja mocy testu dla Qo oraz Qi dla prawostronnie
ograniczonego przedziatu r|,

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Funkcje mocy testu mozna réwniez przedstawi¢ za pomoca rzednych, spo-
rzadzajac wykres krzywej mocy testu (zob. rys. 35). W podobny sposéb mozemy
skonstruowaé krzywg mocy testu dla przypadku, gdy przedziat r<jest ograniczony
lewostronnie i dwustronnie (zob. rys. 36 irys. 37). W przypadku testow lewostron-
nych (tzn. gdy przedziat rirjest ograniczony lewostronnie) nalezy uwzgledni¢ dwie
wartosci parametru Q: Qo i <2-i (Qo > Q i), natomiast gdy przedziat r|(ograniczymy
dwustronnie, to woéwczas az trzy: Qo, Q i, Q\ (Q-i < Qo < Qi)-

W praktyce, czesto zamiast funkcji mocy testu wykorzystuje sie tzw. funkcje ope-
racyjno-charakterystyczng (w skrdcie funkcje OC), ktéra okreslana jest wzorem:

0c¢(Q;n)=P[jInsTIN\Q]. (6.17)

Rys. 35. Krzywa mocy testu dla Qo oraz Qi dla prawostronnie ograniczonego
przedziatu T((Ho'. Q $ Qo i H\: Q > Qo)

Zrodto-, opracowanie whasne.

Rys. 36. Krzywa mocy testu dla Qo oraz Q idla lewostronnie ograniczonego
przedziatu nr (Ho: Q >Qo iHU Q < Qo)

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Rys. 37. Krzywa mocy testu dla Qi, Q idla dwustronnie ograniczonego

przedziatu 7, ( Q Q\H\:Q* Qo)

Zrédio: opracowanie whasne.

Pomiedzy funkcjg mocy testu a funkcje OC zachodzi nastepujacy zwigzek:
Oc(Q;n) =1-M(Q;n), (6.18)

Z czego wynika:
Oc(Qo; n) = 1-a, oraz Oc(Qu n) = p. (6.19)

Idealna funkcja OC generuje warto$¢ 1w sytuacji, gdy prawdziwa jest hipoteza
zerowa, izero, gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna. Taka sytuacjajest mozliwa
tylko wowczas, gdy badania majg charakter wyczerpujacy (tzn. gdy: n = N).

Wykres funkcji OC oraz idealnej funkcji OC, dla testu prawostronnego przed-
stawiono na rysunkach: 38 i 39.

Rys. 38. Krzywa operacyjno-charakterystyczna dla Qooraz Q\dla prawostronnie
ograniczonego przedziatu rj (HO: Q<Q@i//i: Q > Qo)

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 39. Idealna funkcja operacyjno-charakterystyczna dla Ho: Q <QoiH\ Q > Qo

Zrédto: opracowanie wiasne.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze kazdy standardowy tekst mozna w prosty
sposdb przeksztatci¢ wtest, w ktdrym obok przyjetego a prioriwspétczynnika a
przyjmuje sieréwnieza priori wartos¢ ryzyka p. Przeksztatceniu ulegajg wowczas

hipotezy alternatywne i tak na przyktad w miejsce hipotezy (6.4) bedziemy mieli
obecnie az dwie hipotezy alternatywne2:

Hy.Q =Go + AQ = Q\iH-Y Q = Qo-AQ =0-i (6.14)
gdzie:

Q-i<Qo<Qi.
Wowczas prawdopodobienstwo [3 wyniesie:
P[n« £r\k\Q = Q \] + P[An ei\k\Q = Qt] =P\ (6-15)
Jezeli 00-0-1 = 0i-0o0, to wowczas:

P[Tl« A 1%10 = 0_ij = P2, (6.16)

P[rl« « Tik|0 = 0i] = P'/2. (6.17)

Jezeli hipoteza zerowa ma postaé (6.2), to wowczas odpowiednia hipoteza al-
ternatywna bedzie miata postac:

Hy 0 = 0o + A0 = 0i, (6.18)

natomiast, gdy weryfikujemy hipoteze zerowg postaci (6.3), odpowiednig hipoteze
alternatywng nalezy zapisac jako:

/1-i:0 = 00-A0 =0 (6.19).

Zob. A. lwasiewicz, Z Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 212.
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W powyzszych przypadkach prawdopodobienistwo btedu drugiego rodzaju
WYnNosi:

P £ nNkQ = Q-\\ = P\ (6.20)
P[rh*i\k\Q = Qi\ = p. (6.21)

Parametr (3, nalezy traktowac jako malejacg funkcjer6znicy AQlub liczebno-
§ci proby n. Zwiekszanie liczebnoSci proby przy statej roznicy AQ lub zwiekszanie
wielkosci roznicy A<, przy zatozeniu statej licznosci préby n spowoduje, ze prawdo-
podobieAstwo btedu (3 bedzie zmierza¢ do zadanego apriori prawdopodobieristwa
p. Zatem mozemy zapisac:

%@P\qn € r*l<2 = Q i] + Hn« £ nfc2=Q\] P+~ (6.22)

Z powyzszego wynika, ze mozna znalez¢ (analitycznie lub na drodze symulacji)
takg minimalng liczebnos¢ préby lub takg minimalng wartos$¢ réznicy AQ, przy ktorej
spetniona bedzie nieréwnos¢ p' < p.

6.2. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych istotnosci réznicy miedzy
wartoscig oczekiwang zmiennej losowej
a ustalong wartoscig

Zatézmy, ze zbiorowo$¢ generalna charakteryzowana jest za pomocg zmiennej

losowej: X~N ((j; 0). Hipoteze zerowg i odpowiednig hipoteze alternatywna kon-
struujemy dla parametru p. Hipoteza zerowa moze by¢ hipotezg prosta typu:

HO:n = [ifl, (6.23)

lub jedng z hipotez ztozonych postaci:

HO: n <no, (6.24)
lub
Ho. (i > o (6.25)
Zaprzeczeniem hipotezy zerowej jest hipoteza alternatywna, o postaci:
(6.26)
H\\\x> no, (6.27)
lub

Hu u < Jio. (6.28)
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Podobnie jak w rozwazaniach og6lnych, kazda z tych trzech hipotez alterna-
tywnych moze by¢ zaprzeczeniem hipotezy zerowej prostej (6.23). Jezeli natomiast
hipoteza zerowa bedzie ztozona ibedzie miata postac (6.24) lub (6.25), to wowczas
mozna jej przyporzadkowac tylko jedng hipotezg alternatywna. | tak hipotezie ze-
rowej (6.24) odpowiada hipoteza alternatywna (6.27), natomiast hipotezie zerowej
(6.25), hipoteza alternatywna (6.28).

Podczas budowy testu istotnosci dla wartosci oczekiwanej mozna wyr6znic trzy
modele sytuacyjne (poréwnaj z estymacja przedziatowg wartosci oczekiwanej):

1) model I. Zmienna losowa X opisujgca populacje ma rozktad normalny lub
zblizony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang (i i znanym od-
chyleniem standardowym o,

2) model Il. Zmienna losowa A'opisujgca populacje ma rozktad normalny lub
zblizony do normalnego, z nieznang wartoscig oczekiwang n i nieznanym
odchyleniem standardowym o,

3) model ID. Zmienna losowa A'opisujgca populacje ma nieznany rozktad, z nie-
znang wartos$cig oczekiwang n i nieznanym odchyleniem standardowym o.

Model I. Jezeli zmienna losowa opisujgca populacje ma rozkiad normalny
0 znanym istatym odchyleniu standardowym o, to wéwczas bez wzgledu na liczebno$¢
préby, do opisu préby losowej uzywa si¢ statystyki z proby postaci (zob. wzor 5.61):

U= ——n (6.29)
0 wartosciach

uo= o J7i. (6.30)
Jezeli  prawdziwajest hipoteza zerowa, to wowczasstatystykal ma rozkiad
normalny o parametrach n= 0io = 1 Dzieki temudo konstrukcjiprzedziatow
krytycznych i przedziatow r|( wykorzystujemy tablice dystrybuanty rozkiadu nor-
malnego standaryzowanego. Posta¢ przedziatu krytycznego jest zalezna od postaci
hipotezy alternatywnej. Jezeli hipoteza alternatywna ma postac: (6.26), to wowczas
przedziat krytyczny bedzie mial postac:

rlk= (-*: -Ma/z] u +°0). (6.31)
Wartosci -«a,2iiial2 wyznaczane sg w taki sposob, aby
P{U<-ug2 = al2, (6.32)

oraz
P(U > Uagji) = a/2. (6.33)

W przypadku, gdy hipoteza alternatywna jest postaci (6.27), to wéwczas przedziat
krytyczny przedstawia sie nastepujaco:

k= [u,. +<»), (6.34)



6. Weryfikacja hipotez statystycznych 155

przy czym
P(U>n,) = a. (6.35)

Jezeli hipoteza alternatywna przedstawiana jest wzorem (6.28), to wdowczas
przedziat krytyczny jest okreslony jako:

TU= (-00; -M,,]. (6.36)
Warto$¢ graniczna -uajest okre$lana w ten sposéb, aby spetniona byta relacja:

P(U<-ua) = a. (6.37)

Ogodlna reguta decyzyjna jest taka, ze w przypadku, gdy warto$¢ obliczonej sta-
tystyki Mbzawiera sie w wyznaczonym przedziale krytycznym r”, to wowczas nalezy
odrzuci¢ hipoteze zerowg na korzys¢ hipotezy alternatywnej. Jezeli natomiast obli-
czona warto$¢ statystyki ugbedzie leze¢ poza przedziatem krytycznym, to wdwczas,
nalezy sformutowacé wniosek, ze brak jest podstaw (powodow), aby odrzuci¢ hipoteze
zerowg. Szczego6towe reguty postepowania zostaty zamieszczone w tablicy 6.1.

Tablica 6.1. Zasady podejmowania decyzji3

Hipotezy HOL= M HQ i <uw Ho: > b
Decyzja H\:1*1o Hn> b H\:y< o
Mo ? ual2 [MO|>Mma |Mo|> Ma
Odrzuci¢ Ho
na korzy&¢ H] (Mo > Mo/2 lub Mo < —war2) (MO > Ma) (Mo <-M a)
(6.38) (6.40) (6.42)
[Mo| < uaji Imo| < Ma IMo| < Ma
Brak podstaw .
do odrzucenia Ho (—Mo2 < Mo < Uaji) (Mo < Ma) (MO > -M a)
(6.39) (6.41) (6.43)

Zrodto: opracowanie wihasne.

Zasady podejmowania decyzji przedstawione w tablicy 6.1, mozna transformowac
do nieco odmiennej postaci. Ich opis zamieszczono w tablicy 6.24.

3 Dla wigkszej przejrzystosci w nagtdwku tablicy umieszczono najczesciej spotykane postacie
hipotez Ho i H\. (Zob. wzory 6.23-6.28).

4 Forma podejmowania decyzji przedstawiona w tablicy 6.2 jest charakterystyczna dla tzw.
kart kontrolnych Shewharta, ktére nalezg do podstawowych narzedzi wykorzystywanych
w statystycznej kontroli jakosci. Szerzej zob. np. A. Iwasiewicz: Zarzgdzanie jakos-
cig, PWN, Warszawa-Krakéw 1999, rozdz. 8. Zob takze: idem: Zarzadzanie jakoScig
w przyktadach i zadaniach, Slaskie Wydawnictwo Naukowe Wyzszej Szkoty Zarzadzania
i Nauk Spotecznych, Tychy 2005, s. 273.
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Tablica 6.2. Zmodyfikowane zasady podejmowania decyzji

- Hipotezy Ho: x= ™ HO: (X< Ho HO:u > Jio
Decyzja H\:ji * no H\. |i > ho H\:n < no
i,_~="0-u a/2—."‘]=]
Odrzucié¢ Ho lub In Xg=n0-ua-.h
na korzy$¢ H\ * >* = HD+ “a‘zﬁ (6.46) (6.48)
(6.44)
xd<X,,<xg gdzie
Brak podstaw ro— Ho Wz gt X,,<Xg=n0+ua-h >Xg~ Mo Uair
do odrzucenia Ho Mo ”"lzy[n— (6.47) (6.49)
(6.45)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze obecnie do podjecia decyzji wystarczy poréwnac¢ warto$¢ Sredniej
z proby z odpowiednig wartoscig krytyczna (wartosciami krytycznymi). Wartosci kry-
tyczne xdixgotrzymuje sie poprzez przeksztatcenie funkcji (6.30) i ustalenie wartosci
Mona poziomie ualub Ua/-W przypadku wyznaczania dolnej granicy, przed przeksztat-
ceniem wyrazenia (6.30) jego prawg strone nalezy przemnozy¢ przez (-1).
Model Il. Zat6zmy, ze populacja jest opisywana za pomocg zmiennej losowej
a), przy czym nieznana jest rzeczywista warto$¢ parametru o.
Proces weryfikacji hipotez odbywa sie z wykorzystaniem statystyki

= (6.50)
przyjmujacej wartosci:
tt.lelij;. (6,51)
s

Statystyka frma rozktad Studenta or = n -1 stopniach swobody.
W sytuacji, gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa (6.23) - (6.25), to wowczas do
jej weryfikacji wykorzystuje sie sprawdzian fro postaci:

A B (6.51af

Przedziat krytyczny konstruujemy, w podobny sposéb jak w modelu I, korzystajgc
z tablic rozktadu Studenta. W przypadku testu dwustronnego przedziat krytyczny
ma postac:

Tik = (-00; - tral2] 9 Vrall\ + « ), (6.52)
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przy czym
P(tr <- tral2) = P(tr >tr.ajl) = a/2. (6.53)

Jezeli test jest prawostronny, to wowczas przedziatkrytyczny bedzie przedstawiat
sie nastepujaco:

=+ %), (6.54)
przy czym
P(U>tra) = a.

Natomiast w przypadku testu lewostronnego przedziat krytyczny bedzie posta-
ty = (-'»; - &¢m (6.55)
przy czym P(tr<- tra =a-

Zasady podejmowania decyzji sq analogiczne jak opisane w tablicy 6.1. Podobnie
jak wczesniej ujmiemy je tabelarycznie (zob. tablica 6.3):

Tablica 6.3. Zasady podejmowania decyzji w modelu I

Hipotezy Han = nu Ho: i + ud HQ >no
Decyzja Hi: (i * Jio H\n > jin Hou < o
[Ir.01> Iral2 M - Iru \tr.o\>trM
Odrzuci¢ HU
na korzysé H\ (tr,@ ' tr.njl lub tr,0* - tr.ail) (tr0 tra) (tr.0 < - tru)
(6.56) (6.58) (6.60)
|<«0] < tra2 |r,0 < tra krol < tru
Brak podstaw
do odrzucenia Ha (tra.2 <tr0< trajl) trfi <1,,,) (tr0 > ~tra)
(6.57) (6.59) (6.61)

Zrodto', opracowanie wiasne.

Oczywiscie w podobny sposéb mozna dokonaé¢ transformacji zasad podejmo-
wania decyzji do formy przedstawionej w tablicy 6.1. Wystarczy tylko w miejsce
odchylenia standardowego o podstawic¢ warto$¢ estymatora S*lub S. Budujac tablice

6.4. zatozono, ze estymatorem odchylenia standardowego populacji jest odchylenie
standardowe z préby S*
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Tablica 6.4. Zmodyfikowane zasady podejmowania decyzji w modelu Il

\ Hipotezy Ho:H=Hb Ho:u <no HO: H>H
Decyzja H\:|jx* |io Hy. i > Hb Huh< Hb

A _\]q+frm1.]T X, >ig=", +/r,a’;i * Hk = HO_'r”i_i—ﬁ

Odrzucié¢ Ho lub
na korzysé Hi —06—No-tral2 jﬁl
(6.62) (6.64) (6.66)
xd<xn<xg, gdzie <* = HO+'rad- NO* rad=
%‘ V= A &ih ra R
Xo— tr.al2~1=
Brak podstaw X ral uh
do odrzucenia Ho . .S
xd—&0~ tr.a|2~.'ﬁ
(6.63) (6.65) (6.67)

Zrodto-, opracowanie wtasne.

Model I1l. W przypadku braku znajomosci postaci rozktadu zbiorowosci ge-
neralnej, do wiarogodnej weryfikacji wymagana jest duza liczebnos¢ préby. Do
oszacowania wartosci oczekiwanej populacji nalezy uzy¢ sredniej arytmetycznej
z préby X,,. Jezeli préba losowa, wzrasta do nieskoriczonosci, to zgodnie z centralnym
twierdzeniem granicznym, rozktad z préby srednich zbliza sie do rozktadu normal-

nego ze $rednig n i odchyleniem standardowym -j=. Gdy znana jest rzeczywista

yln
warto$¢ odchylenia standardowego o, to wéwczas w procesie weryfikacji nalezy

skorzystac ze statystyki Un (6.29) i postepowac identycznie jak w modelu 1. Jezeli
natomiast nie znamy warto$ci parametru a, to przy duzej prébie mozna przyjac, ze
w przyblizeniu jest on rowny szacunkowi otrzymanemu przy uzyciu estymatora 5
(s = 0) i skorzystac ze statystyki:

U= An~MVn, (6.68)

ktéra w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej ma rozktad N(0,1).

Przyktad 6.2

Wykorzystujgc dane i zatozenia z przyktadu 5.5 oraz zaktadajgc wspotczynnik
ufnoscia = 0,05, zweryfikowaé hipoteze zerowa, gtoszaca, ze $rednia liczba punktow
otrzymanych z egzaminu z ,,Zarzgdzania jakoscig” rowna sie 30, wobec hipotezy
alternatywnej gtoszacej, ze $rednia liczba punkéw jest istotnie rézna od 30.
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Przypomnijmy, ze rozkiad punktéw z egzaminu jest w przyblizeniu normalny
z odchyleniem standardowym wynoszagcym o = 6,4, oraz $rednia liczba punktéw
w badanej prébie (n = 25) wynosita *25 =30,5.
Stawiamy hipoteze zerowg:
Ho: |i = 30,

wobec hipotezy alternatywnej:
30.

Poniewaz znamy warto$¢ odchylenia standardowego populacji o oraz wiemy, ze
zmienna losowaAToznaczajgca liczbe punktow maw przyblizeniu rozktad normalny,
dlatego do zweryfikowania hipotezy zerowej mozna wykorzystac statystyke (6.29)
z modelu 1.

Po podstawieniu danych do wzoru otrzymamy:

305-30~
6,4

Przedziat krytyczny jest postaci:
rlfc= (-co; -1,96] u [1,96; + 00).

Poniewaz 10,391< uaR2 = 1,96, dlatego brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej, gtoszacej, ze Srednia liczba punktéw w catej populacji jest réwna 30.

Powyzsze zagadnienie mozna rozwigza¢ w inny sposdb, wykorzystujac relacje
(6.44).

Warto$¢ $redniej z proby porownujemy z warto$ciami xd i xg W naszym przy-

padku: -,
xd=x,,-ua~-"= =30,5 -1,96 -~ = «28;
"V« A5
xe=x,.+uag-"==305+19 =33 .
mn ¥j25

Poniewaz warto$¢ Sredniej z préby lezy pomiedzy warto$ciami xd i xg, dlatego
brak jest powoddéw, aby odrzuci¢ hipoteze Ho- {kp}

Przykitad 6.3

Zatézmy, obecnie, ze utrzymujac zatozenia z przyktadu 6.2, sprawdzamy praw-
dziwos¢ hipotezy zerowej postaci:

HO: i

30,
wobec hipotezy alternatywnej:

Hi: n = 35.
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Naszym zadaniem jest ustalenie prawdopodobienstwa popetnienia btedu drugie-
go rodzaju oraz mocy testu, zaktadajac, ze prawdopodobierstwo popetnienia btedu
pierwszego rodzaju wynosi a = 0,05.

Poniewaz |io < [ii musimy zastosowac przedziat krytyczny jednostronny (pra-
wostronny).

Zaktadajac poziom istotnosci a = 0,05, obliczamy wartos$¢ krytyczna:

Xg—|i0+ ua =30+ 1,64 >32,1.
mn v 25

Btad pierwszego rodzaju popetniamy, gdy prawdziwa bedzie hipoteza zerowa
i x5 >xg. Prawdopodobienstwo tego btedu zostato ustalone a priori na poziomie
a = 0,01 (P(x25>xg\Ha:[i = [i0)=0,01). Btad drugiego rodzaju popetnimy, gdy x5 <xg
a prawdziwa bedzie hipoteza alternatywna. Prawdopodobieristwo popetnienia tego
btedu wynosi:

PAP (xB<xs\H]:n = n 1 F*25-HI p o 32185
al-Jn - alyfny 6,4/725

—P(U<-2,266) = <£(-2,266) = 1- 0(2,266) = 1- 0,9884 = 0,0116.

Zatem, moc testu wyniesie 1- (i= 1- 0,0116 = 0,9884. {kp}

Przyktad 6.4

Wykorzystujgc dane z przyktadu 6.2, uchylmy zatozenie o znajomosci odchylenia
standardowego populacji a. Zatézmy, natomiast, ze warto$¢ odchylenia standar-
dowego zostata oszacowana, na podstawie proby za pomocg statystyki S i wynosi
s = 6,5. Przyjmujac ryzyko popetnienia btedu pierwszego rodzaju na poziomie 0,01,
zweryfikujmy hipoteze zerowg postaci:

Hn\ [i < 30, wobec hipotez alternatywnej H\\ (i > 30.
Z uwagi na brak znajomosci odchylenia standardowego oraz matg liczebnos$¢

préby, do weryfikacji nalezy wykorzysta¢ sprawdzian (6.50). Po podstawieniu war-
tosci otrzymamy:

7240 = 30°5~30724 =0,377.

Warto$¢ obliczonej statystyki poréwnujemy z przedziatem krytycznym:
nk = [tr=24a=0.0i; +'*:) = [2,492; +ocC).

Poniewaz 240 = 0,377 < 2,492, to nie ma powod6w do odrzucenia hipotezy
zerowej mowigcej, ze Srednia liczba punktéw nie przekracza 30. {kp}
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Przyktad 6.5

W przyktadzie tym wykorzystamy dane, z przyktadu 5.7 (zobacz takze M. Major,
J. Niezgoda: Elementy..., op. cit. przyklad 2.2), przedstawiajgce liczbe osob korzy-
stajgcych z Biblioteki Miejskiej w jednym z miast wojewddztwa podkarpackiego.
Dane te potraktujemy jako losowy podzbi6r wiekszej zbiorowosci generalnej. Przy-
pomnijmy, ze obserwacje liczby osdéb odwiedzajacych biblioteke prowadzono w ciggu
n = 100 dni roboczych iotrzymano $rednig arytmetyczng x 10= 76,1 oraz odchylenie
standardowe z proby i = 18,74. Naszym zadaniem jest weryfikacja hipotezy zerowej
gtoszacej, ze Srednia dzienna liczba os6b odwiedzajacych biblioteke jest wieksza
lub réwna 81 0s6b (Hu: (i *81). Podczas weryfikacji zatozymy, ze poziom istotnosci
a = 0,01. W stosunku do tak sformutowanej hipotezy zerowej stawiamy hipoteze
alternatywna: H\\u < 81. Poniewaz préba losowa jest duza inie znana jest rzeczywista
warto$¢ odchylenia standardowego populacji, dlatego do wyznaczenia przedziatu
ufnosci nalezy wykorzysta¢ procedury opisane w modelu Il (wzér 6.62). Wartosé
obliczonej statystyki wyniesie:

Przedziat krytyczny ma postac (-00; -2,33]. Poniewaz wartos$¢ obliczonej statystyki
M= -2,6 < -2,33 (lub inaczej |uo|= 2,08 > ua = 2,33), dlatego z prawdopodo-
bienstwem btedu nie wiekszym niz 0,01, nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowg i przyjac
hipoteze alternatywng, gtoszaca, ze $rednia dzienna liczna oséb odwiedzajgcych
biblioteke jest mniejsza niz 81 osob. {kp}

6.3. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych roznicy pomiedzy wariancja
a ustalong wartoscig

Zalozmy, ze badana zmienna losowa X opisujgca populacje ma rozktad N(|i; o).
Z populacji tej pobrano prébe prostg o licznosci n, na podstawie ktorej nalezy zwe-
ryfikowac jedng z nastepujgcych hipotez zerowych:

H,:a2=0" (6.69)
(6.70)

(6.71)

wobec jednej z ponizszych hipotez alternatywnych:
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Hi:cr* ero, (6.72)
aj;, (6.73)
/7,.cr< n,;. (6.74)

gdzie aOoznacza ustalong na podstawie pozastatystycznych przestanek hipotetyczng
warto$¢ wariancji w zbiorowosci generalnej.

Spos6b przyporzadkowania hipotezy alternatywnej odpowiednim hipotezom
zerowym jest taki sam, jak w przypadku weryfikacji roznicy pomiedzy wartoscig
oczekiwang a zatozong wartos$cig. Hipotezie zerowej (6.69) mozna przyporzgdkowac
kazdg z trzech hipotez alternatywnych, natomiast hipotezie zerowej (6.70) odpowiada
hipoteza alternatywna (6.73), a hipotezie zerowej (6.71) - hipoteza alternatywna
(6.74). W praktyce najczeSciej weryfikuje sie pary hipotez (6.70) i (6.73). gdyz zwykle
nie jest korzystna sytuacja, podczas ktdrej wariancja zmiennej jest duza.

Sposob postepowania (konstrukcja testu) jest uzalezniony od dwdéch czynnikow:
sposobu szacunku wariancji z préby (S*2iS2) i od liczebnosci préby (poréwnaj prze-
dziatowa estymacja wariancji).

Jezeli préba jest statystycznie mata (n < 30) i wariancja z proby zostata osza-
cowana za pomocg estymatora S*2 to wowczas w trakcie procesu sprawdzajacego
nalezy wykorzysta¢ charakterystyke testowg %20 wartosciach uzyskiwanych wedtug
wzoru:

(6.75)

Natomiast, jeSli proba jest mata, a wariancja zostata oszacowana przy uzyciu
estymatora S2 to wowczas w procesie weryfikacji nalezy skorzystac¢ ze statystyki y},
ktdrej wartoSci uzyskujemy ze wzoru:

(6.76)

W obydwu przypadkach statystyka z proby y}, ma rozktad chi-kwadrat, or =n - 1
stopniach swobody. Korzystajac z tablic rozktadu chi-kwadrat, przyjmujac odpowied-
ni poziom istotnosci a, konstruujemy odpowiednie przedziaty krytyczne. Sposéb bu-
dowy przedziatu krytycznego zalezy od postaci hipotezy alternatywnej iwptywajacej
na nig hipotezy zerowej. Jezeli hipoteza alternatywna jest postaci (6.72) H ]:a2* ag,
to wéwczas przedziat krytyczny zdefiniujemy:

rlk — (O Xr,1-a *]17"[X202; + CO), (6.77)

W przypadku, gdy hipoteze alternatywng zapiszemy jako: //,: a 2< a §, to wowczas
przedziat krytyczny bedzie postaci:
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Tlfe= +°0), (6.78)

natomiast, jezeli stawiamy hipoteze alternatywna: H j : a 2> ajj, to wowczas przedziat
krytyczny bedzie miat postac:
TUt=(0;X"-a/2], (6.79)

Podobnie jak poprzednio, reguty decyzyjne przedstawiono w ujeciu tabelarycz-
nym (zob. tablica 6.5).

Przy duzej licznosci proby (n > 30), rozktad statystyki x2 dgzy do rozktadu nor-
malnego i wéwczas mozna skorzystaé ze statystyki:

U=J27b-42i-~\, (6.80)

gdzie rjest liczbg stopni swobody.

Statystyka (6.80) ma rozktad asymptotycznie normalny o parametrach » = 0
io = 1 Sposéb konstruowania przedziatow krytycznych i podejmowania decyzji
jest analogiczny, jak podczas weryfikacji hipotez dotyczacych warto$ci oczekiwanej
(zob. podrozdziat 6.2, oraz tabl. 6.1).

Tablica 6.5. Zasady podejmowania decyzji podczas weryfikacji hipotez dotyczacych
wariancji, w przypadku matej liczebnosci proby

Hipotezy HO:<2=al za2>an
Decyzja H:@a2 ag 1a2>00 Ht:al<al
Xr.u* Xh-ai lub o2 & Xl ~x;, a
Odrzuci¢ HO
» X\0X «2
na korzysé H\
(6.81) (6.83) (6.85)
Brak podstaw xri-a 2<Xlo<XL/2 XO<Xm xlo>xh .
do odrzucenia HO
(6.82) (6.84) (6.86)

Zrédto: opracowanie whasne.

Przyktad 6.6

Wykorzystajmy dane z przyktadu 6.4, aby zweryfikowac hipoteze zerowg gtoszaca,
ze wariancja liczby punktow uzyskanych z egzaminu z ,,Zarzgdzaniajakoscig” nie prze-
kracza 25. Podczas weryfikacji przyjmiemy wspo6tczynnik ufnosci na poziomie 0,05.

Hipoteza zerowa i alternatywna bedg miaty postac:

Ho:a2< 25,

Ho:a2>25.
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Przypomnijmy, z przyktadu 6.4, ze $rednia liczba punktow w badanej probie
(n = 25) wynosita X25 = 30,5, natomiast odchylenie standardowe z proby wynosito
5=6,5.

Z uwagi na matg liczebnos$¢ proby, do weryfikacji hipotezy zerowej nalezy zasto-
sowac statystyke chi-kwadrat o warto$ciach wedtug wzoru (6.70). Warto$¢ obliczonej
statystyki wyniesie:

258,52  1056,25

X~ 4o= =42,25.
25 25 125

Zaktadajac ze a = 0,05, oraz ze liczba stopni swobody r = 25-1 = 24, z tablic
rozktadu chi-kwadrat (zob. tablica Ill1) odczytujemy, takg warto$¢ xr,,, dla ktorej
spetniona jest zalezno$¢ P(%10> X?c,)= a -W naszym przypadku x?a = 36,415. Po-
niewaz obliczona warto$¢ X240jest wieksza od krytycznej X24,005, dlatego z prawdopo-
dobienstwem btedu mniejszym badz réwnym 0,05, nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowg
na korzys¢ hipotezy alternatywnej, {kp}

Przyktad 6.7

Wykorzystujac dane z przyktadu 6.5, zweryfikowaé¢ na poziomie istotnosci
0,01, hipoteze zerowa, ze odchylenie standardowe w populacji dla dziennej liczby
0s6b odwiedzajacych biblioteke nie przekracza 15 (tj. Ho: a2< 15) wobec hipotezy
alternatywnej, ze odchylenie standardowe w badanej populacji jest wigeksze niz 15
(tj. H\\d 1> 15).

Przypomnijmy dane wejSciowe: n = 100; 3tl0= 76,1, orazs = 18,74.

Z uwagi na duzg liczno$¢ proby, do weryfikacji mozna wykorzystac statystyke U
postaci (6.80) o warto$ciach wyznaczonych wedtug wzoru:

FM=V2X0-yl2r-1.

Do obliczenia wartos$ci statystyki U jest niezbedne wczes$niejsze wyznaczenie
wartosci statystyki Xro. W analizowanym przyktadzie wyniesie ona:
100 18,742 35118,76  lc<ing
X90= R =156,08.
15 225
Warto$¢ statystyki U wyniesie:

U0=j2-156,08 -y/2-99- 1» 17,668 - 14,036 » 3,6.

Korzystajac z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego standaryzowanego,
odczytujemy dla a = 0,01, warto$¢ graniczng przedziatu krytycznego ua = 2,33.
Poniewaz warto$¢ obliczonej statystyki uqg jest wieksza niz warto$¢ graniczna
ua = 2,33, dlatego z prawdopodobienstwem btedu nie wiekszym niz 0,01, nalezy
odrzuci¢ weryfikowang hipoteze zerowg, {kp}
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6.4. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych roznicy pomiedzy
wskaznikiem struktury a ustalong wartoscig
Zatézmy, ze zbiorowos$¢ generalna jest opisywana przez zmienng losowg X
o rozkladzie zero-jedynkowym, dla ktérego P(X = 1) = p. Naszym zadaniem jest

pordéwnanie rzeczywistej wartosci parametrup z hipotetyczng wartosciag/?0. W pierw-
szym kroku nalezy postawi¢ jedng z hipotez zerowych postaci:

HOp =p0, (6.87)
Hap <po, (6.88)
HO:p >po, (6.89)

ktérej przeciwstawimy odpowiednig hipoteze alternatywna:

Hi:p*p0, (6.90)
Hwp > po, (6.91)
Hi:p <po- (6.92)

Sposbb zestawienia hipotezy zerowej z hipotezg alternatywg odbywa sie analo-
gicznie do opisanego w punkcie 6.2 i 6.3.

Jezeli proba jest dostatecznie liczna, to wowczas w procesie weryfikacji mozna
wykorzystac statystyke U~N(0,1), przyjmujacg warto$ci wedtug wzoru (zob. punkt
5.6.4):

u= 7P (6.93)
w(l-w)

n

gdzie: w = z/n jest wartoS$cig statystyki p = W,, opisanej wzorem (5.89).

Jezelip = po, to réwniez wyrazenie:

w-Po (6.94)

jest realizacjg zmiennej losowej U~N(0,I).

Sposob budowy przedziatu krytycznego oraz zasady podejmowania decyzji sg
analogiczne jak w przypadku weryfikacji roznicy pomiedzy wartoscig oczekiwang |i
a ustalong wartoscig (Jo-
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Przyktad 6.8

Z populacji studentéw zdajacych egzamin z ,,Zarzadzania jakoscig” pobrano
losowg prébe liczacg « = 100 oséb i stwierdzono, ze z = 12 oséb otrzymato ocene
niedostateczng. Przyjmujgc poziom istotnosci a = 0,1, zweryfikowac hipoteze zerowa,
ze faktyczna frakcja studentdw, ktorzy nie zdali egzaminu, jest mniejsza lub réwna
10% tj. Ho:p <0,1, wobec hipotezy alternatywnej, ze rzeczywista frakcja studentow
z ocenami niedostatecznymi jest wieksza niz 10% tj. H\: p > 0,1.

Frakcje studentdw, ktérzy w badanej probie nie zdali egzaminu, wyniesie:

w =z/n = 12/100 = 0,12. Warto$¢ statystyki z préby wyznaczamy, korzystajac ze
wzoru (6.94). Otrzymamy wowczas:
0,12~ (E' = 919? = 0,67,
0,1 0,9 0,03
100

Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego odczytamy, dlaa = 0,1 zeua= 1,28.
Przedziat krytyczny bedzie miat posta¢ [1,28; +oo). Poniewaz warto$¢ m nie lezy
w przedziale krytycznym, dlatego brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej,
gtoszacej, ze rzeczywista frakcja ocen negatywnych nie przekracza 10%. {kp}

6.5. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych dwdoch wartosci oczekiwanych

Zatézmy, ze rozwazamy dwie zbiorowosci generalne o rozktadach normalnych
iV([ii, ai); N(]i?, 02), przy czym wartosci [Ji i L, pozostajg nieznane. Zat6zmy na
poczatek, ze znane pozostajg wartosci odchyleh standardowych o1 i02. Zat6zmy
dalej, ze formutujemy jedng z nastepujgcych hipotez zerowych:

Ho: Jii = Ji2, (6.95)

Ho: |ii < /2, (6.96)

Ho: ui > iz, (6.97)
oraz jedng z odpowiednich hipotez alternatywnych:

Hu 1|12 (6.98)

H\:\iN > |i2 (6.99)

Him < (i2 (6.100)
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Sposéb przyporzadkowania hipotezy alternatywnej do odpowiedniej hipotezy
zerowej odbywa sie wedtug analogicznych zasad, jak w przypadku weryfikacji jednej
wartosci oczekiwanej.

W dalszym ciggu rozwazan zatozymy, ze rozpatrujemy hipoteze zerowg (6.95)
wobec hipotezy alternatywnej (6.98). Z badanych populacji pobiera sie dwie losowe
préby o licznosci wynoszacej odpowiednio ktérych wyznacza sie Srednie

1X 2
Jak pamietamy (zob. punkt 5.6.5), réznica X \- X i ma rozktad normalny o pa-

rametrach: Hi-H2 i

Dokonujac standaryzacji zmiennej losowej X \- X i, otrzymujemy nastepujgce wy-
razenie:

I,_(Z2,-22-(ml- h2 (6.101)

gdzie: U jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym zero-jedynkowym.

Jezeli zatozymy, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa, to wéweczas jej weryfikacja
odbywa sie na podstawie wyrazenia:

Xh-xd (6.102)

ktore jest realizacjg zmiennej losowej U o rozktadzie normalnym standaryzowa-
nym.

W sytuacji braku znajomosci parametréw oi i02, nalezy je wczesniej oszacowac,
uzywajac jednego z estymatoréw S lub S. Zaldzmy, ze odchylenia standardowe
rozwazanych populacji sg jednakowe, tzn. 01 = 0?. Zal6zmy w dalszym ciggu, ze
do oszacowania odchylen standardowych wykorzystano statystke S*. Odpowiednim
sprawdzianem hipotezy zerowej jest wowczas (zob. wzor 5.95)

X\-X2

(6.103)

gdzie: r = ti\ + «7-2, natomiast spjest tzw. uogélnionym oszacowaniem odchylenia

standardowego -Jaj + a \ iwynosi (zob. wzo6r 5.99):

5 Zob. A. lwasicwicz, Z. Paszek: Statystyka..., op. cit., s. 225.
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_(» =132+ (»2-1)12

(6.104)
TV («1-D)+(/12-1)

Jezeli liczebno$¢ préby «i = «2, to wéwczas wzor (6.103) mozna przedstawic
jako:
(6.105)

przy czym:
(6.106)

Sposob budowy przedziatdw krytycznych oraz reguty decyzyjne sg analogiczne,
jak w przypadku testowania hipotez dotyczacych réznicy pomiedzy warto$cig ocze-
kiwang, a z gory ustalong wartoscig (zob. model II).

Stosowanie testu (6.103) ograniczonejestjednak tylko do przypadkow, w ktérych
badane zmienne losowe sg niepowigzane. Jezeli pomiedzy zmiennymi wystepuje za-
lezno$¢, to wowczas, aby zweryfikowac hipoteze o rownosci dwoch $rednich, nalezy
dokona¢ przeksztatcenia dwoch jednowymiarowych zmiennych losowych X\ i Xi
w jedng zmienng dwuwymiarowa (X\, Xz) o realizacjach (xi., xi.t)ydlai = 1, ..., n.
W takim przypadku wyniki obu prob sg traktowane jako wyniki pomiarow dla tego
samego elementu zbiorowos$ci generalnej. Typowym przypadkiem jest tu model:
wynik xu przed zajSciem okreSlonego zdarzenia i wynik xu, gdy zaszto okreslone
zdarzenie dla tej samej i-tej jednostki populacji. Na przyktad liczba wypadkéw dro-
gowych na pewnym odcinku drogi przed wprowadzeniem znakow ograniczajgcych
predkos$¢ ipo ich wprowadzeniu.

W takiej sytuacji nalezy postawic¢ hipoteze zerowa:

Ho : My —0, (6.107)

wobec hipotezy alternatywnej:
H i mym0, (6.108)

gdzie: Myjest $rednig zmiennej losowej Y —X\ -Xi, o realizacjach:y, =xu - xzi, dla
i=12, ../

Sprawdzianem tak sformutowanej hipotezy zerowej jest wyrazenie:

6.109
o ( )
lub

(6.110)

sy

bedace realizacjg zmiennej losowej t-Studenta or = n-1 stopniach swobody.

Symbole we wzorach (6.109) i (6.110) oznaczaja:
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ynjest warto$cig Sredniej arytmetycznej z proby, natomiast s'Yi sy oszacowaniem
odchylenia standardowego zmiennej Y, uzyskanym za pomocg estymatorow S*i S.

Podczas konstrukcji przedziatu krytycznego korzysta sie z tablic rozktadu Stu-
denta, przy zatozeniu, ze liczba stopni swobody r = n - 1. Zasady podejmowania
decyzji sg analogiczne do opisanych w tablicy 6.3.

W sytuacji, gdy dwie populacje majg rozktady normalne o nieznanych odchyle-
niach standardowych, a pobrane proby ni iri2 sa odpowiednio liczne, to wéwczas,
mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze wariancje oszacowane na podstawie préb z wyko-
rzystaniem estymatora S2,sg w przyblizeniu rowne rzeczywistym warto$ciom wariancji
w populacji (tzn. s? «aiorazs? «a?). Oczywiscie w takim przypadku podczas procesu
weryfikacji mozemy wykorzysta¢ sprawdzian uo postaci (6.102).

Przyktad 6.9

Na dwoch specjalnosciach studiéw magisterskich: Rachunkowos$¢ i Zarzadzanie
firmg, przeprowadzono egzamin z ,,Zarzadzaniajakoscig”. Zaktadajac, ze rozklady
liczby punktéw w obydwu prébach sg normalne, postanowiono sprawdzi¢ hipoteze,
ze $rednia liczba punktéw na obydwu specjalnosciach jest taka sama. Podczas we-
ryfikacji zatozono poziom istotnosci a = 0,05. W celu weryfikacji tak postawionej
hipotezy, pobrano niezalezng prébe losowg 121 0s6b ze specjalnosci Rachunkowos¢,
oraz 100 os6b ze specjalno$ci Zarzgdzanie firma.

Srednia liczba punktéw w poszczegélnych prébach wyniosta: x\ = 25,5 oraz
X2= 62,2.

Odchylenia standardowe z badanych prob wyniosty: Si = 5,5 oraz s2= 4,4.

Stawiamy hipoteze zerowag:

Ho: Jii = H2,
oraz hipoteze alternatywnag:
HO:ni * |i2

Poniewaz préba losowa jest duza, mozna w przyblizeniu przyja¢, ze:

s2» crn 1 S\ - CP>

Do sprawdzenia hipotezy zerowej mozna uzy¢ wzoru (6.102). Po podstawieniu
wartosci do wzoru otrzymamy:

V121 100
Przedziat krytyczny jest w tym przypadku postaci:
Tk = (-a0; -Wa/2] u [Ual2; +°°).

Warto$ci —da21Ua2 wyznaczane sg z tablic dystrybuanty rozktadu /V(0,1), w taki
sposob, aby:
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P(U <-Ual2) = a/2 = 0,025,
oraz
P(U > UaR) = a/2 = 0,025.

W analizowanym przyktadzie przedziat krytyczny bedzie miat postac:
Nfc= (-co; -1,96] u [1,96; +<»).

Poniewaz warto$¢ obliczonej statystyki m er|/t, dlatego brak jest powodow, aby
odrzuci¢ hipoteze zerowg gtoszacg rownosé Sredniej liczby punktow w badanych
grupach, {kp}

Przyktad 6.10

Celem badania byta weryfikacja wptywu leku na obnizenie cisnienia tetniczego
krwi pacjenta. Badanie cisnienia prowadzono przez 20 kolejnych dni, przy czym
przez dziesie¢ pierwszych dni nie podawano lekarstwa, a przez dziesie¢ kolejnych
dni lekarstwo byto podawane. NiechX\ oznacza zmienng losowg bedgcg poziomem
cisnienia skurczowego krwi przed podaniem leku, natomiast Xi oznacza zmienng
losowg bedgcg cisnieniem skurczowym krwi po podaniu leku. Wyniki doswiadczenia
oraz pomocnicze obliczenia ujeto w tablicy 6.6.

Tablica 6.6. Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.10

Wynik pomiaru

1 2
Dzien | Cisnienie Cisnienie Yi - XN =X2i Y.
przed podaniem leku po podaniem leku
xu [mmHg] x2i [mmHg]
1 2 3 4 5
1 141 130 u 121
2 150 138 12 144
3 160 132 28 784
4 142 121 21 441
5 166 120 46 2116
6 145 133 12 144
7 160 125 35 1225
8 180 110 70 4900
9 170 130 40 1600
10 150 132 18 324
Suma XXX XXX 297 11799

Zrédio-, badania wihasne.
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Naszym zadaniem jest weryfikacja hipotezy zerowej, ze lek nie miat istotnego
wplywu na zmiane poziomu ci$nienia skurczowego krwi (czyli réznica poziomu
cisnienia przed i po podaniu leku jest réwna zero, (Ho: |iy = 0), wobec hipotezy al-
ternatywnej, ze podanie leku spowodowato istotne zmniejszenie poziomu cisnienia
skurczowego krwi (Hu |j.y == 0).

Poniewaz kazda para pomiarow dotyczy tego samego pacjenta, wyniki obu préb
mozemy potraktowac jako wyniki jednej proby, ktorej elementami bedg rdznice

= X\.i-X2i(zob. kolumna 4, tablica 6.6). Hipoteze zerowg zweryfikujemy za pomocg
testu (6.109). Do obliczenia wartosci statystyki z proby niezbedne jest obliczenie
Sredniej zpréby y oraz odchylenia standardowego sy W analizowanym przyktadzie
beda one wynosity: ”

|* 297
- =— = 29.7,
yn= 16~
1 1. 71
5 - Y .yi-L 11799 — - (29,7)2 *36,1.
_— = TR vEL L 10v _
Stad warto$¢ statystyki z proby wyniesie:
29,7 VIO »2,6.
36,1

Zalézmy, ze poziom istotno$ci testu a = 0,05. Z tablic rozkladu Studenta od-
czytamy warto$¢ hyw = 1,833. Poniewaz tgo = 2,6 > /9005 = 1,833, wnioskujemy
- na poziomie istotnosci 0,05 - odrzucenie hipotezy zerowej i przyjecie hipotezy
alternatywnej, gtoszacej ze Srednie cisnienie krwi przed podaniem leku jest wieksze
niz $rednie cisnienie krwi po jego podaniu, {kp}

6.6. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych dwoch wariancji
Zatdzmy, ze rozwazamy dwie zbiorowosci opisywane przez dwie zmienne Xi 1X2
0 rozktadach normalnych z parametrami réwnymi odpowiednio: Af(ni, 01) oraz

N((j.2, 02). Zaden z parametréw tych rozktadéw nie jest znany.
Formutujemy hipoteze zerowg postaci:

HO:a\=a\, (6.111)
wobec hipotezy alternatywnej:

Ht:aj *al. (6.112)
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Najczesciej do weryfikacji tak sformutowanej hipotezy zerowej uzywa sie
wariancji z préby obliczonej przy uzyciu statystyki S*2 o warto$ciach wynoszgcych
odpowiednio: s2i s2.

Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to wowczas statystyka

c2  C*2 C*2

" af” c|0 02

*7
”

AL L (6-113)

ma rozktad F - Snedecoraon =n- lir2=n -1 stopniach swobody.
Obszar krytyczny nalezatoby wyznaczy¢, korzystajac z relacji:

P{Frur2<Fri* _an) =", (6.114)
oraz
P{F.uri>Fr al2) =", (6.115)
przy czym
Fw,i-arz < 1, gdy <s"2 oraz F">a2> 1,gdys?<s?, (6.116)

Otrzymany wowczas przedziat krytyczny bedzie miat postac:

= (0; A~ _an]u [/v,,,a/2; +00), (6.117)
przy czym
1
21-ai2 . (6.118)
1% F1i2aR

Poniewaztablice F - Snedecora, skonstruowane sg zwykle tak, ze pozwalajg na
odczytanie wartosci Fij” a2, okreslajacej jedynie prawg cze$¢ obszaru krytycznego,
podczas wyznaczania wartosci statystyki (6.113) w liczniku umieszcza sie wiekszg
zwariancji z obu prob. Statystyke (6.113) przyjmujgcg wartosci w przedziale [0; + oo
mozna zastgpic statystyka przyjmujgcg wartosci z przedziatu [1; +o0) postaci:

(6-113a)
przy czym zachodzi relacja6:
S? >S7. (6.119)
Obszar krytyczny bedzie miat wowczas postac:
n*=uU " r+00)- (6.120)

Reguty podejmowania decyzji sg podobne do testow prawostronnych.

6 Jezeli relacjajest odwrotna, to wowczas mozna przenumerowac zmienne opisujace badane
populacje.
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Jezeli
N,,.» ™ Ne a/2, (6-121)
to wowczas nalezy odrzuci¢ hipoteze Ho na korzys¢ hipotezy H\,
natomiast jesli:
L0 < N 2a2, (6.122)

to brak jest podstaw, aby odrzuci¢ H q.
Statystyke postaci (6.118) mozna réwniez stosowa¢ w przypadku testow jedno-
stronnych. Wéwczas hipoteza zerowa moze by¢ postaci:

HO:af=CG (6.123)
lub postaci
/10: cti< oct2, (6.124)

gdzie7c > 0.
W stosunku do tak sformutowanej hipotezy zerowej konstruujemy hipoteze
alternatywna;:

Hi. ctj2> cct2- (6.125)

Parametraf koresponduje zwiekszg wariancjg z préby s2 natomiast ct| odpowia-
da tej populacji, dla ktérej wyznaczono mniejszg wariancje z proby s\.
Odpowiedni przedziat krytyczny bedzie miat woéwczas postac:

Te= \FrzJ +co)- (6.126)
Oczywiscie reguty decyzyjne sg nastepujgce:
jezeli
A0 (6.127)

to wowczas, z prawdopodobiefstwem btedu rzedu a, nalezy odrzuci¢ Ho i przyjaé
H\, natomiast w przypadku, gdy spetniona jest relacja:

N, 0<Fw | (6-128)

wolwczas brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Oczywiscie w stosunku do hipotezy zerowej (6.123), mozna zbudowac hipoteze
alternatywnag postaci:

H,:af>cal (6.129)

Zaleca sie wowczas przenumerowac zmienne opisujace badane populacje i za-
stapic test lewostronny testem prawostronnym.

Najczesciej przyjmuje siec = 1.
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Przyktad 6.11

Z dwoch populacji studentéw studiéw magisterskich specjalno$ci Rachunko-
wosC i Zarzadzanie firma, ktorzy przystapili do egzaminu z ,,Zarzgdzania jakoscig”
pobrano losowo po 25 studentow. Odchylenie standardowe liczby otrzymanych
punktow wynosito w grupie pierwszej (Rachunkowos¢) sj = 6,5, a w grupie drugiej
(Zarzadzanie firmg) s2= 5,4. Zaktadajac, ze rozktad liczby punktdw na obydwu spe-
cjalnosciach jest normalny, zweryfikowac hipoteze, ze wariancje liczby punktéw na
obydwu specjalnosciach sgjednakowe (HO:a, = af), wobec hipotezy alternatywnej,
wedtug ktdrej wariancja liczby punktow na specjalnosci Rachunkowos$¢ jest wyzsza
nizwariancja liczby punktéw na specjalno$ci Zarzadzanie firmg (Ht:a f >a2. Podczas
weryfikacji przyja¢ a = 0,05.

Hipoteze zerowg weryfikujemy, wykorzystujgc statystyke F (6.118), a nastepnie
jej wartos¢ poréwnujemy z wartoscig krytyczng F r 0, odczytang z tablic F - Sne-
decora, w ten sposdb, aby spetniona byta zaleznos¢ P(Fi 0> Fi J = a = 0,05.
W analizowanym przyktadzie warto$¢ statystyki

6,52_ 4225
542 29,16

Wartos¢ krytyczna (zob. tablica 1Va) F2424005 = 1,98. Poniewaz f 24240 = 1,45 <
2424006 = 1,98, dlatego nie ma powoddéw do odrzucenia hipotezy zerowej, gtoszacej,
ze wariancje liczby punktéw na obydwu kierunkach studiow nie r6znig sie w sposéb

znaczacy, {kp}

1,45.

~'24,24,0

6.7. Weryfikacja hipotez parametrycznych
dotyczacych dwdoch wskaznikOw struktury
(dwoch frakeji)

Przyjmijmy obecnie, ze rozwazamy dwie populacje opisywane przez dwie zmienne
losowe Xi 1X2, o rozktadach zero-jednykowych zwarto$ciami oczekiwanymi rownymi
odpowiedniopi ip2. Warto$ci tych parametréw sg nieznane izostaty oszacowane na
podstawie dwdéch licznych probek za pomocg estymatora W o wartosciach réwnych
Wi = Z\Vitli oraz W2 = Z4n2.

Weryfikacji poddajemy najczesciej pare hipotez postaci:

Mo:pi=p2 (6.130)
Hi\Pi*P2. (6.131)

Jak wiemy z podrozdziatu 5.6.5, w przypadku duzych liczebnosSci préby wyra-
zenie:
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wl-w2-(pl-p2 (6.132)
Wi (1-Wi) + w2(1-w 2)
n, t12

jest realizacjg zmiennej losowej U~N(Q,1).

Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa ipi -p 2- 0, to wowczas wyrazenie (6.132)
zredukowane do postaci:

(Wi -w 2)
Wi + w2(l-w 2

V

jest realizacjg zmiennej losowej U o rozktadzie normalnym standaryzowanym.

(6.133)

Spos6b budowy przedziatu krytycznego oraz reguty decyzyjne sg analogiczne,
jak przy weryfikacji roznicy pomiedzy wskaznikiem struktury p, a ustalong z goéry
wartoscig pa. W pewnych sytuacjach istniejg merytoryczne przestanki, aby prosta
hipoteze zerowg postaci (6.130) zastapic¢ jedng z hipotez ztozonych:

HO:pi<p2, (6.134)

HO:pi>p2 (6.135)

Wowczas w stosunku do hipotezy (6.134), formutujemy hipoteze alternatywng
postaci:

H\.p\ >p2 (6.136)

natomiast w stosunku do hipotezy zerowej (6.135), hipoteze alternatywng:
Hi\pi<p2, (6.137)

We wszystkich przypadkach, podczas weryfikacji tak postawionej hipotezy ze-
rowej nalezy skorzysta¢ ze sprawdzianu (6.133). Jezeli hipoteza alternatywna jest
postaci (6.136), to wowczas przedziat krytyczny jest postaci (6.34); natomiast jezeli
hipoteza alternatywna ma posta¢ (6.134), to przedziat krytyczny bedzie postaci
(6.36).

Oczywiscie zasady podejmowania decyzji pozostajg niezmienione tzn. jesli
warto$¢ wyznaczonej statystki z proby bedzie naleze¢ do przedziatu krytycznego,
to wowczas z prawdopodobienstwem biedu a, nalezy odrzuci¢ Hq natomiast, gdy
wartos¢ obliczonej statystyki z proby nie bedzie nalezata do przedziatu krytycznego,
to woweczas brak jest podstaw do odrzucenia Ho.
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Przyktad 6.12

Postanowiono sprawdzié, czy frakcja studentéw, ktorzy nie zdali egzaminu ze Sta-
tystyki na kierunku Administracja publiczna, nie ulegta zmianie w dwoch kolejnych
latach akademickich 03/04 oraz 04/05. W tym celu pobrano losowo z kazdej populacji
dwie proby o liczno$¢ n\ —n2 — 200 os6b. W pierwszym roku akademickim liczba
ocen niedostatecznych z\ — 36, natomiast w drugim z2 = 20. Postawiono hipoteze
zerowg Ho: p\ =p 2 oraz hipoteze alternatywng H\:p\* p 2 Weryfikacje przeprowa-
dzono na poziomie istotnosci a = 0,05.

Po podstawieniu wartosci do wzoru (6.133) otrzymamy:

(36 20\
1200 2001
136 r 367 20f 20\
200 _L_200j 200i  200J
I 200 ' 200
_ 0,08 008 =,V
' ,/0,000738 +0,00045  0,034467

Wartos$¢ krytyczna Ua/2 = «0,025 = 1,96 jest mniejsza od wartos$ci obliczonej staty-
styki mo, zatem hipoteze zerowg nalezy odrzuci¢ na korzys$¢ hipotezy alternatywnej
i stwierdzi¢, ze frakcje ocen niedostatecznych w poszczeg6lnych latach istotnie r6znig

sie miedzy soba. {kp}

6.8. Ocena istotnosci wspotczynnika korelacji

Zat6zmy obecnie, ze badamy dwuwymiarowg zmiennglosowa (X,Y) zbiorowosci
generalnej, ktéra ma dwuwymiarowy rozktad normalny z nieznanym wspotczyn-
nikiem korelacji liniowej p”. Ze zbiorowos$ci generalnej pobrano n-elementowg
prébe losowg, na podstawie ktérej wyznaczono wspétczynnik korelacji liniowej
(zob. wzér (5.108)). Stawiamy hipoteze zerowg gtoszaca, ze zmienne w populacji
sg nieskorelowane:

wobec jednej z hipotez alternatywnych8:

/li:pxy*0, (6.139)

8 Najczesciej hipoteza alternatywna ma postac (6.139).
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pxy > 0, (6.140)

H\\ Pxy < 0. (6.141)

Przypomnijmy (zob. punkt 5.6.7), ze jezeli liczebno$¢ proby jest dostatecznie
liczna (kilkaset elementow), to wowczas rozktad wspoétczynnika korelacji z préby

_\oN
jest asymptotycznie zbiezny do rozkiadu normalnego N fP;t ; )2 . Dokonujac

v J7i
standaryzacji wspdtczynnika korelacji z préby, otrzymamy wyrazenie:

(6.142)

mn

bedace wartosScig zmiennej U ~ N (0; 1).
Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa (6.138) tzn. p,, —0, to wowczas:

(6.143)

jest jedng z mozliwych realizacji zmiennej losowej o rozktadzie Studenta, or = n
- 2 stopniach swobody. Przedzial krytyczny w zaleznosci o konstrukcji hipotezy
alternatywnej jest opisywany wzorami: (6.52) - w przypadku hipotezy dwustronnej
(6.139), (6.54) - w przypadku hipotezy alternatywnej prawostronnej (6.140) lub
(6.55), gdy hipoteza alternatywna jest lewostronna postaci (6.141). Reguty decyzyjne
sg analogiczne do opisanych w tablicy 6.3.

Jezelijedna ze zmiennych losowych dwuwymiarowych (Xlub Y), opisujgca zbio-
rowosc generalng jest zmienng zero-jedynkowag, a druga zmienng ciggta, to wowczas
zalezno$¢ pomiedzy nimi jest opisywana za pomocg wspotczynnika korelacji dwuse-
ryjnej pdcy. W takiej sytuacji do oszacowania wspotczynnika korelacji pdxy nalezy uzyé
wspoétczynnik korelacji dwuseryjnej z préby, ktérego wartosci uzyskuje sie wedtug
wzoru (zob. zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki..., op. cit., wzor 4.27):

(6.144)

Y - zmienna ciggta, X - zmienna zero-jedynkowa,

y0 - Srednia arytmetyczna realizacji zmiennej Y, skojarzonych z realizacjami
zmiennej X o wartosci 0,

}t - Srednia arytmetyczna realizacji zmiennej Y, skojarzonych z realizacjami
zmiennej X o wartosci 1,

s* - oszacowanie odchylenia standardowego ciagtej zmiennej losowej Y,
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m - liczebnos$¢ podzbioru zer,
n\- liczebno$¢ podzbioru jedynek,
n =m +n\

Do weryfikacji hipotezy zerowej (6.138) wobec jednej z hipotez alternatywnych
(6.139) - (6.141) mozna uzy¢ sprawdzianu postaci:

W20=-"~¢ V ~ . (6.145)
41~rU
Oczywiscie sposob budowy przedziatu krytycznego i reguly decyzyjne sg ana-
logiczne do tych, jakie stosuje sie w przypadku oceny istotno$ci wspétczynnika
korelacji liniowej pxy.

Przyktad 6.13

Wykorzystujgc informacje zawarte w przyktadzie 5.11, zweryfikowa¢ hipoteze
zerowg, ze korelacja pomiedzy ocenami ze Statystyki na koniec I i Il semestru nie-
istotnie r6zni sie od zera. Wnioskowanie nalezy przeprowadzi¢ na poziomie istotnosci
a = 0,01. Przypomnijmy, ze wspo6tczynnik korelacji liniowej pomiedzy ocenami na
koniec | i na koniec Il semestru wynosit r,, = 0,46. Warto$¢ tego wspotczynnika
zostata wyznaczona na bazie préby losowej liczagcej n = 103 osoby.

Stawiamy hipoteze zerowa;:

Ho. Py —0,
wobec hipotezy alternatywnej:
Ho: pxy * 0.

Korzystajgc ze wzoru (6.143), otrzymamy:

tr n20= 0,46 V103- 2= =52
V1-0,46: 0,8879
Z tablic rozktadu Studenta odczytamy, ze /ioiaz =000 = 2,576. Poniewaz warto$¢
obliczonej statystykijest /1010 = 5,2 > /10100005 = 2,576, dlatego z prawdopodobien-
stwem btedu 0,01, nalezy odrzucic¢ hipoteze zerowa i przyjac¢ hipoteze alternatywna.
Pomiedzy wynikami na koniec | i Il semestru istnieje istotna nielosowa wspétza-
leznos¢. {kp}
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6.9. Ocena istotnosci wspotczynnika regresji

liniowej9

Badanie istotnosSci wspdtczynnika regresji liniowej sprowadza sie do zweryfi-
kowania hipotezy zerowej, gtoszacej, ze wspotczynnik regresji liniowej jest rowny
zero, co przektada sie na stwierdzenie, ze funkcja regresji w zbiorowosci generalnej
jest stata, co wskazuje na brak zaleznosci pomiedzy badanymi zmiennymi. Jezeli
natomiast wspdtczynnik regresji okaze sie istotnie r6zny od zera, to oznacza to, ze
istnieje wyrazna zalezno$¢ pomiedzy badanymi zmiennymi, a funkcje regresji mozna
uzy¢ jako narzedzia prognozy wartosci jednej badanej cechy na podstawie wartosci
drugiej skorelowanej z nig cechy.

Podstawowe zatozenie, przy ktérym konstruuje sie omawiany test istotnosci,
dotyczy normalnosci rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y). Z badanej
zbiorowosci generalnej pobiera sie «-elementowg probe losowg o wartosciach
(xi,yi) dlai = 1,2, ..., n.

Na podstawie otrzymanych wynikéw z proby stosujac metode najmniejszych kwa-
dratdw, szacuje sie parametry funkcji regresji i otrzymuje sie funkcje y =ax+b.

Na podstawie badanej proby weryfikujemy hipoteze zerowg, ze wspotczynnik
regresji A liniowej funkcji regresji w populacji ma okreslong wartos¢ flo- Najczesciej
zaktada sie, ze a0 = 0, co oznacza brak zalezno$ci miedzy badanymi zmiennymi.
Zatem mozna zapisac:

HO:A=0. (6.146)

Wobec tak sformutowanej hipotezy zerowej stawia si¢ jedng z hipotez alterna-
tywnych postaci:

Hi:A*0, (6.147)
HuA >0, (6.148)
H\.A <0, (6.149)

przy czym najczesciej stosuje sie hipoteze alternatywng (6.147).
W trakcie weryfikacji tak sformutowanych hipotez wykorzystuje sie statystyke t
o warto$ciach wyznaczonych ze wzoru:

W -zo="-jf.(xi-x)2 (6.150)
. A 1
gdzie:
a - jest oszacowanym na podstawie proby wspotczynnikiem regresji,
ao - jest hipotetycznym wspétczynnikiem regres;ji,
st - jestwartoscig btedu standardowego estymacji funkcji regresji wyznaczong ze
Wzoru:

9 Przed przeczytaniem tego podrozdziatu zaleca sie czytelnikowi przestudiowanie zagad-
nien zwiazanych z liniowa funkcjg regresji dwoch zmiennych losowych (zob. np. par. 4.1.2
w pracy: M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki..., op. cit.).



180 Czes¢ 1. Wnioskowanie statystyczne

n
7 yeye
S (6.151)

Wz6r (6.150) mozna réwniez zapisa¢ w krotszej postaci:
r=n-20 (6.152)

gdzie sajest wartoscig tzw. Sredniego btedu szacunku wspotczynnika regresji obli-
€zong ze wzoru:

(6.153)

Warto$¢ $redniego btedu szacunku wspotczynnika regresji informuje nas, o ile
przecietnie (inplus lub in minus) popetniono btad, szacujgc warto$¢ wspétczynnika
regresji w populacji na podstawie wynikéw otrzymanych z préby.

Statystyka t o warto$ciach wyznaczonych ze wzoru (6.150) lub wzoru (6.152),
przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, posiada rozktad t Studenta o r = n
- 2 stopniach swobody. Jezeli hipoteza alternatywna ma posta¢ (6.147), to wéwczas
korzystajac z tablic rozktadu Studenta, nalezy odczytaé dla ustalonego poziomu
ufnosci a oraz liczby stopni swobody r = n - 2, takg wartosci traj2, aby zachodzito
[zob. (6.53)]: P(tr<- traji) = P(tr>trg?2) = a/2. Dwustronny przedziat krytyczny ma
wolwczas postac (6.52): ffc= (-<»; - traii\ u +00). Jezeli hipoteza alternatywna
jest postaci (6.148) lub (6.149), to wéwczas w tescie zamiast dwustronnego przedziatu
krytycznego nalezy uzy¢ odpowiednio prawostronnego lub lewostronnego przedzia-
tu krytycznego [zob. wzory (6.54) i (6.55)]. Jezeli warto$¢ obliczonej statystyki tro
zawiera sie w przedziale krytycznym, to wowczas nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa,
w przeciwnym wypadku nalezy stwierdzi¢ brak podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Przyktad 6.14

W celu oszacowania zaleznos$ci pomiedzy powierzchnig mieszkania (typu MI)
(X [m2]) ijego ceng (y,), w Krakowie, pobrano losowo 10 ofert i otrzymano naste-
pujace dane:
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Tablica 6.7. Powierzchnia i cena mieszkania typu M1 w Krakowie

i Powierzchnia mieszkania x, Cenay,
[m2] [tys. zl]

1 16 69

2 18 73

3 20 59

4 24 77

5 25 74

6 29 82

7 35 81

8 39 83

9 40 103

10 50 129

Zrodlo\ badania whasne, listopad 1999 r.

Na podstawie powyzszych danych wyznaczy¢ réwnanie regresji liniowej i zwery-
fikowac hipoteze zerowa, ze wspotczynnik regresji w populacji mieszkan nieistotnie
rézni sie od zera. Podczas weryfikacji zatozy¢, ze poziom ufnosci a = 0,05.

Korzystajgc ze wzorow i zaleznosci opisanych w podreczniku M. Major, J. Nie-
zgoda: Elementy statystyki..., op. cit., rozdziat 6.1.2, wzory: (4.15) i (4.16) szacowane
wartosci parametréw a i b wynoszg odpowiednio (cato$¢ niezbednych obliczen

zawiera tablica 6.8):
10

£>,-*)(y-y)
a= = 2,626425,

- ,2 236,9
i2_{X|-x)

b-vy-ax=2618-2,626425-25,1 = -4,12326.

Zatem funkcja regresji ma postaé: y, —2,626425*,-4,12326.

Parametr a nazywany jest wspotczynnikiem regresji. W analizowanym przykia-
dzie parametr ten informuje nas, ze jezeli powierzchnia mieszkania wzro$nie
o jednostke (1 m2), to wowczas cena mieszkania wzrosnie $rednio o 2,63 tys. zt.

Natomiast wyraz wolny b wskazuje, ile bedzie wynosi¢ srednia warto$¢ zmiennej
Y, jezelizmienna X - 0. W analizowanym przypadku parametr ten nie ma logicznej
interpretacji, gdyz nie mozna zgdac zgodnie z prawem pieniedzy za mieszkanie, ktore
nie istnieje (powierzchnia mieszkania nie moze wynosi¢ 0 m2).
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Btad standardowy estymacji funkcji regresji wyniesie:

sB= g O U * 8,4664,
V 10-2

natomiast $redni btad szacunku wspoétczynnika regresji:
8 #68¢ = 0550067 K 055
72379

Tablica 6.8. Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.14

pow.  cena
i wm2 wmin zi - x Yooy (X-x) my-y) oo yi (y-yd2
xi yi

1 20 60 -5,1 -1,8 9,18 26,01  48,40523 134,4386
2 33 85 79 23,2 183,28 62,41  82,54875 6,008603
3 27 50 19 -11.8 -22,42 3,61 66,79021 281,911
4 27 73 19 11,2 21,28 3,61 66,79021 38,56153
5 33 90 79 28,2 222,78 62,41  82,54875 55,52106
6 25 58 -0,1 -3,8 0,38 0,01 61,53736 12,5129
7 18 46 -7,1 -158 112,18 50,41  43,15238 8,108911
8 24 55 -1,1 -6.,8 7,48 121 58,91093 15,2954
9 20 46 -51  -158 80,58 26,01  48,40523 5,785152
10 24 55 -1,1 -6.,8 7,48 121 58,91093 15,2954
I 251 618 0,00 0,00 622,2 236,9 XX x 573,4386

Zrédho: obliczenia whasne.

Stawiamy hipoteze zerowg: HQA = 0, oraz hipoteze alternatywng H\\ A * 0,
Warto$¢ charakterystyki z proby po podstawieniu do wzoru (6.152) wyniesie:

t&0= 2'63~° »4j7.
' 0,550067

Warto$¢ krytyczna tg,0,0%5 = 2,306. Poniewaz |, |= 4,77 > 2,306 = 50025, nalezy
odrzucic¢ hipoteze zerowg. Zatem mozna stwierdzi¢, ze wspotczynnik regresji istotnie

rézni sie od zera, co $wiadczy o wystepowaniu zaleznosci pomiedzy powierzchnig
mieszkania (X) i ceng mieszkania (Y). {kp}
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6.10. Wybrane nieparametryczne testy istotnosci

6.10.1. Test niezaleznosci dwdch cech

Test niezaleznosci stosowany jest najczesciej w przypadku badania niezaleznosci
dwoch cech niemierzalnych (jakosciowych) lub w przypadku badania niezaleznosci
cechy niemierzalnej i cechy iloSciowej. Oznaczmy badane cechy symbolami B\ i B2,
przy czym dla cechy Bimozna wyr6zni¢ k\, a dla cechy B2 k2rozrdznialnych stanow.
Stany te oznaczymy odpowiednio:

bu oraz by, przy czymi = 1,..., ki orazj =1 , k2

Ze zbiorowosci generalnej nalezy pobra¢ n-elementowg prébe losowg (przy
czym wazne jest, aby liczebno$¢ préby wynosita co najmniej 30 elementéw). Wyniki
préoby klasyfikuje sie w postaci tzw. tablicy wielodzielczej (kontygencji, niezaleznosci)
wedtug jednej cechy (fii)w ti wierszach iwedtug drugiej cechy (B2) wk2kolumnach.
Wnetrze tablicy wielodzielczejstanowig liczebnos$ci ny elementdwpréoby, ktore
spetniajg jednocze$nie kryteriazawarte w /-tym wierszuij-tej kolumnie. Przykiad
takiej tablicy zaprezentowano na rysunku 40.

Podziat na kategorie powinien by¢ taki, aby riij > 5. Po zsumowaniu wierszy
i kolumn otrzymujemy odpowiednie liczebnosci brzegowe n,. dla cechy Bi in.j dla
cechy B2

Zachodzg nastepujace zaleznosci:

«,=£*,, (6.154)

(=
re,=i>,y, (6.155)
D=L
ri Kk k2
MY ®m ja I=n- (6-156)

Tablica wielodzielcza jest podstawa weryfikacji nieparametrycznej hipotezy ze-
rowej gtoszacej, ze w populacji nie ma zaleznosci miedzy cechami Bi i B2 Mozemy
wiec zapisac:

Ho: cechy Bi i B2sg niezalezne, (6.157)

Hi. cechy B\ i B2sg zalezne. (6.158)

Powyzsze hipotezy mozna rowniez zapisa¢ w kategoriach prawdopodobienstwa.
Niezalezno$¢ cech gwarantuje, ze prawdziwa jest hipoteza zerowa:

Ho: P(Bi = bu,B2=b2) = P(Bi = bu) P(B2 =hbJ), (6.159)
wobec ktorej formutowana jest hipoteza alternatywna:

Hi: P(Bi = bu,B2= b2)*P (Bi = bu) P(B2 =hy). 76.160)
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B2
b2\ h b2k
b «11 ny/ / n \K / 1 )
Y il X' I onk ' Pl
—
] " // riik / ) }
Sl bu / / y Tk ril. Pi-
/ . 'Rl
o, Y nkiy ik PK,
/ «*,1 / ﬁk] nkk,
Z ni nj nkt n
p1 Pi PM 1,00

Rys. 40. Tablica wielodzielcza

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na podstawie liczebno$ci brzegowych tu. in, wyznacza sie szacunkowe wielkosci
prawdopodobiernstw brzegowych iumieszczaw skrajnej prawej kolumnie iw dolnym
wierszu tablicy wielodzielczej (zob. rys. 40). Prawdopodobieristwa brzegowe wyznacza
sie przez podzielenie liczebnos$ci brzegowych przez liczebno$¢ proby n.

Zatem mozemy zapisac:

Pi = AL, (6.161)
n
oraz
P =1L 1. (6162)
n

Jezeli zatozymy, ze prawdziwa jest hipoteza zerowa (6.157) i w konsekwencji
(6.159), to wowczas zachodzi zaleznos¢:

Pi.Pi = PRij, (6.163)
przy czym
= (6.164)
i=l, -

Otrzymane w ten spos6b prawdopodobienstwo nazwiemy hipotetycznym praw-
dopodobienstwem zajscia kombinacji (Bi = bu, B2 - by)- Po przemnozeniu hipo-
tetycznych prawdopodobieristw przez liczebno$¢ proby otrzymamy tzw. liczebnosci
teoretyczne (oczekiwane):

ni = nPip (6.165)
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ktére umieszczamy w prawych dolnych rogach odpowiedniej ij - tej komarki tablicy
wielodzielczej (zob. rys. 40).
Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa (6.157), to wowczas, statystyka:

<KONK>

S i
ma rozkiad chi-kwadrat r = (k\- \){k2- 1) stopniach swobody. Obszar krytyczny
ma postac (zob. 6.78):
*i* =[xk +0°). (6-167)

gdzie %lajest wartoscig odczytang z tablic rozktadu chi-kwadrat w ten sposob, aby
spetniona byta zaleznos$¢:

P (Ir,0" X?,a)=OL- (6.168)

Reguty decyzyjne sg analogiczne jak przy prawostronnych parametrycznych
testach istotnosci (zob. tab. 6.5 (6.83) i (6.84)).

Przykitad 6.15

Oceny ze statystyki na koniec semestru, na Il roku studiéw dziennych, kierunku
towaroznawstwa ksztattowaty sie nastepujgco:

Tablica 6.9. Dane do przykfadu 6.14

Ocena
ndst dst +dst db +db bdb
Ple¢
Kobiety 8 19 16 24 18 17
Mezczyzni 10 13 9 14 13 10

Zré6dlo\ badania whasne.

Wykorzystujgc test niezalezno$ci chi-kwadrat, zbadaé, czy rozktad stopni ze
statystyki jest zalezny od pici studenta. Podczas weryfikacji zatozy¢, ze poziom
istotnosci a = 0,01.

Hipoteza zerowa ma postac:

Ho: ocena ze statystyki nie zalezy od pici studenta,

natomiast hipoteza alternatywna brzmi:

H\: ocena ze statystyki zalezy od pici zdajacego.
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W kolejnych krokach wyznaczamy i umieszczamy w tablicy wielodzielczej (zob.
tab. 6.10): liczebnosci brzegowe nLin., oraz prawdopodobienstwa brzegowe p,. ip.j.
Na podstawie prawdopodobiefAstw brzegowych wyznaczamy nastepnie prawdopo-
dobienstwa hipotetyczne pij.

Wartosci obliczonych prawdopodobienstw hipotetycznych umieszczono w tablicy
roboczej 6.11.

Mnozac prawdopodobiernstwa hipotetyczne przez liczebnos¢ préby n otrzymu-
jemy liczebnosci teoretyczne nf].

Tablica 6.10. Obliczenia pomocnicze do przykiadu 6.14

ndst dst +dst db +db  bdb

Ocena
i rii Pt
Plec 1 2 3 4 5 6
Kobiety o1 8 19 16 24 18 17 102 0,4
MezczyZni ! 2 10 13 9 14 13 10 69 0,6
nj 18 32 25 38 3 27 171 XXX
Pi 0,105 0,187 0,146 0,222 0,181 0,158  xxx 1,00
Zré6dto: obliczenia wiasne.
Tablica 6.11. Wartosci prawdopodobienstw hipotetycznych
Ocena Ndst dst +dst db +db  bdb
i Pi
Ple¢ 1 2 3 4 5 6
Kobiety -1 0047 0129 0,088 0,164 0,123 0,099 102 0,4
Mezczyzni ! 2 0025 0,070 0,047 0,089 0,066 0,054 69 0,6
nj 18 32 25 38 31 27 171 XXX
Pi 0,105 0,187 0,146 0,222 0,181 0,158  «xxx 1,00

Zrédto', obliczenia whasne.

Mnozac prawdopodobienstwa hipotetyczne przez liczebno$¢ préby n, otrzymu-
jemy liczebnos$ci oczekiwane (teoretyczne) ntj, ktdre umieszczamy w prawym dolnym
rogu kazdej komorki ij, tablicy wielodzielczej (zob. tab. 6.12). Podczas obliczen
wartosci zaokraglono do dwoch miejsc po przecinku.
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Tablica 6.12. Liczebnosci empiryczne n,: i oczekiwane nr

Ocena ndst dst +dst db +db bdb
i i ni.
Plec 1 2 3 4 5 6
. 24 |/ 17 /1
Kobiet [N 16/Z2 "~ 18z/~"
y ; /2;10 74 //19 09 //14,91 /22,67 //18,49 //16,11 12
Mezczyzni 2 13/ 9 27 14 >i 10 7 39
X 726 X 1291//10,09 //15,33 ~ > //10,89
nj 8 22 15 28 21 17 11

Zrodlo: obliczenia wihasne.
Warto$¢ statystyki wyniesie:

2 (8- 10,74)2 (19- 19,09)2 (16- 14,91)2 (24-22,67)2
X5° 10,74 + 19,09 + 1491  + 2267  +

(18- 18,49)2 (17-16,11)2 (10- 7,26)2 (13- 12,91)2
1849 + 1611  + 726  + 1291  +

( (9- 10,09)2 (14- 15,33)2 (13- 12,51)2 (10-10,89)2
10,09 + 15,33 + 12,51 + 10,89
= 0,6976 + 0,0004 + 0,0793 + 0,0784 + 0,0130 + 0,0497 + 1,0313 +
+ 0,0006 + 0,1173 + 0,1159 + 0,0193 + 0,0735 = 2,28.
Zaktadajac a = 0,01 oraz liczbe stopni swobodyr - (2- 1) m(6- 1) = 5, z tablic
rozktadu chi-kwadrat odczytujemy: x 5001= 15,086. Poniewaz zachodzi nier6wnos$¢

X50 < X500L dlatego brak jest powod6éw, aby odrzuci¢ hipoteze zerowg gtoszaca
brak zaleznoSci pomiedzy picig studenta i stopniem ze statystyki, {kp}

6.10.2. Test zgodnoSci chi-kwadrat

Do najstarszych testdbw zgodnosci nalezy test zgodnosci chi-kwadrat, ktory po-

zwala zweryfikowac hipoteze zerowa, ze populacja ma okre$lony typ rozktadu tzn.
okreslong posta¢ dystrybuanty.

Hipoteza zerowa oraz hipoteza alternatywna majg postac:

HO:F(x) = F, (6.169)

Hi:F{x)*F, (6.170)
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gdzie: F(x) oznacza nieznang dystrybuante zmiennej losowej X, natomiast Foznacza
postulowang klase dystrybuant.

Wybér hipotetycznego rozktadu oraz postaci dystrybuanty odbywa sie na dro-
dze analizy rodzaju zmiennej losowej (zmienna ciggta lub zmienna skokowa) oraz
graficznej prezentacji rozktadu (ksztatt histogramu lub wieloboku licznosci)l0
I tak, np. jezeli zmienna losowa jest ciggta, ajej rozktad jest symetryczny i majedng
modalng, to wéwczas mozna zatozy¢, ze hipotetyczny rozktad to rozktad normalny.
Natomiast, jezeli rozktad jest skrajnie asymetryczny lewostronnie, to prawdopodob-
nie w przypadku ciagtej zmiennej losowej, mamy do czynienia z rozktadem wyk#ad-
niczym, a gdy zmienna jest dyskretna ijej rozktad jest asymetryczny prawostronnie,
z rozktadem Poissona.

Do sprawdzenia hipotezy zerowej (6.169) stosuje sie statystyke postaci:

(6.171)
=i s nPi
gdzie:

fj - liczebnos¢ przedziatu klasowego (xd.j\xgj\ w przypadku ciagtej zmiennej lo-
sowej X, lub liczebnos¢ z jakag wystepowataj - ta wartos¢é zmiennej losowej
dyskretnej X,

fj - hipotetyczna (oczekiwana) liczebno$¢ przedziatu klasowego (xtf,xgl\ w przy-
padku ciaggtej zmiennej losowej X, lub hipotetyczna (oczekiwana) liczebnos¢,
zjaka powinna wystepowacj - ta warto$¢ zmiennej losowej dyskretnej X,

Pj - prawdopodobienstwo, ze badana ciggta zmienna losowaA'przyjmie wartos¢
z przedziatu klasowego (xdf, jog>], lub prawdopodobienstwo, ze dyskretna
zmienna losowa X przyjmie Wﬁl‘tOS'CX;,

n - liczebnos¢ prébki, przy czym f =n.
=1
k - liczba przedziatow klasowych na ktdre zostat rozciety zbior wartosci zmiennej
losowej ciggtej X, lub liczba wariantow wartosci dyskretnej zmiennej losowej X.

Omawiany test mozna stosowac, gdy liczebnosci empiryczne poszczegélnych
przedziatéw klasowych szeregu rozdzielczego przedziatowego lub liczebnosci przy-
pisanej - tym wartosciom zmiennej losowej w szeregu rozdzielczym punktowym,
wynoszg, co najmniej 5. W sytuacji gdy nie jest spetniony ten warunek, liczebnosci
te nalezy potgczyc z licznoSciami sgsiednimi. Oczywiscie wplynie to na zmniejszenie
liczby stopni swobody.

Statystyka (6.171) - w przypadku, gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa (6.169)
- marozkiad chi-kwadrator —k -Ip-\ stopniach swobody. Symbol 1,0znacza liczbe
parametrow rozktadu, ktére zostaty oszacowane na podstawie proby.

10Zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki..., op. cit., rys. 3.2 i 3.3.
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WartoSci statystyki z proby (b.171) sg poréwnywane z wartoscig krytyczng odczy-
tang z tablicy 111, a zasady podejmowania decyzji sg analogiczne do regut opisanych
w tab. 6.5 wzory (6.83) i (6.84).

Przyktad 6.16

Skorzystajmy z danych z przyktadu 2.2, zz M. Major, J. Niezgoda: Elementy sta-
tystyki...., op. cit., przedstawiajacych strukture liczby oséb korzystajacych z biblioteki
miejskiej w 100 dniach pracy. Dane te potraktujemy obecnie jako probe losowg
wiekszej zbiorowosci generalnej. Podczas obliczern wykorzystamy dane zestawione
w szeregu rozdzielczym przedziatowym (zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy
statystyki..., op. cit.,, tab. 4.11 oraz. tab. 2.2). Rozk}ad liczebnos$ci w przedziatach
klasowych oraz jedna warto$¢ modalnej, pozwala na wysuniecie tezy, ze moze to
by¢ rozktad normalny. Stawiamy hipoteze zerowg Ho: F(X) — Fn, oraz hipoteze
alternatywng H\: F(x) * Fn, przy czym symbol Fn oznacza w tym przypadku klase
dystrybuant normalnych. Podczas weryfikacji hipotezy zerowej zatézmy, ze poziom
istotno$ci a = 0,05.

Parametry rozktadu |j i a szacujemy, obliczajac $rednig z préby (x,,) iodchylenie
standardowe z préby (5%).

Tablica 6.13. Obliczanie pomocnicze do przyktadu 6.16.

i (Xdj'Xg.d 1 f fX? f(x°-x,, f
1 2 3 4 5 6

1 (36; 48] 6 42 252 6822,23
2 (48; 60] 14 54 756 6604,618
3 (60; 72] 26 66 1716 2456,438
4 (72; 84] 24 78 1872 124,7616
5 (84; 96] 15 90 1350 3058,776
6 (96; 108] 9 102 918 6215,746
7 (108; 120] 4 114 456 5861,434
8 (120; 132] 2 126 252 5056,157
XXX SUMA 100 XXX 7572 36200,16

Zrodto: obliczenia wiasne.

Korzystajac z obliczen pomocniczych w tablicy 6.13, otrzymamy:
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Iij(x°rxn)2
.= = 136200,16 x19 I2

| n-1 vV 99

W kolejnym kroku standaryzujemy gorne krance przedziatow klasowych, a na-
stepnie dla otrzymanych warto$ci wyznaczamy dystrybuante rozktadu /V(0,1)- Pod-
czas standaryzacji gornych krancow przedziatdéw klasowych kres gdrny ostatniego
przedziatu klasowego przesuwa sie do +00. Na podstawie otrzymanych dystrybuant
wyznaczamyp, oraz /m= npj a nastepnie podstawiamy do wzoru (6.171). Z uwagi na
matg liczebno$¢ potgczone zostalty dwa ostatnie przedziaty szeregu rozdzielczego.
Liczba przedziatéow klasowych wyniesie obecnie 7. Wptynie to na zmiane stopni
swobody. Catos¢ obliczen pomocniczych zestawiono w tablicy 6.14.

Tablica 6.14. Obliczanie pomocnicze do przykfadu 6.16 cd.

|
i sdana] XS’S:.X" igxn;:*f fi Pi f, =nPj o ) '
1 2 3 4 5 6 1 8
1 (36; 48] -1,45 0,0735 6 0,0735 7,3500 0,2480
2 (48; 60] -0,82 0,2061 14 0,1326 13,2600 0,0413
3 (60; 72] -0,19 0,4247 26 0,2186 21,8600 0,7841
4 (72; 84] 0,43 0,6664 24 0,2417 24,1700 0,0012
5 (84; 96] 1,06 0,8554 15 0,1890 18,9000 0,8048
6. (96; 108] 1,69 0,9545 9 0,0991 9,9100 0,0836
7 (108; 120] 2,’(32 0,9898 0,0353 i 45500 04621
8 (120; 137] 1,0000 0,0102J 0,0455
SUMA XXX XXX 100 1,0000 XXX 2,4249

Zrodto: obliczenia wihasne.

Suma wartosci kolumny (7) jest szukang wartoscig statystyki x,2¢
Liczba stopni swobody wynosir —k -1p- 1=7-2-1 =4,

Korzystajgc z tablic rozktadu chi-kwadrat (zob. tab. I11) oraz przyjmujac a = 0,05,
mozna odczytaé, ze xi,0,05- 9,488.

Poniewaz zachodzi nierownos$é x 20=2,4249 < xi 0os= 9,488, brak jest podstaw,
aby odrzuci¢ hipoteze zerowg, ze badana zmienna losowa ma rozktad normalny,

{kp}
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6.10.3. Test serii

Test serii najczesciej stosuje sie do weryfikacji hipotezy, ze préba ma charakter
losowy. Na podstawie testu serii mozna réwniez sprawdzi¢ przypuszczenia, ze dwie
préby pochodzg z tej samej populacji (majg takie same rozktady).

6.10.3.1. Weryfikacja hipotezy o losowosci proby

Weryfikacji podawana jest nastepujaca nieparametryczna hipoteza zerowa oraz
hipoteza alternatywna:

Ho: proba ma charakter losowy, (6.172)
H\\ préba jest nielosowa. (6.173)

Sprawdzenie hipotezy zerowej (6.172) rozpoczyna sie od uporzgdkowania wszyst-
kich wynikéw pobranej proby w szereg szczeg6towy uporzagdkowany i wyznaczenia
z tego szeregu wartosci mediany (xme,,) (zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy
statystyki..., op. cit.,, 3.2.1). Po wyznaczeniu mediany powraca sie do pierwotnego
uporzadkowania wynikéw (do szeregu szczegbétowego nieuporzadkowanego) i po-
szczegOlne obserwacje proby x, zastepuje sie symbolami a lub b, stosujgc zasade:
jezeli x, <xneji, to x, nalezy zastgpi¢ symbolem a, natomiast, jezeli x, > xm e to x,
nalezy zastapi¢ symbolem b.

Kazdy podcigg symbolijednego rodzaju nazywany jest serig. Liczbe litera ozna-
czymy przez na, natomiast liczbe liter b - m. Liczbe serii symboli a i b oznaczymy
przez kn,rb. Liczba serii ma stablicowany rozktad zalezny od liczby liter a - nai liczby
liter b -rib.

Przyjmujac poziom istotnosci a, z tablic serii (zob. tab. Va-Vb) odczytuje sie dwie
wartosci krytyczne k,,an .a2, oraz kn,,,bA_all dla ktérych spetnione sg wiasnosci:

P(kn.,.m» k n M 2)=a/2, (6.174)
oraz
P(fc,,'.abs k mH.al2)= 1-a/2. (6.175)

Jezeli liczba serii kn,,,, spetnia wiasnos¢:
k-nanb;a,2” k mrb —k g, Th. a 2, (6.176)

to woéwczas brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Ho-
Natomiast, jezeli spetniona bedzie nieréwnos¢:

>k,,0..h1_a2 (6.177)
lub:

knmt + k n',nt.al2, (6.178)

to wéwczas z prawdopodobienstwem btedu rzedu a, nalezy odrzucic¢ hipoteze zerowg
i przyjaé hipoteze alternatywng, gtoszaca, ze pobrana prdba nie jest losowa.
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Opisany powyzej sposéb postepowania jest whasciwy, gdy préoba losowa jest mata
(tzn. gdy na<20 irib< 20). W przypadku proby o duzej licznosci, zaleca sie skorzy-
stanie ze sprawdzianu przyjmujgcego wartosci wedtug wzorull

"Tanh (6.179)

gdzie:
n..nb— 6.180
Knene n,,+nh ( :
j2natib(2nanb na tli,)
k~Una+nhk(nb+na 1’ n )

Statystyka przyjmujgca wartosci wedtugwzoru (6.179) ma rozktad asymptotycznie
normalny N(0,1). Przedziat krytyczny jest w tym przypadku przedziatem dwustronnym
typu (6.31), o wartoSciach krytycznych odczytanych z tablic dystrybuanty rozktadu
normalnego standaryzowanego. Zasady podejmowania decyzji sg analogiczne jak
te opisane w tablicy 6.1 - wzory (6.38) i (6.39).

Przyktad 6.17

Ze zbiorowosci studentow piszacych prace kontrolng ze statystyki pobrano losowg
prébe o licznosci n — 18 studentdw i zbadano liczbe uzyskanych punktow. WyniKki
badania prezentuje tablica 6.15.

Tablica 6.15. Dane do przyktadu 6.17

Liczba punkow i Liczba punkéw

Xi Xi
1 2 1 2
1 23 10 22
2 21 n 22
3 27 12 25
4 28 13 26
5 26 14 22
6 16 15 28
7 29 16 21
8 29 17 26
9 29 18 19

Zrédho: badania whasne.

1 Zob. np. M. Sobczyk: Statystyka, op. cit., s. 184.
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Zweryfikowaé hipoteze zerowa, ze pobrana préba ma charakter losowy. Podczas
weryfikacji zatozy¢ poziom istotnosci a = 0,01.

W pierwszym kroku postepowania wyznaczamy warto$¢ mediany z préby. W tym
celu przeksztatcamy badany szereg pierwotny w szereg pozycyjny (zob. tablica 6.16).

Poniewaz liczba obserwacjiw prébie jest parzysta, dlatego mediang wyznaczymy ze
wzoru (zob. zob. M. Major, J. Niezgoda: Elementy statystyki..., op. cit., wzér (3.10)):

Tablica 6.16. Dane do przyktadu 6.17, przedstawione w szeregu pozycyjnym

( i X() (© i
1 2 3 1 2 3
1 16 10 17 26
2 18 19 u 2 27
3 10 22 12 3 27
4 n 22 13 16 27
5 14 22 14 4 28
6 1 23 15 15 28
7 12 25 16 7 29
8 5 26 17 8 29
9 13 26 18 9 29

Zrédto: opracowanie whasne.
Wykorzystujgc warto$¢ mediany, poszczeg6lne obserwacje préby x, w szeregu
pierwotnym (tab. 6.15) zastepuje sie symbolami a lub b, przy czym jc kodujemy jako

a gdy x, <xme/l, natomiast, gdyx, > xmejl,x, kodujemy jako b.

Wyniki kodowania zostaty przedstawione w tablicy 6.17.
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Tablica 6.17. Kodowanie wartosci*, na symbolea ib

Liczba punkéw

a;b serie
9
1 2 3 4
1 23 a
2 27 b
3 21 b 2
4 28 b
5 26 a
3
6 16 a
7 29 b
8 29 b 4
9 29 b
10 22 a
n 22 a
12 25 a 5
13 26 a
14 22 a
15 28 b 6
16 21 b
17 26 a 7
18 19 a

Zrodto: opracowanie whasne.

W omawianym przyktadzie na = 10, nb = 8. Liczba serii (zob. tab. 6.17, kol. 4)
&o08 = 7. Z tablicy Vb odczytujemy, ze wartosci krytyczne &a8 005 = 6 oraz &q8,0% =
13. Poniewaz spetniona jest zaleznos$¢ &o08;066 —6 < kw,8= 7 < /cw,g;09 = 13, dla-
tego nie ma powodow, aby odrzuci¢ hipoteze zerowg gtoszaca, ze pobrana préba
ma charakter losowy, {kp}

6.10.3.2. Weryfikacja hipotezy, ze dwie préby majg ten sam rozktad

Test serii mozna réwniez wykorzysta¢ do sprawdzenia hipotezy zerowej postaci:

Ho: dwie proby pochodzg z tej samej zbiorowosci generalnej, NN
(rozktady obydwu populacji, z ktérych pochodzg préby sg identyczne),
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wobec hipotezy alternatywnej:

H\. dwie prdéby nie pochodzg z tej samej zbiorowosci generalnej,
(rozktady obydwu populacji, z ktérych pochodzg préby sg rézne).

W pierwszym kroku weryfikacji dwie préby o licznosciach na i nt, pobrane
z dwoch zbiorowosci o dowolnych rozktadach, faczy sie i porzadkuje niemalejaco.
W tak uporzgdkowanym szeregu literg a oznacza sie obserwacje nalezgce do pierwszej
préby, natomiast literg b, obserwacje nalezace do drugiej proby. Efektem takiego
postepowania jest kn ,,,bserii symboli a i b. Jezeli liczba otrzymanych serii spetnia
nierownos¢:
K.,nbskn',nta, (6.184)
to woweczas nalezy odrzucic¢ hipoteze zerowg (6.182).
W przypadku, gdy:
knarnb” k nginktai (6.185)

stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej gtoszacej, ze obie proby
pochodzg z populacji o jednakowych rozktadach.

Przyktad 6.18

Z dwdéch roznych grup dziekanskich piszacych prace kontrolng ze statystyki
pobrano dwie proby losowe o liczebnosciach na= m — 10 os6b i zbadano liczbe
otrzymanych punktow. Wyniki doswiadczenia przedstawia tablica 6.18.

Tablica 6.18. Wyniki z pracy kontrolnej dwdch prob losowych

Préba ,,a” Proba ,,b”

i a Xi i b Xi
1 2 3 4 5 6

1 a 21 1 b 25
2 a 15 2 b 18
3 a 26 3 b 27
4 a 29 4 b 29
5 a 13 5 b 12
6 a 24 6 b 26
7 a 16 7 b 16
8 a 28 8 b 23
9 a 24 9 b 28
10 a 16 10 b 19

Zrédto: opracowanie whasne.
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Wszystkim obserwacjom pochodzacym z pierwszej zbiorowosci (z pierwszej grupy
dziekanskiej) przypisano symbol ,,a”, natomiast obserwacje pochodzace z drugiej
zbiorowosci (drugiej grupy dziekanskiej) zakodowano, uzywajac symbolu ,,h".

Naszym zadaniem jest zbadanie, czy prawdziwa jest hipoteza zerowa, gtoszaca,
ze rozktady obydwu populacji, z ktérych pochodza proby, sg identyczne. Weryfikacje
przeprowadzimy przy zatozonym poziomie istotnos$ci a = 0,05.

Po potaczeniu préb i uporzadkowaniu niemalejagco otrzymujemy zbiér 20 ob-
serwacji przedstawionych w tablicy 6.19.

Liczbana= 10,nb - 10, liczba serii kw;10 = 13. Odczytana z tablicy Vc, wartos¢
krytyczna, przy a = 0,05, orazna= m = 10, wynosi kw- io;o005 = 6.

Tablica 6.19. Szereg pozycyjny z potaczonej préby

a; b Xi Serie
1 2 3
b 12 1
a 13
a 15
a 16 2
a 16
b 16
b 18 3
b 19
a 21
b 23 5
a 24
a 24 6
b 25 7
a 26 8
b 26
b 27 o
a 28 10
b 28 1u
a 29 12
b 29 13

Zrédto\ opracowanie wiasne.

Poniewaz&io;10 =13 > &i0:]0;005 = 6, brak jest powodow do odrzucenia hipotezy
zerowej gloszacej, ze rozktady obu populacji, z ktérych pobrano préby nieistotnie
réznig sie od siebie, {kp}
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6.11. Podsumowanie

Przedstawione procedury nie obejmujg wszystkich, lecz jedynie wazniejsze pa-
rametryczne i nieparametryczne testy istotnosci. Obszerng dawke wiadomosci na
temat mozliwosci i réznorodnosci testow istotnosci mozna znaleZ¢ np. w cytowanej
juz pozycji J. Grenia, Statystyka matematyczna. Modele i zadania, ktéra pomimo
uptywu dos¢ diugiego czasu od momentu jej wydania jest jedng z wazniejszych
i godnych uwagi pozycji poswieconej omawianym tu zagadnieniom. Odrebng grupe
w teorii weryfikacji hipotez statystycznych speiniajg takze tzw. sekwencyjne testy
oraz oparte na nich tzw. procedury sum skumulowanych, ktore sg procedurami
sekwencyjnymi realizowanymiwstecznie. Teoria analizy sekwencyjnej sprowadza sie
do losowego pobierania pojedynczych lub matych zespotow zbiorowosci generalnej,
oraz kazdorazowym rozstrzyganiu, czy zdobyty dotad zasob informacji pozwala na
podjecie okreslonej decyzji. Przy sformutowanej hipotezie zerowej Ho i alternatywnej
H\ decyzje takie mogga polegac na:

- przyjeciu hipotezy Ho,

- odrzuceniu hipotezy Ho i przyjecia hipotezy//i,

- odlozeniu decyzji do czasu pobrania nastepnej jednostki (prébkin) do préby w.

Préba m jest w tym ujeciu sumg wszystkich prébek n pobieranych w kolejnych
krokach k, czyli:

m=ni+m+ ... +nk (6.186)

Jezeli w kazdym /c-tym przedziale prébkowania liczebnos¢ probki wynosi jeden,
to wéwczas licznos$¢ catej skumulowanej préby wyniesie k(m —Kk).

Podczas kazdego etapu badan obliczana jest wartos¢ sekwencyjnego testu ilo-
razowego postaci: n

Qk="- > (6-187)
N p»{x,)
i=i
gdzie:
p\(x,) - jest prawdopodobiefAstwem zdarzenia losowego A' =x,, gdy zatozona jest
prawdziwos$¢ hipotezy H\,
po(xi) - jest prawdopodobienstwem zdarzenia losowego AT = x,, gdy zatozona jest
prawdziwos$¢ hipotezy Ho,
i sprawdza sie, czy zachodzi nieréwnos$¢

A <Qk<B, (6.188)

gdzie:

A= , hatomiast B= —-

1-a a
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Jezeli Qk <A, to przyjmuje sie hipoteze Ho z prawdopodobienstwem biedu nie
wiekszym niz 3

Gdy Qk >B, to nalezy przyja¢ hipoteze H\ z prawdopodobieristwem biedu nie
wiekszym niz a.

Natomiast, kiedy$ <Qk<B, to brak jest podstaw do podjecia jednej z dwdch
wymienionych powyzej decyzji i nalezy kontynuowaé badanie.

Techniki sekwencyjne oraz powigzane z nimi techniki sum skumulowanych sg
szeroko wykorzystywane w praktyce w trakcie monitorowania proceséw, na przyktad
procesOw produkcyjnych ze wzgledu na poziom jako$ci wytwarzanego strumienia
produktow 12

2Techniki te zostaiy szeroko opisane np. w: A. Iwsiewicz, Z. Paszek, J. Steczkowski: Sekwen-
cyjne metody kontrolijakosci, AE, Krakéw 1988 oraz w 9 rozdziale ksigzki: A. Iwasiewicz:
Zarzadzanie jakoScia, PWN, Warszawa-Krakéw 1999.
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Tablica I. Dystrybuanta <(U) =P(U <u) rozktadu normalnego standaryzowanego

a>(M)
u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,4960 0,4920 0,4880 0,4840 0,4801 10,4761 0,4721 0,4681 0,4641
-0,1 0,4602 0,4562 0,4522 10,4483 0,4443 0,4404 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247
-0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 10,3936 0,3897 10,3859
-0,3 0,3821 0,3783 0,3745 10,3707 0,3669 0,3632 10,3594 0,3557 0,3520 0,3483
-0,4 0,3446 0,3409 0,3372 10,3336 0,3300 0,3264 0,3228 0,3192 10,3156 0,3121
-0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 10,2877 0,2843 0,2810 0,2776
-0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451
-0,7 0,2420 0,2389 10,2358 10,2327 0,2296 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148
-0,8 0,2119 0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 10,1894 0,1867
-0,9 0,1841 0,1814 0,1788 10,1762 10,1736 0,1711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611
-1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379
- 11 0,357 10,1335 10,1314 10,1292 0,1271 0,1251 0,1230 o0,1210 0,1190 10,1170
-1,2 0,151 0,1131 o,1112 0,1093 10,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985
-1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0869 0,0853 0,0838 0,0823
-1,4 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681
-1,5 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559
-16 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455
-1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367
-1,8 0,0359 0,0351 0,0344 10,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294
-1,9 0,0287 0,0281 0,0274 10,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233
-2,0 0,0228 0,0222 0,0217 o0,0212 0,0207 o0,0202 0,0197 0,0192 10,0188 0,0183
-2.1 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143
-2.2 0,0139 10,0136 0,0132 10,0129 0,0125 90,0122 0,0119 10,0116 0,0113 0,0110
-2,3 0,0107 0,0104 o0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084
-2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0.0064
-2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0055 0,0054 0,0052 0,0051 0,0049 0,0048
-2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036
-2,7 0,0035 0,0034 0,0033 10,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026
-2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019
-2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014
-3,0  0,0013 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 00011 0,011 0,0011 0,0010 0,0010
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u
0,0
0,1
0,2
03
0,4
05
0,6
0.7
0,8
0.9
1,0
11
1,2
13
14
15
1,6
17
1.8
19
2,0
2,1
2,2
23
2,4
25
2,6
2,7
2,8
29
3,0

0,00
0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987

0,01
0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987

0,02
0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987

Tablica l. ciag dalszy

0,03
0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988

<D(m)

0,04 0,05
0,5160 0,5199
0,5557 0,5596
0,5948 0,5987
0,6331 0,6368
0,6700 0,6736
0,7054 0,7088
0,7389 0,7422
0,7704 10,7734
0,7995 0,8023
0,8264 0,8289
0,8508 10,8531
0,8729 0,8749
0,8925 10,8944
0,9099 0,9115
0,9251  0,9265
0,9382 0,9394
0,9495 0,9505
0,9591  0,9599
0,9671 0,9678
0,9738 0,9744
0,9793 0,9798
0,9838 0,9842
0,9875 0,9878
0,9904 0,9906
0,9927  0,9929
0,9945 0,9946
0,9959  0,9960
0,9969 0,9970
0,9977 0,9978
0,9984 0,9984
0,9988 0,9989

0,06
0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989

0,07
0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989

0,08
0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990

Zrodto: opracowanie whasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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0,09
0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990

Tablica la. Wybrane kwantyle rozktadu normalnego P(U > ua) dla U~N(0,1)

0,2
0,842

0,1

1,282

0,05
1,645

0,025
1,960

0,01
2,326

0,005
2,576
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Tablica 1. Kwantyle rozktadéw zmiennej losowej tr-Studenta
P(tr>tr) = e, gdzie:e = a lub e = a/2, r - liczba stopni swobody

© N O U A W N

NN RN RN NN RN NNRNP B B B 2 2 | s
© ©®© N o g0 B W N P O © ©® 4 o o b~ ®w o P o

o
S}

tr.r

trfiX trim 1(01079) trflw trom
3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
1.886 2,920 4,303 6,965 9,925
1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 10
1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 1
1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 12
1,350 1,m 2,160 2,650 3,012 13
1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 14
1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 15
1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 16
1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 17
1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 18
1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 19
1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 20
1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 21
1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 22
1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 23
1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 24
1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 25
1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 26
1,314 1,703 2,052 2,473 277 27
1,313 1,701 2,048 2,467 2"B3 28
1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 29
1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

Zrodio: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.



Tablice statystyczne

O b W N e

o N O

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

X' 095
0,0000393
0,0100
0,0717
0,207
0,412
0,676
0,989
1,344
1,735
2,156
2,603
3,074
3,565
4,075
4,601
5,142
5,697
6,265
6,844
7,434
8,034
8,643
9,260
9,886
10,520
11,160
11,808
12,461
13,121
13,787

Tablica Ill. Kwantyle rozktadoéw zmiennej losowej yfr
P (x? > X>g) me, gdzie: r - liczba stopni swobody

Xr.09
0,000157
0,0201
0,115
0,297
0,554
0,872
1,239
1,646
2,088
2,558
3,053
3,571
4,107
4,660
5,229
5,812
6,408
7,015
7,633
8,260
8,897
9,542
10,196
10,856
11,524
12,198
12.879
13,565
14,256
14,953

Xr09%
0,000982
0,0506
0,216
0,484
0,831
1,237
1,690
2,180
2,700
3,247
3,816
4,404
5,009
5,629
6,262
6,908
7,564
8,231
8,907
9,591
10,283
10,982
11,689
12,401
13,120
13,844
14,573
15,308
16,047
16,791

XrE

Xh0,95
0,00393
0,103
0,352
0,711
1,145
1,635
2,167
2,733
3,325
3,940
4,575
5,226
5,892
6,571
7,261
7,962
8,672
9,390
10,117
10,851
11,591
12,338
13,091
13,848
14,611
15,379
16,151
16,928
17,708
18,493

2.0
3,841
5,991
7,815
9,488
11,070
12,592
14,067
15,507
16,919
18,307
19,675
21,026
22,362
23,685
24,996
26,296
27,587
28,869
30,144
31,410
32,671
33,924
35,172
36,415
37,652
38,885
40,113
41,337
42,557
43,773

005
5,024
7,378
9,348
11,143
12,832
14,449
16,013
17,535
19,023
20,483
21,920
23,337
24,736
26,119
27,488
28,845
30,191
31,526
32,852
34,170
35,497
36,781
38,076
39,364
40,646
41,923
43,194
44,461
45,722
46,979

X"o.0i
6,635
9,210
11,345
13,277
15,086
16,812
18,475

20,090

21,666

23,209

24,725

26,217

27,688

29,141

30,578

32,000

33,409

34,805

36,191

37,566

38,932

40,289

41,638

42,980

44,314

45,642

46,963

48,278

49,588

50,892

Xr,0006
7,879
10,597
12,838
14,860
16,750
18,548
20,278
21,955
23,589
25,188
26,757
28,300
29,819
31,319
32,801
34,267
35,718
37,156
38,582
39,997
41,401
42,796
44,181
45,558
46,928
48,290
49,645
50,993
52,336
53,672

Zrédio-, opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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Tablica 1Va. Kwantyle rozktadéw zmiennej losowej F
P(Fr|,i >Fn,n,a) = a, gdzier\ = ri\- lorazr2=«2- |

F(rn-D\(ni -1)0.05

stopnie swobody licznika («i - 1)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 00
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 246 248 249 250 251 252 253 254
2 185 19,0 19,2 19,2 19,3 193 194 194 194 194 194 194 19,4 195 195 195 195 195 195
3 101 9,55 9,28 9,12 9,01 894 8,89 885 881 8,79 8,74 8,70 8,66 8,64 862 859 857 855 853
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 596 591 586 580 577 575 572 569 566 5,63
5 661 579 541 519 505 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 468 4,62 456 453 450 4,46 4,43 4,40 437
6 5,99 5.14 4,76 453 4,39 428 421 415 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87 3,84 381 3,77 3,74 3,70 3,67
7 559 4J4 435 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 357 351 3,44 341 3,38 3,34 330 3,27 3,23
8 532 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3.50 3,44 3,39 335 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 301 297 293
9 512 426 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 323 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,7]
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 291 285 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54
1 4,84 398 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 295 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 245 2,40
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 251 2,47 243 2,38 2,34 2,30
13 4,67 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21
i 14 4,60 3,74 3,34 311 296 285 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 235 231 227 2,22 2,18 213
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 248 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 4,49 3,63 324 301 2,85 2,74 2,66 2,S9 254 2,49 242 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01
M 17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 255 2,49 2,45 2,38 231 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 196
18 4,41 355 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 251 246 241 2,34 2,27 2,19 2,15 211 2,06 2,02 1,97 192
19 4,38 3,52 3,13 290 2,4 263 254 2,48 2,42 2,38 231 2,23 2,16 211 2,07 2,03 198 193 188
20 4.35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 199 195 190 184
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 ?49 2,42 237 2,32 2,25 2,18 2,10 2,05 201 196 1,92 1,87 181
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 255 2,46 2,40 2,34 2,30 2,23 2,15 2,07 2,03 198 194 189 184 178
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 237 2,32 2,27 2,20 2,13 2,05 2,01 19 191 186 181 1776
24 426 3,40 301 2,78 2,62 251 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,11 2,03 1,98 194 189 184 179 173
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,16 2,09 2,01 19 192 187 182 177 171
30 4,17 3,32 2,92 2,69 253 2,42 2,33 2,227 221 2,16 2,09 201 193 189 184 179 174 168 162
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 225 2,18 2,12 2,08 2,00 1,92 1,84 1,79 174 169 164 158 151
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 199 192 184 175 1,70 165 159 153 147 139
120 3,92 3.07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02 19 191 183 175 166 161 155 150 143 135 125

« 3,84 3,00 2,60 2,37 221 2,10 201 194 188 183 175 167 157 152 146 139 132 122 1,00

Zrédio’, opracowanie wasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Fxcel.
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10

n

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

30

40

60

120

8,40
8,29
8,19
8,10
8.02
7.95
7.88
7,82
7.77
7,56
731
7,08

6,85

5000
99,0
30,8
18,0
133
10,9
9,55
8,65
8,02
7,56
7,21
6,93
6,70
6,51
6,36
6,23
6,11
6,01
5,93
585
5,78
572
5,66
561
5,57
5,39
5,18
4,98

4,79

Tablica IVb. Kwantyle rozktadéw zmiennej losowej F
P(Frur,>Fn.n.a) = a, gdzien = n\- lorazn =n2- |

5403
99,2
295
16,7
121
9,78
8,45
7,59
6,99
6,55
6,22
5,95
5,74
5,56
5,42
5,29
5,19
5,09
5,01
4,94
4,87
4.82
4,76
4,72
4,68
451
431
413

3,95

5625
99,2
28,7
16,0
114
9,15
7,85
7,01
6,42
5,99
5,67
541
521
5,04
4,89
4,77
4,67
4,58
4,50
4,43
4,37
4,31
4,26
4,22
4,18
4,02
3,83
3,65

3,48

® 6,63 461 378 3.32

5764
99,3
28,2
15,5
11,0
8,75
7,46
6,63
6,06
5.64
5,32
5.06
4,86
4,70
4,56
4,44
4,34
4,25
417
4,10
4,04
3,99
3,94
390
3,86
3,70
3,51
3,34
3,17

3,02

5859
99,3
27,9
15,2
10,7
8,47
7,19
6,37
5,80
5,39
5,07
4,82
4,62
4,46
4,32
4,20
4,10
4,01
3,94
3,87
3,81
3,76
371
3,67
3,63
3,47
3,29
3,12
2,96

2,80

1):0,05

stopnie swobody licznika (m

7
5928
99,4
27,7
15,0
105
8,26
6,99
6,18
5,61
5,20
4,89
4,64
4,44
4,28
4,14
4,03
3,93
3,84
3,77
3,70
3,64
3.59
3,54
3,50
3,46
3,30
3,12
2,95

2,79

8
5982
99,4
275
14,8
10,3
8,10
6,84
6,03
5,47
5,06
4,74
4.50
4,30
4,14
4,00
3,89
3,79
3,71
3,63
3,56
3,51
345
341
3,36
3,32
3,17
2,99
2,82

2,66

9
6023
99,4
27,3
147
10,2
7,98
6,72
591
5,35
4,94
4,63
4,39
4,19
4,03
3,89
3,78
3,68
3,60
3,52
346
3,40
3,35
3,30
3%
3,22
3,07
2,89
2,72

2,56

10
6056
99,4
27,2
14,5
10,1
7,87
6,62
5,81
5,26
4,85
4,54
4,30
4,10
3,94
3,80
3,69
3,59
3,51
3,43
3,37
331
3,26
3,21
3,17
3,13
2,98
2,80
2,63

2,47

12
6106
99,4
271
14,4
9,89
7,72
6,47
5,67
5,11
4n
4,40
4.16
3,96
3,80
3,67
3,55
3,46
3,37
3,30
3,23
3,17
3,12
3,07
3,03
2,99
2,84
2,66
2,50

2,34

15
6157
99,4
26,9
14,2
9,72
7,56
6,31
5,52
4,96
4,56
4,25
4,01
3,82
3,66
3,52
3,41
3,31
3,23
3,15
3,09
3,03
2,98
2,93
2,89
2,85
2,70
2,52
2,35

2,19

- 1)
20
6209
99,4
26,7
14,0
9,55
7,40
6,16
5,36
4,81
4,41
4,10
3,86
3,66
3,51
3,37
3,26
3,16
3,08
3,00
2,94
2,88
2,83
2,78
2,74
2,70
2,55
2,37
2,20

2,03

24 30 40 60

6235
99,5
26,6
13,9
9,47
7,31
6,07
5,28
4,73
4.33
4,02
3,78
3,59
3,43
3,29
3,18
3,08
3,00
2,92
7 86
2,80
2,75
2,70
266
2,62
2,47
2,29
2,12

1,95

6261
99,5
26,5
13,8
9,38
7,23
5,99
5,20
4,65
4,25
3,94
3,70
3,51
3,35
321
3,10
3,00
2,92
2,84
2,78
2,72
2,67
2,62
2,58
2,53
2,39
2,20
2,03

1,86

6287
99,5
26,4
13,7
9,29
7,14
5091
5,12
4,57
4,17
3,86
3,62
3,43
3,27
3,13
3,02
2,92
2,84
2,76
2,69
2,64
2,58
2,54
2,49
2,45
2,30
2,11
1,94

1,76

6313
99,5
26,3
13,7
9,20
7,06
5,82
5,03
4,48
4,08
3,78
3,54
3,34
3,18
3,05
2,93
2,83
2,75
2,67
2,61
2,55
2,50
2,45
2,40
2,36
221
2,02
1,84

1,66

2,64 251 241 2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 159 1,47

Zrodlo-, opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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6339
99,5
26,2
13,6
9,11
6,97
5,74
4,95
4,40
4,00
3,69
3,45
3,25
3,09
2,96
2,84
2.75
2,66
2,58
2,52
2,46
2,40
2,35

2,31

207

a

6366
99,5
26,1
135
9,02
6,88
5,65
4,86
4,31
391
3,60
3,36
3,17
3.00
2,87
2,75
2,65
2,57
2,49
2,42
2,36
2,31
2,26
2,21
2,17
2,01
1,80
1,60
1,38

1,00
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Tablica Va.
Kwantyle rozktadu serii

14 15 16 17 18 19 20

12
13 13
13 13 14

2

4
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

6
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7

© O O W © O O O © O O © © ©OW 0w o o

9
9
10
10
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

10
11
11
12
12
12
12
13
13
13
13
13
13
13
13

P(kn,, rb™ kn,, hoto) —O0,975

7 8 91011121314151617181920%\

12
12
13
13
13
13
14
14
14
15
15
15
15
15

13
13
14
14
15
15
15
15
16
16
16
16
16

14
15
15
15
16
16
17
17
17
17
17
17

15
16
16
17
17
17
18
18
18
19
19

16
17
18
18
18
19
19
19
20
20

18
19
19
20
20
20
21
21

19
19
20
20
21
21
22
22

20
21
21
22
22
22
23

21
22
22
23
23
24

24

24 25

25 25 26
25 26 26 27

©O© © N o g B~ W N

[ i = L i = o =
o N o o0~ W N P O

19
20

n,



&

LOOO\IOUW#(AJN

D e e I S
© © O N o U~ W N P o

2

NN N DD DD NN NN NN

W W W W W W W w w w w N NN NN

A DM D A DDA DS D DN OO OWWWNN

g o1 oo oo oo~ MDA D AN W W W W

o o o o o o O ol o1 oo M BN N W

7

~N NN N O 0 o o o o oo~ N

8

W 0 0 N N N N o o o o g oo

9

©W W W W W W ~N N N o o o

P(kn,,rkaa, «fcl0.0s) —0,05

Tablica Vb.
Kwantyle rozktadu serii

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 2

© © O W W W W 0w ~N ~N O

© ©O© © 0w o o0

10
10

© © © o

Zr

o

9 10

10 11
10 11
11 11
11 12
11 12

dio: A.

11
11
11
12
12
12

11
12
12
13
13

12
13
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13

4
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
13 5
14 14 5
14 14 15 5

6
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31
32

(1,025

© © N ~N =

12
13
14
15
10
Ih
17
18
14
20
21

23
24

0,05

© © N o

23
24
25
25

0,95

16
17

19
20
t)
23
24
15
26
27
2K
30
31
32
33
34
35
36
37
38
40

0.975

15
16
18
19
20
21
22
24
25
26
27
28
29
31
32
33
34
35
36
37
39
40
41

Hj = tlh\

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

Zrodlo-. A. lwasiewicz; Z. Paszek: Statystyka.. . op. cit. s. 358.

a

25
26
27
28
29
30
30
31
32
33
34
35
36
37
38
38
39
40
4
42
43
44
45

26
27
28
29
30
3
32
33
34
35
35
36
37
38
39
40
4
42
43
44
45
45
46

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
64
65

Tablica Vc.
Kwantyle rozktadu serii P(k <k\) = a

42
43
44
45
46
47
49
50
51
52
53
54
55
56
57
59
60
61
62
63
h4
65
66

0025 005 095 0975 \
n o= X"

56
57
58
54
60
61
62
63
64
65
66
67
68
64
70
7
72
73
74
75
7h
77
78

a 0.025

4h
47
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
58
54
60
61
62
63
64
65
66

0,05

47
48
44
50
51
52
53
54
55
56
57
58
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68

0,95

66
67
68
69
70
7
72
73
74
75
76
77
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

0,975

67
68
70
7
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
83
84
85
86
87
88
89
90
91

0.025

67
68
69
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
82
83
84
85
86

0,05

69
70
71
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
87
88

0,95

90
91
92
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
112
113

0,975

92
93
94
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
11
112
113
114
115
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Tablica Via.
Tablice liczb losowych
Bloki

numer kalunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 45 83 84 22 92 14 37 32 94 19 89 10 74 94 92 29 35 51 58 41
33 27 81 8 8 31 88 95 60 43 02 92 40 58 47 28 23 03
27 39 51 15 68 38 89 69 35 58 75 34 46 22 11 02 79 79 51 20
72 82 44 99 15 07 42 42 03 53 8 93 09 64 55 59 28 11
89 79 95 91 27 42 80 22 60 51 79 38 57 39 24 61 22 59 62 99
18 72 51 84 25 93 55 04 09 97 66 66 31 15 68 67 50 69 46 31
05 31 29 06 19 40 14 07 67 28 23 06 28 16 26 73 79 05
32 62 46 68 42 34 03 97 34 67 96 74 32 31 23 64 13 81
9 46 08 35 37 37 28 60 22 09 56 43 93 53 02 10 38 82 92 82 37
10 21 65 35 94 74 32 18 38 75 48 81 72 93 63 41 02 69 14 75 15
11 42 16 57 54 75 61 81 60 73 35 12 84 05 79 29 40 12 96 58 09
12 99 49 76 19 26 30 52 58 30 29 8 61 95 62 04 81 83 33 85 63
13 36 24 49 23 74 09 61 o0 12 74 77 21 40 73 76 49 49 74 82 35
14 84 67 04 41 71 86 57 71 71 37 07 91 30 12 07 11 24 38 70 52
15 91 44 36 63 97 55 37 82 83 09 56 10 49 66 62 79 38 14 51 15
16 62 39 41 53 57 30 14 46 25 21 28 33 34 26 30 78 3B 3H 23 71
17 53 60 83 19 31 17 46 27 18 46 81 92 09 8 18 09 63 44 62 091
18 75 12 72 34 28 55 72 40 10 32 8 84 31 30 09 23 77 33 05 43
19 19 77 06 76 27 91 63 97 90 03 30 35 14 93 54 56 62 61 16 74
20 62 64 38 13 8 35 33 31 00 73 99 37 99 38 43 61 73 28 97 59
21 58 62 52 12 84 63 43 70 05 26 66 18 80 16 95 98 65 79 92 20
22 48 64 73 61 9 77 20 03 68 97 73 01 79 23 69 45 50 53 17 63
23 30 29 65 70 48 86 59 62 74 26 59 92 92 64 03 23 74 42 26 10
24 18 85 27 43 44 51 97 65 8 44 92 91 99 19 18 47 66 04 36 69
25 33 95 24 70 71 15 96 16 74 60 79 77 80 13 49 02 59 64 52 09
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Zrodio: opracowanie whasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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20
21
22
23
24
25

21
91
30
22

47
18
64
16
58
06
69
08
69
91
98
94
60
43
30
12
23
21
23
58
07
66
67
90
98

7

68
14
11
55
05
75
93
99
89
18
76
37
71

34
36
01
79
30
05
95
90
84
06
64
25
98
82
08
14
10
25
35
28
50
28
99
34
31

78 29
31 07
06 59
91 82
39 33
91 91
69 66
60 91
02 11
60 99
64 11
14 32
85 61
94 49
24 81
97 12
59 69
72 31
36 95
59 99
36 66
08 00
84 06
21 49
02 82

Tablica VIb.
Tablice liczb losowych
Blok 2

runer kdunmy
4 5 6

34 41 38 55 29 o1
84 00 29 51 24 46
02 83 83 86 49 45
18 21 61 44 19 83
53 30 06 31 49 40
71 50 96 8 54 95
07 48 37 75 21 04
20 29 45 83 07 75
41 27 96 26 36 46
94 99 65 65 74 41
96 78 86 14 81 57
34 94 16 40 43 44
18 17 95 23 52 09
37 50 44 94 21 72
92 18 95 94 37 87
57 48 46 08 02 00
02 78 95 95 61 39
69 56 39 10 59 57
76 90 65 13 61 19
89 07 48 o1 75 49
97 55 98 56 35 22
45 12 91 68 19 42
93 93 50 96 75 89
04 91 85 27 44 05
04 27 73 07 68 42

25
47
47
04
10
72
98
64
49
62
52
58
55
54
97
38
99
52
25
80
84
21
58
40
51

86
52
87
99
89

Tablice statystyczne

78
88
12
87
77
34
24
29
02
09
24
48
01
56
02
92
98
23
09
86
59
43
90
26
52

50
13
18
77
30
94
21
05
76
98
43
94
43
97
80
38
49
21
28
75
32
65
64
22
41

63
7
34
28
42
45
64
55
97
56
27
90
34
36
32
51
31
88
17
49
82
07
43
27
38

41
54
21
20
65
46
74
99
28
54
37
57
95
08
2
49
51
42
25
02
98
38
57
38
88

Zrodio: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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70
43
97
19
33
81
76
45
93
46
79
26
85
04
01
09
75
76
62
60
32
36
76
73
40

73
70
87
54
99
84
75
10
15
54
51
60
14
00
18
06
33
93
90
79
42
29
87
72
02

27 49
17 61
98 08
28 85
44 9
49 50
22 27
16 80
84 18
24 11
58 95
52 07
22 57
97 08
82 52
77 64
36 80
27 91
89 35
52 59
09 22
03 31
43 2
39 98
66 74

15
8
43
04
91
69
45
08
47
53
78
1
72
23
14
86
17
32
15
86
24
49
55
23
1

09
50
10
03
42
96
48
83
42
85
50
79
51
25
91
94
78
41
94
28
54
08
27
90
1

Tablica Vlc.
Tablice liczb losowych
Blok 3

1
89
19
66
55
51
59
80
40
81
76
99
26
84
06
93
95
32
08
44
61
70
74
96
18

numer kolumny

41
37
70
61
98
80
64
90
69
15
60
35
93
27
71
16
31
26
73
25
84
34
55
91
25

61
28
30
51
07
62
99
97
86
84
59
37
85
17
31
47
89
19
36
72
84
07
51
79
65

36
93
34
54
71
81
46
87
51
60
52
90
92
76
80
25
24
21
98
12
26
94
39
10
09

43
02
02
93
27
76
82
09
93
36
93
90
01
83
41
67
31
53
85
13
32
65
96
61
22

56
27
48
14
14
80
19
60
70
28
25
93
60
08
48
a1
79
29
15
49
74
45
01
17
41

78
88
81
21
23
56
92
17
77
88
40
14
21
16
71
08
07
17
79
49
31
55
86
19
36

42
96
33
96
67
72
51
17
00
55
13
01
59
35
04
41
99
27
24
90
32
96
71
86
97

92
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10
36 20
58 67
07 82

62 24
91 17
00 65
68 22
96 45
18 35
05 04
69 67
34 42
00 94
90 01
48 35
83 43
89 23
03 31
38 12
25 00
10 10
75 99
79 05
43 65
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Tablica VId.
Tablice liczb losowych
Blok 4

ruer kaunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
04 97 97 07 8 84 62 75 19 47 70 80 74 22 14 82 89 58 76 04
18 54 22 94 47 22 88 59 05 58 60 20 91 36 37 90 72 85 43 29
27 02 38 41 74 41 02 92 93 63 99 50 43 41 86 13 63 06 06 54
87 13 08 66 25 25 78 00 46 28 13 60 52 25 27 01 82 77 68 67
32 49 81 49 16 06 92 40 10 95 32 44 74 58 34 36 17 01 08
11 21 83 12 40 96 14 80 64 26 53 17 09 10 12 95 20 39 72 44
59 47 90 20 05 84 17 71 40 35 40 90 55 55 92 69 95 32 38 19
76 88 28 48 38 00 18 57 73 58 15 22 07 86 81 98 82 47 45 65
36 12 77 8 76 45 07 19 14 65 50 23 51 20 48 07 56 70 15 81
40 10 99 28 24 81 13 51 47 56 59 14 76 44 62 19 42 28 58
41 81 18 20 64 92 17 54 83 42 10 57 32 92 8 U 63 87 16
4 17 26 36 90 44 77 88 66 92 90 24 35 57 1 20 91 87 84
43 75 93 76 97 72 38 96 47 71 29 13 73 79 67 51 43 39 28
99 45 46 26 67 58 98 06 24 72 36 9 97 36 66 05 54 10 97
81 35 93 90 84 99 03 17 20 49 83 82 03 31 06 91 94 43 49
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32 20 99 29 70 52 50 67 74 46 94 97 47 49 91 51 02 70 61
19 13 78 86 73 40 45 32 75 82 30 96 8 29 38 36 62 8 11
88 79 28 62 65 25 28 12 47 39 10 28 68 34 46 93 30 44 84
53 50 68 93 97 96 8 71 33 97 42 8 82 11 96 39 87 27 05
31 21 38 79 03 90 99 89 80 48 59 83 55 20 69 84 86 93 32
36 37 93 27 77 61 33 67 18 03 71 42 92 1 08 72 50 42 57
99 98 35 93 08 13 74 70 34 08 06 54 14 13 96 70 13 31 20
44 11 04 65 34 80 10 45 10 34 18 05 10 52 56 09 08 73 52

NN NN b e
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18 05 86 36 49 04 50 99 69 36 73 8 90 39 47 20 03 55 86
99 10 48 37 85 42 43 09 62 14 24 49 66 08 64 58 73 44 22

N
(8}
N
[e2)

rédto: opracowanie wtasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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Tablica Vie.
Tablice liczb losowych
Blok 5

ruerkoummy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
00 19 64 98 01 38 86 72 34 45 23 25 51 54 09 61 18 49 19 27
45 35 65 35 54 13 97 64 42 63 83 05 14 19 48 30 80 91 73 29
32 8 16 20 24 16 96 50 91 8 60 59 80 92 96 23 64 79 53 06
40 48 28 18 13 05 91 77 03 60 95 58 25 50 93 18 16 07 79 99
87 42 09 02 89 79 33 32 35 62 56 02 62 27 10 19 18 25 23
32 03 08 25 32 94 77 27 34 88 31 17 75 99 89 14 88 21 46 76
65 84 40 97 81 20 87 45 61 09 24 26 64 40 99 69 89 05 43 23
05 66 67 75 31 16 74 07 76 35 15 70 60 90 52 86 42 17 45 23
85 48 37 79 11 15 53 36 72 43 14 40 97 80 15 93 01 22 03 43
94 89 83 08 70 62 11 83 64 76 59 96 61 52 22 02 07 96 52
12 98 53 16 84 62 23 8 07 45 25 99 15 23 61 06 4 67 16
71 17 06 59 28 16 94 12 27 37 41 14 82 99 87 49 84 59 45
30 39 08 76 75 19 93 54 18 04 69 12 70 68 75 40 01 74 59
99 41 92 02 42 83 16 06 16 49 69 18 41 28 37 83 64 14 71
89 48 53 24 48 07 38 56 16 18 83 53 39 88 64 11 28 21 23
50 33 50 66 73 18 36 29 74 50 96 47 90 38 38 89 91 52 43
81 38 66 01 8 18 44 74 92 39 51 86 03 87 07 72 85 53 40
67 10 81 80 37 05 28 99 83 01 62 72 06 25 66 18 50 64 12
69 12 90 87 89 79 70 59 41 16 14 53 28 25 92 37 80 39 17
61 04 71 88 45 17 11 05 47 45 21 57 20 37 05 91 40 62 06
92 13 54 43 73 45 39 73 54 45 80 17 10 91 37 34 05 40 43
62 94 26 83 90 66 28 96 63 74 08 93 41 49 04 88 51 88 08
39 62 16 68 38 26 45 21 09 87 24 13 65 12 61 8 09 07 32
68 8 67 35 93 32 13 22 76 08 63 72 94 65 49 03 60 06 61
19 21 28 47 89 97 21 75 81 35 02 05 37 50 38 19 73 99 75 87
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Tablica VIf.
Tablice liczb losowych
Blok 6

nuer kalunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 40 41 79 72 70 14 42 67 85 73 14 89 97 70 63 24 93 11 40
50 15 94 38 10 12 05 25 73 43 19 07 58 08 32 55 07 31 50 15
17 84 40 26 63 64 52 47 83 14 89 40 52 05 77 03 98 53 17 84
70 04 08 22 94 54 32 13 13 94 45 93 75 55 92 85 68 22 70 04
67 43 23 91 78 38 21 97 58 58 26 59 67 39 43 70 44 52 67
62 63 30 01 38 8 10 16 81 11 65 97 11 09 62 23 53 99 62 63
25 57 33 67 73 46 68 01 51 17 98 10 70 31 66 80 87 67 25 57
12 64 37 41 75 40 54 41 63 20 29 98 25 81 10 48 10 53 12 64
15 66 8L 91 88 76 14 88 47 70 29 74 97 99 01 28 99 51 15 66
88 81 838 87 38 20 93 48 89 59 68 61 52 13 76 8L 40 97 88
35 71 87 59 03 76 92 68 25 64 55 75 14 51 96 95 69 10 35
93 69 75 89 55 61 58 28 14 52 07 61 37 82 90 37 20 02 93
2 55 16 70 28 09 28 06 93 98 8 36 26 08 61 01 87 95 02
92 31 70 58 37 05 60 45 29 90 13 70 37 04 88 00 38 53 92
74 04 69 72 21 92 59 43 18 50 44 57 68 49 02 87 10 09 74
84 02 07 48 23 84 73 49 99 20 78 76 12 27 24 28 23 12 84
10 76 23 18 28 10 09 56 79 89 97 99 57 64 04 21 38 03 10
22 41 61 58 54 99 75 62 27 29 8 15 24 10 8 18 78 11 22
38 60 69 31 44 19 72 25 90 38 70 37 31 51 59 27 81 77 38
75 54 32 70 47 24 15 93 66 01 45 32 06 40 65 80 74 76 75
80 49 30 20 28 51 62 35 99 22 62 68 47 70 23 28 48 34 80
40 41 79 72 70 14 42 67 85 73 14 89 97 70 63 24 93 11 40
15 94 38 10 12 05 25 73 43 19 07 58 08 32 55 07 31 50 15
84 40 26 63 64 52 47 83 14 89 40 52 05 77 03 98 53 17 84
04 08 22 94 54 32 13 13 94 45 93 75 55 92 85 68 22 70 04
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rodto: opracowanie whasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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Tablica Vlg.
Tablice liczb losowych
Blok 7

nuer kaunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
47 57 72 36 78 97 70 93 34 70 00 72 09 10 32 33 13 31 19 91
05 10 01 33 20 77 72 53 47 99 79 41 71 65 12 19 35 18 69 70
75 12 36 99 79 62 82 48 03 58 98 14 77 21 71 40 10 70 24 40
88 32 72 23 06 47 38 45 16 85 30 54 18 37 23 23 54 66 30 19
46 51 60 15 19 50 58 56 13 39 92 28 07 81 84 80 90 03
33 86 33 25 73 44 76 80 84 81 57 91 14 45 62 40 11 52 02 88
18 48 19 89 17 31 97 83 31 83 82 91 60 28 21 37 84 25 22 38
23 46 08 36 89 42 00 02 99 48 76 94 83 50 84 65 10 95 16 64
97 14 94 64 69 62 8 31 05 23 79 58 15 91 85 48 60 16 44 01
91 78 49 18 92 66 54 11 41 92 98 33 12 91 82 8 10 26
38 56 03 28 99 07 35 84 70 17 30 58 22 90 48 70 45 26
91 08 03 73 21 32 69 64 71 71 24 45 62 21 75 60 08 39
99 57 33 89 49 77 04 39 28 58 97 39 46 67 54 20 10 17
46 73 87 06 96 44 42 25 36 22 19 64 93 83 35 03 41 32
73 03 23 20 62 56 03 42 66 73 53 52 20 96 14 63 32 42
43 75 71 54 54 97 16 55 66 11 70 35 71 51 88 11 72 77
14 23 59 66 09 05 51 06 84 77 70 10 54 48 52 91 26 55
38 25 31 82 84 61 9 35 15 68 82 59 98 46 28 10 83 62
92 25 73 39 83 40 39 89 33 45 01 01 51 83 84 44 02 42
21 50 65 25 60 75 29 20 9 10 61 35 70 35 21 17 97 15
78 54 82 75 85 17 87 31 84 54 25 77 57 39 43 99 63 26
69 60 52 33 59 10 31 75 02 42 79 04 04 75 66 56 61 68
01 19 01 8 76 29 39 68 37 50 27 65 42 58 70 42 76 05
92 51 48 13 79 24 61 47 60 97 83 42 45 68 93 73 75 40
06 10 99 26 47 76 24 44 92 59 93 19 62 84 75 98 24 93

© o N o g A~ W N
o
)
~
N

0w, —«Q
NN N N RN B b b B b b e e
ad R ® N B O © ® N o O &~ ® N P o
G o N © W N DO N b N O w oo A

A R R & B R J © 8 B @8 &d 00K
0 U1 ©W O B N B 2 00 0o O B~ N N © 0
® 0O ®w © w A »®» o Rk e ® 9 a0 o Kk~

rodto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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Tablica VIh.
Tablice liczb losowych

Blok 8
ruer kaunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
91 03 67 97 51 44 48 07 74 08 87 21 78 25 44 35 33 56 91 03
50 53 80 49 21 10 81 8 01 87 48 35 50 11 56 33 25 21 50 53
17 87 83 34 98 29 55 35 23 17 06 33 65 75 71 06 67 49 17 87
70 33 96 46 63 23 45 12 87 40 68 69 05 15 57 92 15 02 70 33
96 72 67 20 32 68 96 74 49 41 17 68 45 27 26 60 48 52 96
62 70 08 64 67 21 87 78 90 42 17 18 14 79 09 98 67 89 62 70
25 61 01 07 10 26 19 80 44 89 49 06 70 73 39 68 00 68 25 61
12 9 19 15 14 63 07 86 01 44 30 83 41 38 74 97 99 14 12 96
15 95 52 14 27 96 05 15 90 13 52 45 57 51 06 55 58 88 15 95
84 70 04 30 28 43 77 37 28 99 27 48 39 71 31 96 09 97 84
86 34 38 33 30 49 28 41 44 60 55 89 33 89 46 35 76 10 86
90 11 14 39 19 63 53 65 22 64 57 50 28 17 06 40 57 02 90
06 14 28 48 23 61 11 8 01 73 01 16 72 90 52 31 90 95 06
18 26 06 92 87 68 56 57 16 67 14 73 68 45 61 39 73 53 18
29 31 00 95 55 63 88 71 31 60 32 97 22 14 91 91 25 09 29
4 10 75 95 78 66 33 84 78 19 12 47 63 82 07 80 90 12 41
92 27 90 40 98 07 30 60 06 15 58 38 48 58 98 57 10 03 92
16 63 32 29 15 61 79 58 00 08 82 01 39 44 82 90 67 11 16
55 06 21 25 83 20 85 68 48 96 42 91 82 68 60 44 80 77 55
05 97 92 30 28 93 17 19 96 18 54 24 08 70 73 10 12 76 05
05 30 22 63 99 56 95 87 04 95 38 67 19 41 59 42 92 34 05
03 67 97 51 44 48 07 74 08 87 21 78 25 44 35 33 56 91 03
53 80 49 21 10 8 8 01 87 48 35 50 11 56 33 25 21 50 53
87 83 34 98 29 55 35 23 17 06 33 65 75 71 06 P a9 17 87
33 96 46 63 23 45 12 87 40 68 69 05 15 57 92 15 02 70 33
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Tablica VIi.
Tablice liczb losowych
Blok 9

ruer kalunmy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
57 75 34 74 49 35 30 8 10 9 33 42 65 8 10 42 93 83 57 75
50 92 70 09 03 36 01 12 10 37 14 38 8 95 99 96 29 10 50 92
17 11 37 53 92 84 95 38 27 80 53 8 98 58 23 76 58 02 17 11
70 28 70 49 16 41 51 51 08 00 01 70 53 07 w3 58 84 42 70 28
51 26 20 22 66 31 76 41 35 66 05 00 09 22 57 33 8 52 51
62 92 07 13 60 21 12 13 8 74 02 01 89 21 06 74 63 80 62 92
25 15 25 20 72 24 07 02 74 37 40 40 56 77 61 51 40 92 25 15
12 97 40 02 58 37 45 87 30 06 47 79 21 06 26 21 07 86 12 97
15 19 65 56 38 71 07 15 03 25 76 22 28 47 18 06 01 24 15 19
79 38 48 17 32 57 85 38 83 40 39 81 48 20 88 24 33 97 79
73 41 33 24 20 15 90 06 8 63 59 48 60 53 75 22 18 10 73
27 64 07 63 81 27 16 92 65 34 97 71 92 70 37 70 74 02 27
11 82 89 20 75 8 69 84 70 42 14 69 46 31 44 33 21 95 11
20 97 39 16 59 04 74 67 35 74 01 74 61 67 69 57 03 53 20
55 93 22 53 41 63 61 27 46 74 01 87 52 8 82 01 51 09 55
18 50 91 46 37 51 90 10 42 52 55 82 30 12 40 10 10 12 18
03 67 10 15 83 97 45 71 44 20 36 94 84 01 10 70 17 98 03 67
04 91 36 23 50 44 62 34 21 24 02 75 82 67 05 50 9 11 04
74 32 09 14 57 84 32 60 45 63 03 09 96 76 86 50 38 77 74
01 8 85 67 41 03 71 51 69 43 14 64 95 45 48 22 09 76 01
47 54 73 24 12 61 29 41 09 72 25 47 07 40 24 33 10 34 47
75 34 74 49 35 30 83 10 96 33 42 65 8 10 42 93 83 57 75
92 70 09 03 36 01 12 10 37 14 38 8 95 99 96 29 10 50 92
11 37 53 92 84 95 38 27 80 53 8 98 58 23 76 58 02 17 11
28 70 49 16 41 51 51 08 00 01 70 53 07 63 58 84 42 70 28
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34 25 7
50 96 49
17 11 40
70 37 91
52 49 50
62 81 26
25 56 09
12 57 48
15 27 23
97 73 75
10 87 05
02 80 74
95 14 25
53 61 19
09 14 97
12 94 90
03 27 76
11 70 40
77 67 96
76 50 15
34 59 81
34 25 07
50 96 49
17 11 40
70 37 91

66
72
71
73
31
99
84
04
66
33
34
62
10
81
48
78
66
21
75
15
94
66
72
71
73

31
22
87
63
85
84
21
41
14
46
93
78
98
66
36
14
17
85
89
21
65
31
22
87
63

3
32
56
92
53
04
23
88
54
28
25
27
61
34
50
02
88
25
07
37
67
03
32
56
92

Tablica VIj.

Tablice liczb losowych
Blok 10

numer kolumny
4 5 6

13 13 32 37 13 66
77 55 92 48 24 33
89 14 49 83 19 46
52 02 13 61 50 02
31 30 21 5 10 93
70 12 70 69 82 16
52 9% 09 64 46 65
57 75 65 37 92 89
92 35 55 40 20 63
44 04 83 87 04 19
77 95 91 51 43 80
82 39 38 1 99 41
31 73 11 16 35 72
74 80 40 77 42 23
63 40 96 91 38 22
57 82 38 14 52 85
67 45 07 92 71 56
42 28 78 94 69 99
47 22 71 23 11 38
34 63 94 17 97 71
69 65 88 24 03 50
13 13 32 37 13 66
77 55 92 48 24 33
89 14 49 83 19 46
52 02 13 61 50 02

44
29
64
20
78
36
04
28
66
65
52
65
41
n
82
57
1
61
82
50
56
44
29
64
2

38
65
37
99
12
57
27
85
26
41
03
51
96
10
05
06
79
72
06
24
00
38
65
37
99
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29
89
95
66
71
71
31
30
02
44
48
10
44
48
47
30
54
07
48
85
75
29
89
95
66

44
48
71
94
09
91
82
37
75
71
36
23
69
25
52
15
79
60
07
62
93
44
48
71
94

83
45
05
85
30
42
17
82
72
a1l
2
33
19
03
30
42
37
88
75
58
45
83
45
05
85

04
51
51
41
40
74
08
59
50
75
77
83
20
92
97
53
16
83
59
53
06
04
51
51
a

Zrodto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji Microsoft Excel.
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25
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15
97
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02
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09
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1
7
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37
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Dr Michat Major jest wyktadowcg w Krakowskiej Szkole Wyzszej im. Andrzeja Frycza
Modrzewskiego oraz adiunktem w Katedrze Statystyki w Akademii Ekonomicznej
w Krakowie. Zajmuje sie zagadnieniami z zakresu statystyki, ekonometrii, zarzgdzania
jakoScig oraz dziedzinami pokrewnymi.

Podrecznik zostal opracowany jako kontynuacja ksigzki napisanej przez Michata
Majora iJanusza Niezgode pt. Elementy statystyki. Cz. I. Statystyka opisowa (Krakow
2003). Moze on by¢ wykorzystywany takze samodzielnie przy zatozeniu, ze czytelnik
posiada podstawowy zasOb wiedzy ze statystyki. Podrecznik charakteryzuje sie
wysokim poziomem wiedzy przy jednoczesnej probie prostego jej przekazu. Za bardzo
istotne uwazam prezentowanie roznych wariantow zastosowania omawianych
metod, zaleznie od zmieniajgcych sie warunkow.

(z recenzji prof. KSW dr hab. Barbary Podolec)

Ksigzka jest wartosciowg pozycjg dydaktyczng dla studentéw studiujgcych statystyke,
ktéra nie jest przedmiotem fatwym. Autor podjat sie bardzo ambitnego zadania
dostarczenia studentom pomocy dydaktyczne;.

Przedstawiony podrecznik napisany jest w sposéb przystepny. Liczne przykfady
utatwiajg zrozumienie przekazywanych tresci.

(z recenzji prof. AE dr hab. Jozefa Biolika)
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