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Wstep

Studenci, podejmujac studia na wybranym kierunku i zapoznajgc si¢ z ich pro-
gramem, czg¢sto zastanawiaja si¢, w jakich sytuacjach bedzie im przydatna wiedza
z zakresu dyscyplin naukowych wyst¢pujacych w planie studiéw. Przemyslenia te od-
nosza si¢ rowniez do statystyki. W podreczniku przedstawimy wzorcowe przykiady
odnoszace si¢ do sytuacji, w ktorych posiadanie wiadomodci z tego zakresu moze
okazac¢ si¢ uzyteczne.

Wybierajac kierunek studidow, zastanawiamy sig, jaka jest szansa znalezienia do-
brej pracy oraz jakich zarobkéw mozemy oczekiwaé po zdobyciu wyzszego wyksztal-
cenia. Kierownictwo telewizji w celu pozyskania jak najszerszej widowni obserwuje
ogladalnos$¢ emitowanych programéw. Badania opinii publicznej dostarczajg infor-
macji mi¢dzy innymi o tym, ilu widz6w oglada programy informacyjne, sportowe,
publicystyczne, jaka jest ogladalno$¢ filmow akcji, komedii, dramatéw, w jakich go-
dzinach widownia jest najwigksza, jakie sg preferencje widzow w zaleznosci od wie-
ku, wyksztalcenia, aktywno$ci zawodowej, miejsca zamieszkania. Projektanci domu
mody pracuja nad nowg kolekcja, ktora beda chcieli wprowadzi€ na rynek w nadcho-
dzacym sezonie. Dzial marketingu przeprowadza wigc badania majace na celu usta-
lenie zapotrzebowania, biorac pod uwagg, iz na wydatki na odziez, oprocz gustow,
preferencji i mody, majg wplyw takie czynniki jak: poziom dochodéw, wiek, ple¢,
wyksztalcenie przyszlych nabywcow. Klient banku zwraca si¢ do swojego doradcy
o informacjg, jak najlepiej zainwestowac posiadane $rodki finansowe. Doradca musi
wziaé pod uwagg obecny 1 przewidywany poziom inflacji, okres, na jaki klient decy-
duje si¢ zainwestowaé swoje §rodki. Planujemy zakup mieszkania i decydujemy si¢
zaciagnaC kredyt. Rozpatrujac wniosek o jego przyznanie, bank wymaga dostarcze-
nia informacji o poziomie dochoddw, stanie zadluzenia, udzielonych i splaconych
dotychczas kredytach, wieku oraz stanie rodzinnym klienta. Dane te s3 niezbgdne do
ustalenia zdolno$ci kredytowe;j klienta oraz wlasnego ryzyka kredytowego.

W podanych przykladach zaprezentowano rézne obszary rzeczywistoSci. Student
interesuje si¢ przyszla sytuacja na rynku pracy. Bank gromadzi dane o swoich klien-
tach, aby na tej podstawie podejmowac decyzje w celu zaspokojenia ich potrzeb oraz
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zapewni¢ sobie niezaklocone funkcjonowanie. Dzial marketingu prowadzi badania
rynku, aby zapewni¢ zbyt produkowanych wyrobdw.

We wszystkich tych przypadkach, chcac uzyska¢ odpowiedz na postawione pyta-
nia, musimy zebra¢ odpowiednie informacje. B¢dg to obszerne zbiory danych w po-
staci liczb. Liczby te odzwierciedlajg istotne cechy obserwowanej rzeczywistosci. Zgro-
madzone dane muszg by¢ poddane analizie. W tym wiasnic zakresie pomocne bgda
metody statystyczne.

Podrecznik zatytulowany ,,Podstawy statystyki” jest przeznaczony dla studentdw,
ktdrzy w przyszlej pracy beda podejmowac tego rodzaju decyzje. Problematyke uj¢to
w siedmiu rozdzialtach.

W rozdziale 1 zaprezentowano statystyke jako naukg¢. Zdcfiniowano podstawo-
we pojecia, takie jak: zjawiska i procesy masowe, zespdl przyczyn giéwnych i przy-
padkowych oraz generowany przez nic systematyczny i przypadkowy skladnik bada-
nych procesoéw. Przedstawiono podstawowe typy prawidlowosci, na ktore nalezy
zwraca¢ uwage, obserwujac zjawiska masowe.

Rozdzial 2 poSwigcono praktycznym zagadnieniom opracowywania materialu
statystycznego. Przedstawiono zasady grupowania oraz otrzymywane jako rezultat
szeregi statystyczne. Omoéwiono metody prezentacji danych w formie tabelaryczne;j
1 graficznej. Zwr6cono uwage na znaczenie tych prac w kontekscie adekwatnosci uzy-
skanych wynikéw do badanej rzeczywistosci.

Kolejne trzy rozdzialy s poswigcone statystycznym metodom opisu prawidlowo-
Sci wystepujacych odpowiednio w rozkiadach liczebnosci, we wspoélzaleznosci zja-
wisk oraz w dynamice.

W rozdziale 3 oméwiono charakterystyki opisowe rozkladu liczebnosci mierzace
przecietny poziom cech ujmujgcych badane zjawiska oraz stopien ich zréznicowania.
Ukazano, w jakich warunkach wskazane jest zastosowanie omawianych charaktery-
styk oraz sposob prawidlowego interpretowania otrzymanych wynikow.

Przedmiot rozdzialu 4 stanowia metody badania zwiazkéw pomigdzy zjawiskami.
Przedstawiono zasady analizy korelacji i regresji. Ograniczono si¢ do najprostszej ich
postaci a mianowicie do powiazan liniowych. Najwigcej uwagi po§wigcono metodom
badania wspodlzalezno$ci migdzy dwiema zmiennymi. W celu zwrdécenia uwagi na to,
ze rzeczywisto$¢ jest bardziej zlozona przedstawiono przykladowe metody ustalania
sily i kierunku powigzafn mi¢dzy wieloma zmiennymi. Wyklad zilustrowano przykia-
dami, ktore ukazuja zastosowania omawianych procedur oraz interpretacj¢ wynikow.

W rozdziale 5 oméwiono metody wykrywania prawidlowosci wystepujacych w dy-
namice zjawisk, czyli w ich rozwoju w czasie. Rozpoczg¢to od procedur o najprostsze;j
konstrukcji, a mianowicie od indeksow indywidualnych, a nast¢pnie wprowadzono
indeksy agregatowe. Przedstawiono mechaniczne i analityczne metody wyodrg¢bnia-
nia trendu. Wskazano zakres praktycznego wykorzystania wiedzy o tendencji rozwo-
jowej badanych zjawisk.

Przedstawiony wyzej zakres podrgcznika (rozdzialy 2-5) poswigcony jest wnio-
skowaniu metoda dedukcyjng. GdybySmy zatrzymali prezentacj¢ metod statystycz-
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nych na tym etapie, podrg¢cznik mialby posta¢ zbioru przepiséw prezentujacych, jakie
czynnoéci nalezy wykonaé, aby ustali¢ na przyklad przewidywane $rednie zarobki
absolwentéw uczelni ekonomicznej. Dlatego w rozdziale 6 wylozono podstawy ra-
chunku prawdopodobienstwa. Badanie statystyczne musi opiera¢ si¢ na rachunku
prawdopodobiefistwa, poniewaz jesli formulujemy sady o prawidlowo$ci wyprowa-
dzone z niepelnej informacji pochodzacej z proby statystycznej, to prawdziwos¢ tych
sadow jest obcigzona niepewnoscia. Niezbgdne sg zatem takie reguly postepowania,
ktore pozwola przyjac odpowiednio wysokie prawdopodobiefistwo prawdziwosci na-
szych wnioskow lub niskie prawdopodobiefistwo wnioskow falszywych. W wykladzie
ograniczono si¢ tylko do zmiennych losowych, przyjmujac, ze rachunek prawdopo-
dobiefistwa zdarzef losowych studenci poznali juz w szkole $rednie;.

Rozdzial 7 jest wstgpem do wnioskowania statystycznego. I na tym wstepie pozo-
stajemy. Najpierw przedstawiono zasady estymacji parametréw a nast¢pnie weryfi-
kacj¢ hipotez statystycznych. Ograniczono si¢ tylko do dwéch podstawowych para-
metréw, a mianowicie do wartosci przecigtnej 1 wariancji.

k% %k

Podrecznik ,,Podstawy statystyki” zostal opracowany z my$la o studentach przy-
gotowujacych si¢ do prowadzenia badan empirycznych w zakresie nauk spolecz-
nych, do ktorych nalezg réwniez nauki ekonomiczne. Jest adresowany do studiuja-
cych na takich kierunkach, jak na przyklad: zarzadzanie, ekonomia, nauki polityczne,
stosunki mi¢dzynarodowe. Zostal on przygotowany w taki sposob, aby mégl stanowic
pomoc zaréwno do wykladéw, jak i éwiczei ze statystyki. Autorzy pomysleli rowniez
o tych, ktorzy samodzielnie chcieliby poznaé zasady badafi zjawisk ekonomiczno-
spolecznych z zastosowaniem metod statystycznych. Z mysla o nich podane zostaty
liczne przyklady ukazujace zastosowanie omawianych procedur.

Autorzy



Podstawowe Rozdziat
pojecia i problemy ]1

1.1. Statystyka jako nauka

Wprowadzenie pojecia statystyki jako nauki rozpoczniemy od przyktadu z zakre-
su demografii'. Przedmiotem badafi demograficznych sg mi¢dzy innymi zachowania
matrymonialne. Zachowania te s rezultatem podjgcia zyciowych decyzji poprzedzo-
nych przemysleniami. Czlowiek, najcz¢sciej mlody, bedacy w stanie wolnym moze
stawiaé sobie nastgpujace pytania:

*  czy kiedykolwiek w zyciu cheg zawrzeé zwigzek malzenski?

* jedli tak, to w jakim okresie zycia chcialbym to uczynié?

* jakie warunki powinny by¢ spelnione, aby zdecydowac¢ si¢ na zawarcie mat-

zenfistwa?

Poszczegodlne osoby udzielaja sobie réznych odpowiedzi i podejmuja indywidual-
ne decyzje. W podanym przykladzie istotne jest to, ze malzefistwo jest zdarzeniem,
ktorego realizacja jest w znacznym zakresie wynikiem indywidualnych przemyslen
idecyzji. Zajscie tego zdarzenia jest udokumentowane odpowiednim aktem, a zatem
moze podlegac rejestracji. Rozpatrywac bedziemy tylko pierwsze malzefistwa kobiet,
czyli te zwigzki, ktore moga zawrze¢ tylko panny. Jeéli bedziemy rozpatrywaé wyod-
rebniona w ten sposob zbiorowosé kobiet, to powiemy, ze interesujemy si¢ zjawi-
skiem, ktérym jest zawieranie pierwszych malzefistw. Okazuje si¢ bowiem, Ze indy-
widualne zachowania posiadaja wspdlne cechy mozliwe do wykrycia tylko na poziomie
populacji. Podejmiemy zatem badania w celu poznania cech charakteryzujacych za-
wieranie pierwszych malzefistw w wyodrebnionej zbiorowosci Kobiet.

Przyst¢pujac do badan, posiadamy juz pewne wiadomosci pochodzace albo z ob-
serwacji zachowan ludzkich w tej materii, albo z nagromadzonej wczesniej wiedzy.
Wiadomo na przyklad, ze nie wszystkie kobiety wst¢puja w zwigzki malzefiskie oraz

! Jak wyodrebnialy si¢ te obie dyscypliny przedstawimy w podreczniku do demografii.
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ze zwigzki te zawierane sa w znacznej wigkszo$ci w ustalonym okresie Zycia zwanym
w demografii wiekiem matrymonialnym. Mozemy zapyta¢:
1) jaka w danej populacji jest czgsto$¢ zawierania malzenstw przynajmniej raz
w Zyciu,
2) jak zmienia si¢ czesto$¢ zawierania malzenstw w zaleznosci od wieku,
3) jakie uwarunkowania i w jaki sposdb wplywaja na zachowania w zakresie
zawierania malzenstw i ich zréznicowanie.

Jako przykladowe odpowiedzi mozemy podaé nastgpujace charakterystyki, ktore
nalezy traktowaé jako umowne, poniewaz nie odnoszg si¢ do zZadnej istniejacej zbio-
rowosci:
(1) Czgsto$¢ zawierania malzefistw w pewnej zbiorowosci kobiet wynosi 0,9.
Oznacza to, ze 90% spos$rdd nich zawiera malzenstwo przynajmniej raz
w Zyciu.

(2) Pierwsze zwiazki malzeniskie sg najczgScie) zawierane przez kobiety w wieku
23 lat.

(3) Decyzja o zawarciu malzenistwa jest odkladana az do osiagnigcia wyksztalce-
nia przynajmniej $redniego, uzyskania stalej pracy, pozwalajacej zapewni¢
rodzinie warunki Zycia na odpowiednim poziomie.

Odpowiedzi (1) i (2) maja postaé liczbowa, beda przez wszystkich jednakowo
rozumiane. Odpowiedz (3) ma charakter werbalny. Moze by¢ zatem réznie interpre-
towana. Najbardziej jednoznaczna jest odpowiedzZ ,,uzyskanie przynajmniej Srednie-
go wyksztalcenia”. Mniej jednoznaczne moze byé rozumienie pojgcia ,,stala praca”.
Najbardziej zré6znicowanie bedzie pojmowane ,,zapewnienie rodzinie odpowiednie-
go poziomu zycia”. W celu uzyskania bardziej obiektywnej interpretacji bedziemy si¢
staraé przypisa¢ tym poj¢ciom charakterystyki liczbowe.

Interesujemy si¢ zjawiskiem (zawieranie malzefistw) obserwowanym w zbio-
rowosci (w populacji) kobiet i staramy si¢ wykry¢ jego istotne cechy. Jesli potrafi-
my rozwazane zjawisko scharakteryzowac za pomoca liczb, to mozemy postuzy¢ si¢
metodami okreSlanymi mianem statystycznych. Metody te stanowia przedmiot sta-
tystyki.

Statystyka jest nauka o iloSciowych metodach badania prawidlowosci wyste-
pujacych w zjawiskach masowych scharakteryzowanych za pomocg liczb”.

Niektore pojecia wystepujace w sformulowanej wyzej definicji wymagaja wyja-
$nienia. Przedstawimy je teraz kolejno.

Metoda jest to sposdb postgpowania prowadzacy do osiggnig¢cia wyznaczonego
celu. Przeprowadzajac badania naukowe, musimy zdawaé sobie sprawg, Ze nie kazde
postepowanie jest dopuszczalne. Istniejg kryteria, ktére umozliwiaja oceng, czy dane

2 Por. np.: K. Zajac, Zarys metod statystycznych, Warszawa 1988.
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postepowanie mozna okre$li¢ mianem metody naukowej. Ustalanie tych kryteriow
wchodzi miedzy innymi w zakres filozofii, a dokladniej miesci si¢ w ramach ontologii
(filozofia bytu) oraz epistemologii, czyli teorii poznania.

Jako prawidiowo$¢ rozumieé bedziemy wzglednie trwale relacje charakteryzujg-
ce badane zjawisko. Gdyby relacje te mialy charakter trwaly, to méwilibySmy o pra-
wach. Tak jest na przyklad w przypadku prawa powszechnego cigzenia lub prawa
Archimedesa. Rozréznienie prawa i prawidlowosci laczy si¢ przede wszystkim z moz-
liwo$cig kontrolowania czynnikéw wplywajacych na ksztaltowanie si¢ badanego zja-
wiska. Mozliwosé tej kontroli jest znacznie wigksza w naukach przyrodniczych niz
w spolecznych. W naukach spolecznych najczesciej rozpatrujemy prawidiowoscr’.

Wezesniej podalismy przyklad méwiacy, jakimi prawidlowos$ciami charakteryzuje
si¢ zawieranie pierwszych malzenstw. Teraz wyjasnimy, na czym polega wzgl¢dna trwa-
lo§¢ badanego zjawiska. Na rysunku 1.1 przedstawiono liczb¢ pierwszych malzefistw
wedlug wieku zawartych przez kobiety w Polsce w roku 1976 1 2002 przeliczonych na
1000 kobiet w danej grupie wieku.

120

e 1976 =====- 2002

100 -

80 -

60

40 -

w przeliczeniu na 1000 panien

20 A

15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49
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Rys. 1.1. Zawieranie pierwszych malzefistw wérod kobiet w Polsce w roku 1976 i 2002

Zrbdlo: opracowanie wlasne na podstawie danych pochodzacych z www.stat.gov.pl

Na uwage zasluguja nastgpujace cechy:

*  krzywe ilustrujgce zawieranie zwigzkéw malzeniskich w zaleznosci od wieku
kobiet maja charakterystyczny ksztalt; mozna wskaza¢ wiek, ktoremu przy-
pisana jest najwyzsza czg¢sto$¢ wstepowania w zwigzek malzeniski (20-24 lata),

3> Por. np.: H. M. Blalock, Statystyka dla socjologéw, Warszawa 1975.
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* krzywe te maja podobny ksztalt w obydwu poréwnywanych latach kalenda-
rzowych,

* w2002 roku obnizyla si¢ czgstotliwo$é zwigzkoéw zawieranych przed 30 ro-
kiem zycia, a wzrosla po przekroczeniu tego wieku w poréwnaniu do 1976
roku.

Niektore charakterystyki wstgpowania w zwiazki malzefiskie nie zmienily si¢
(ksztalt krzywej), a inne ulegly przemianom i dlatego méwimy tylko o wzglednej trwa-
losci zachowan matrymonialnych.

Dla ujawnienia przedstawionych prawidlowosci konieczne jest posiadanie duzej
liczby obserwacji. Tylko w takiej sytuacji mogliSmy wykre§li¢ krzywe ilustrujace za-
wieranie pierwszych malzefistw wedlug wieku kobiet przedstawione na rysunku 1.1.
Zjawiska takie okreslamy mianem masowych.

Prawidlowosci obserwowane w zjawiskach masowych ksztaltuja si¢ w efekcie od-
dzialywania dwoch grup przyczyn. Jedna stanowig przyczyny gidéwne, a drugg uboczne.

Przyczyny gléwne oddzialuja w sposob jednokierunkowy i sprawiaja ujawnienie
si¢ prawidlowosci. Ksztaltuja tak zwany skladnik systematyczny zjawiska masowe-
go. Jest to charakterystyczna dla niego prawidlowos¢.

Dazac do okreslenia zespolu przyczyn gléwnych w przypadku zawierania mal-
zefistw, nalezy wzia¢ pod uwage uwarunkowania biologiczne, spoleczne oraz trady-
cj¢. Laczenie si¢ ludzi w pary dla stworzenia warunkéw do wydania na §wiat i wycho-
wania potomstwa pojawilo si¢ na pewnym etapie rozwoju ludzkosci. PéZniej nadano
temu zwigzkowi charakter formalno-prawny. Okres zycia, w ktérym malzefnstwa
sg zawierane pozostaje w zwigzku ze zdolnoscig rozrodcza gatunku ludzkiego. Naj-
wyzsza czgsto$¢ zwiazkow przypada na ten wiek, w ktérym zdolno$é ta jest naj-
wyzsza. Czesto$¢ zawierania malzenstw ksztaltuje si¢ w znacznej mierze pod wply-
wem spolecznej oceny przypisywanej stanowi wolnemu (szczeg6lnie kawalerskiemu
1 paniefiskiemu). Jesli ocena ta jest niska, to czgsto§¢ malzefistw jest wysoka i na
odwrot.

Przyczyny uboczne wystgpujg w duzej ilosci i dzialajg r6znokierunkowo. Trak-
tujemy je jako szeroko rozumiane uwarunkowania §rodowiskowe. W obserwowane;j
zbiorowosci wywoluja one odchylenia od prawidlowosci. Odchylenia te ujawniajg si¢
w indywidualnych przypadkach. Rezultatem oddzialywania przyczyn ubocznych jest
przypadkowy skladnik zjawiska masowego.

W odniesieniu do zawicrania malzefistw, jako rezultat oddzialywania przyczyn
ubocznych mozna na przyklad interpretowaé odchylenie wieku, w jakim byla dana
osoba w momencie pierwszego malzenstwa od wieku, w ktorym zwigzki te sa zawie-
rane najcz¢sciej. Odchylenie to jest rezultatem oddzialywania wielu czynnikéw cze-
sto trudnych do okreSlenia.

Zadaniem statystyki jest dostarczenie odpowiednich metod, ktére prowadza do
liczbowego oszacowania zarowno skladnika systematycznego, jak i przypadkowego
rozpatrywanego zjawiska masowego.
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1.2. Zbiorowosci, jednostki, cecha statystyczna

Zjawiska masowe s3 obserwowane w zbiorowo$ciach nazywanych réwniez popu-
lacjami. Jednym z warunkéw poprawnoS$ci wnioskéw sformulowanych w rezultacie
przeprowadzonych badan, to znaczy ich adekwatno$ci do badanej rzeczywistosci, jest
mi¢dzy innymi: dokladne zdefiniowanie populacji, w ktorej realizuje si¢ zjawisko,
jednoznaczne przyporzadkowanie jej jednostek oraz ustalenie cech kwalifikujacych.

W badaniach statystycznych istotne znaczenie ma wyodrebnienie zbiorowosci
(populacji) generalncj. ,,Zbiorowos¢ generalna albo populacja generalna jest to
zbi6r obiektéw materialnych lub potencjalnych powtorzei zjawiska, ktdry jest przed-
miotem zainteresowaf badacza. Poddana badaniu zbiorowo$¢ musi by¢ jednorodna
ze wzgledu na cechy kwalifikujgce™.

Chcemy okresli€ wiek kobiet w chwili pierwszego malzefistwa zawartego w Polsce
w 2002 roku. Sposrod ogodlu mieszkancdw Polski interesujg nas zatem tylko osoby plci
zenskiej, ktore pierwszy raz wstapily w zwiazek malzeniski w 2002 roku. Do populacji
generalnej zaliczymy wigc osoby posiadajgce nast¢pujace cechy kwalifikujgce’:

* miejsce zamieszkania w Polsce,

* pleé zefiska,

* zawarcie pierwszego malzefstwa w 2002 roku.

W tak wyrdznionej zbiorowo$ci mozemy przeprowadzaé rézne badania. Na po-
czatku musimy wigc okre$li¢ cel przedsigwzigcia. W rozwazanym przypadku moze
nim by¢ ustalenie wieku, w ktorym pierwsze malzefstwa s3 zawierane najczgscie).
Wiek kobiet w chwili zawarcia pierwszego malzenstwa jest wowczas cechg badana.
Jesli ponadto przypuszczamy, ze wiek ten jest zroznicowany w zalezno$ci od zamiesz-
kania w mieScie lub na wsi, od poziomu wyksztalcenia, od aktywno$ci zawodowe;]
itp., 1 chcemy sprawdzi¢ sluszno$¢ tej hipotezy, to musimy odpowiednio rozszerzyé
zbior cech badanych. Pozwoli nam to zbadaé uwarunkowania zachowan matrymo-
nialnych panien zamieszkalych w Polsce w 2002 roku.

Jesli interesuje nas struktura wydatkéw gospodarstw domowych uzyskujacych
dochody z pracy w wojewddztwie malopolskim w 2003 roku, to do populacji general-
nej zaliczamy gospodarstwa domowe spelniajgce nastgpujace warunki (posiadajace
cechy kwalifikujace):

¢ istniejg w 2003 roku na terenie wojewddztwa malopolskiego,

*  uzyskujg dochody z pracy.

Cechg badang sa wydatki ponoszone w celu nabycia débr i uslug. Jesli chcemy
okresli¢ zwigzek wydatkow z poziomem dochodéw, to dochody réwniez wejda do
zbioru cech badanych.

+ A. Iwasiewicz, Z. Paszek, Statystyka z elementami statystycznych metod sterowania jakoscig,
Krakéw 2004.
5 Formalny definicj¢ cechy kwalifikujacej podaja A. Iwasiewicz, Z. Paszek, ibidem.
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Zbiorowos¢ (populacja) generalna jest wigc zbiorem jednostek nieidentycznych
ze wzgledu na badang ceche®. Zbiorowos¢ taka stanowia na przyklad gospodarstwa
domowe rdznigce si¢, a wigc nieidentyczne pod wzgledem wysokosci dochodéw i wy-
datkow.

Zbiorowos¢ (populacja) generalna sklada si¢ z jednostek statystycznych. Jed-
nostka jest jej podstawowym clementem. W przykladzie dotyczagcym zawierania mat-
zenistw jednostka jest kobieta. W przypadku badania struktury wydatkéw jednostka
jest gospodarstwo domowe. Mozemy zatem mie¢ do czynienia z jednostkami, beds-
cymi zespolami elementow, ktore w trakcie przeprowadzanego badania nie s3 trak-
towane indywidualnie. Gospodarstwo sklada si¢ z os6b ujmowanych w badaniach
jako jednosé.

Rozwazajac struktur¢ wydatkow gospodarstw domowych, mozemy bra¢ pod uwage
migdzy innymi nast¢pujace cechy badane:

1) wydatki na wyr6znione dobra i ustugi,

2) wysoko$¢ dochodow,

3) ilosé dzieci,

4) ilo$¢ pracujacych oséb,

5) wiek glowy gospodarstwa domowego,

6) plec gtowy gospodarstwa domowego,

7) wyksztalcenie gtowy gospodarstwa domowego,

8) obecnos¢ osob starszych.

Cechy: wydatki na wyréznione dobra i ustugi, wysoko§¢ dochodow, wiek glowy
gospodarstwa domowego, liczba dzieci i liczba pracujacych os6b w gospodarstwie
domowym mozna bezpo$rednio wyrazi¢ za pomoca liczb. Okre$lamy je wigc mianem
cech ilo§ciowych. Nazywamy je réwniez zmiennymi. Zmienne: liczba dzieci i liczba
pracujacych osob w gospodarstwie domowym moga przyjac tylko niektore wartoSci
z danego przedzialu liczbowego. Zbior tych wartosci jest skoficzony lub przeliczalny.
Takie zmienne nazywamy zmiennymi typu skokowego lub zmiennymi skokowymi
(dyskretnymi).

Wydatki, dochody, wiek glowy gospodarstwa domowego moga przyja¢ kazda
warto§¢ z przedziatu (0, «). Nazywamy je zmiennymi typu cigglego lub zmiennymi
cigglymi. Ogdlnie zmienne ciagle moga przyjmowaé wartosci z przedzialu (o, ).
Wtedy zbidr ich wartoéci jest rownoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych. Jest wigc
mocy continuum.

Inna grupg stanowia cechy: ple¢, wyksztalcenie glowy gospodarstwa domowego,
obecno$¢ oséb w starszym wieku. Nazywamy je cechami jakoSciowymi. Kategorie
ich zostaly okre§lone werbalnie. Zamiast opisu stownego mozna wyréznionym kate-
goriom przyporzadkowa¢ umowne wartoSci. Najlatwiej jest to uczyni¢ w przypadku

¢ Por.np.: S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, Statystyka. Elementy teorii i zadania, Wro-
claw 1999.
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wyksztalcenia. Poziomowi wyksztalcenie: podstawowe, §rednie, wyzsze mozna odpo-
wiednio przyporzadkowac liczbe lat nauki. Ple¢ wystepuje w dwdch przeciwnych sta-
nach, ktérym mozna umownie przypisa¢ warto$ci: 0 — m¢zczyzna, 1 — kobieta (lub na
odwr6t). Obecnosci 0s6b w starszym wieku mozna przyporzagdkowa¢ 1, a nieobec-
noé$¢ zakodowac jako 0. Mamy wdwczas do czynienia ze zmienna zerojedynkowa.

Cechy statystyczne rozpatrujemy jako rezultat pomiaru’. Wyksztalcenie (podsta-
wowe, wyzsze, §rednie), ple¢ glowy gospodarstwa domowego, obecnos$¢ os6b w star-
szym wieku mogg stanowi¢ podstawg klasyfikacji gospodarstw domowych. Klasyfika-
cja jest podstawowa operacjg w nauce. Jest ona pomiarem na najnizszym poziomie.
Dzielimy woéwczas jednostki zbiorowosci ze wzgledu na posiadanie cechy. Dazymy
przy tym do uzyskania takiej klasyfikacji, aby w obrebie wyréznionych kategorii zna-
lazly si¢ elementy bardziej do siebie podobne niz elementy zaliczone do réznych
kategorii.

Dzielimy zbiorowos¢ gospodarstw domowych na takie, w ktorych glowa jest mez-
czyzna i na te, w ktorych jest nig kobieta. Klasyfikujac gospodarstwa wedlug wyroz-
nionych pozioméw wyksztalcenia glowy gospodarstwa, wyréznimy na przyklad trzy
grupy okreslone przez wyksztalcenie podstawowe, $rednie i wyzsze. Nazwy wyr6z-
nionych kategorii s3 przyjmowane arbitralnie. Moga by¢ okresSlone werbalnie lub
umownie za pomoca liczb.

Skalg najnizszego poziomu pomiaru nazywamy skalg nominalna. Nalezy zwr6-
ci¢ uwagg na to, ze na tym poziomie pomiaru podzial na kategorie nie stanowi pod-
stawy do ich porzadkowania. Jesli nawet sfowne okreslenie kategorii zastapimy licz-
bami, to nadal nie upowaznia nas to do wykonywania na nich jakichkolwiek dziatan
arytmetycznych.

Warunkiem stosowania procedur statystycznych jest uzyskanie klasyfikacji wy-
czerpujacej oznaczajacej, ze kazdy element zostal zaliczony do odpowiedniej katego-
rii oraz rozlacznej, a wigc takiej, w wyniku ktérej kazdy element nalezy tylko do jed-
nej kategorii.

Skala nominalna jest symetryczna i przechodnia. Symetryczno$¢ oznacza, ze jesli
relacja zachodzi mi¢dzy A i B, to zachodzi réwniez migdzy B 1 A. Na przyklad, jesli
syn jest podobny do ojca, to ojciec jest podobny do syna. Przechodnio$é wystepuje,
jesliA =BiB = C, to A = C. Jesli Jan jest absolwentem tego samego uniwersytetu,
co Maria, a Maria tego samego, co Anna, to Jan ukoficzyl ten sam uniwersytet co
Anna.

Wyzszym poziomem pomiaru niz skala nominalna jest skala porzagdkowa.
Oprécz klasyfikacji umozliwia ona porzadkowanie kategorii pod wzgledem stopnia
natezenia danej cechy, ale bez mozliwodci okreslenia odleglo$ci. Skala ta moze usta-
la¢ porzadek slaby lub mocny. Stabe uporzadkowanie uzyskujemy, gdy dopuszczamy
kryterium ,,mniejszy lub rowny”, ,wigkszy lub réwny”. Taka skala charakteryzuje si¢

7 Por. np.: H. M. Blalock, op. cit., Warszawa 1975.
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symetrycznoscig oraz przechodnios$cia. W wypadku porzadku mocnego, wyznaczo-
nego przez nicrownos¢ ,,wigkszy niz”, ,,mniejszy niz” pojawia si¢ asymetria. Na przy-
klad, jesli Pawel jest wyzszy od Piotra, to nie moze by¢ na odwrdt. Jesli natomiast Jan
jest wyzszy od Piotra, a Piotr jest wyzszy od Pawla, to Jan jest wyzszy od Pawla. Skala
porzadkowa zawsze jest przechodnia. W skali tej mozna elementy porzadkowac, ale
nie mozna poréwnywac réznic migdzy nimi. Oznacza to, Ze nawet je$li pomiar na
skali porzadkowej jest wyrazony liczbowo, to podobnie jak w przypadku skali nomi-
nalnej na liczbach tych nie mozemy wykonywac¢ zadnych dzialan arytmetycznych. Skala
porzadkowa posiada wszystkie wlasnosci skali nominainej, a ponadto mozliwos¢ po-
rzadkowania. Od skali porzadkowej mozna przej$¢ do nominalnej, ale nie na odwrét.

Skala nominalna i porzadkowa sa pomiarem w szerszym sensie, ktory po-
zwala klasyfikowac i rangowa¢ obiekty. Pomiar w sensie waskim umozliwia: kla-
syfikowanie, rangowanie oraz okre$lanie odleglo$ci miedzy obiektami. Warunki
te spelnia skala interwalowa. Je§li ponadto mozliwe jest niearbitralne ustalenie
punktu zerowego, to taka skal¢ nazywamy ilorazowa lub stosunkowa. W tym
przypadku mozna bowiem poréwnywac stosunki. Przykladem skali interwalowej jest
dochéd gospodarstwa domowego. Rozpatrujemy na przyklad cztery gospodarstwa do-
mowe posiadajace miesi¢gczne dochody w przeliczeniu na jedng osobg réwne: 500 zl,
750 z1, 1500 z1 1 1750 zl. Mozemy je klasyfikowa¢ i porzadkowa¢ wedlug wysokosci
dochodu. Mozemy poréwnac rdéznice bezwzglg¢dne wynoszace odpowiednio: 250 zl,
750 zl, 250 z1. M6éwimy, Ze roéznica pomigdzy dochodami pierwszego i drugiego oraz
trzeciego i czwartego jest jednakowa i wynosi 250 zI. Skala, w jakiej jest mierzony
dochdd, posiada niearbitralne zero. Mozemy wigc obliczaé stosunki. Powiemy wow-
czas, ze dochod trzeciego gospodarstwa jest dwa razy wigkszy od dochodu gospodar-
stwa drugiego.

Wyréznione poziomy pomiaréw tworza skal¢ kumulatywna. Najwyzszy po-
ziom pomiaru posiada wszystkie wlasnoSci skal poziomow nizszych. Mozliwe jest scho-
dzenie z géry w dol; od najwyzszego do najnizszego poziomu, ale nie na odwrot.
Dochody wyrazone w skali interwalowej (ilorazowej) mozemy zastapic rangami od-
powiednio: 500 z1 - 1; 750 zl - 2; 1500 zl - 3; 1750 zl - 4 (skala porzadkowa) albo
kategoriami: 500 zl — dochdd niski; 750 zt — dochod §redni; 1500 zI — dochod wysoki;
1750 z1 - dochéd bardzo wysoki (skala nominalna).

Rozwazane dotychczas okre$lenia i definicje (jednostka, cecha) odnosilismy do
populacji generalnej. Jesli jednak chcemy zbada¢ prawidlowo$¢ charakteryzujaca in-
teresujace nas zjawisko, to nie musimy obserwowac wszystkich jednostek. Mozemy
uzyska¢ zadowalajace rezultaty, ograniczajac si¢ do badania wyodrgbnionego w od-
powiedni sposéb podzbioru populacji generalnej. Ten podzbiér nazywamy zbioro-
woscia (populacja) probna lub krétko — proba. W tym miejscu nalezy zwrécic¢ uwa-
g¢ na to, ze przedmiotem zainteresowania jest prawidlowos¢ w zbiorowosci generalnej
i to ona podlega obserwacji. Proba musi by¢ wigc wybrana w odpowiedni sposéb.
Najogolniej rozré6zniamy dob6r celowy ilosowy. W przypadku doboru celowego prze-
prowadzajacy badania decyduje, ktora jednostka wejdzie w sklad proby. Dobér jest
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losowy, jesli to przypadek decyduje o tym, ktéry element dostanie si¢ do proby. Taka
prébe nazywamy proba losowg lub préba statystyczna®. Prébe t¢ poddajemy badaniu
statystycznemu, a na podstawie uzyskanych rezultatébw wnioskujemy o prawidiowo-
Sci w populacji generalne;.

Whnioskowanie o prawidlowosci w populacji generalnej na podstawie proby sta-
tystycznej jest uzasadnione tylko wowczas, gdy struktura proby jest podobna do struk-
tury populacji generalnej. Jest to proba reprezentatywna. Dla zapewnienia repre-
zentatywnosci staramy si¢ wybra¢ probe, postugujac si¢ odpowiednimi technikami.
Techniki te okre§lamy mianem schematéw losowania. Schematy losowania sg szcze-
gotowo rozpatrywane w ramach wyodrgbnionego dzialu statystyki, ktérym jest meto-
da reprezentacyjna’. Jednym z prostszych schematéw jest losowanie indywidualne.
Do proby wybierane sa jednostki statystyczne. Mozemy przy tym zastosowaé losowa-
nie ze zwracaniem, zgodnie z ktérym wylosowany element wraca do zbiorowosci
generalnej przed nastepnym wyborem. Otrzymujemy w ten sposob probg prosta, nie-
zalezna. Jest to proba z powtdérzeniami. Jesli po wylosowaniu element wybrany nie
wraca do populacji generalnej, a wigc nie moze ponownie wej$¢ do proby, to schemat
taki jest schematem losowania bez zwracania. W rezultacie otrzymujemy zalezna,
ktora jest probg bez powtérzen.

Innym schematem jest losowanie zespoiowe. Na przyklad, jesli chcemy zbadad
warunki mieszkaniowe w duzym miescie, zamiast losowa¢ indywidualnie poszczegdl-
ne mieszkania, mozemy wylosowa¢ naturalne ich zespoly, jakimi sg bloki mieszkal-
ne. W przypadku losowania indywidualnego jednostka losowania pokrywa si¢ z jed-
nostkg badania. W losowaniu zespolowym jednostka losowania jest zespolem
jednostek badania.

Losowy dobér proby zwigksza prawdopodobierfistwo uzyskania préby repre-
zentatywnej. Prawdopodobieristwo to wzrasta, gdy préba jest dostatecznie licz-
na. Jesli zatem proba jest losowa i dostatecznie liczna, to jest wysoce prawdopo-
dobne, zZe jest ona reprezentatywna.

Badania statystyczne mogg przyjac charakter badan catkowitych, wyczerpujacych,
jesli obserwacji podlega cala populacja generalna. Gdy ograniczamy si¢ do przepro-
wadzenia badafi na podstawie proby, to badania te okre§lamy mianem cz¢§ciowych,
niewyczerpujacych. Rezygnujemy z badan catkowitych, poniewaz wymagaja one znacz-
nych nakladéw finansowych. Dlugi jest rowniez okres oczekiwania na rezultaty. Ba-
dania wyczerpujgce przewaznie s3 kosztowne i czasochtonne. Innym powodem prze-

# Formalng definicj¢ proby losowej mozna znalez¢ na przyktad M. Fisz, Rachunek prawdopo-
dobieristwa i statystyka matematyczna, Warszawa 1965.

* Rézne schematy losowania s3 rozpatrywane na przyktad w pracach: C. Bracha, Teoretyczne
podstawy metody reprezentacyjnej, Warszawa 1996, J. Steczkowskiego, Metoda reprezentacyj-
na w poglagdach jej twércow, PN 1990, nr 513; idem, Metoda reprezentacyjna w badaniach
zjawisk ekonomiczno-spolecznych, Warszawa—Krakoéw 1995, R. Zase¢pa, Zarys metody repre-
zentacyjnej, ,Biblioteka Wiadomoéci Statystycznych”, t. 30, Warszawa 1991.
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prowadzania badaf metoda reprezentacyjng jest konieczno$¢ zniszczenia obiektu
w trakcie badania. Sytuacja taka wyst¢puje na przykiad w badaniu wytrzymalosci
elementu konstrukcyjnego w ramach statystycznej kontroli jakosci. Jesli rozpatruje-
my populacje nieskoficzone, to wyniki badan réwniez moga by¢ traktowane jako nie-
wyczerpujace. Postuzymy si¢ tutaj innym przykiadem z zakresu demografii. Umieral-
nos$¢ populacji mozna przedstawic za pomocg tablicy trwania zycia'’. Jedna z zawartych
w niej charakterystyk jest prawdopodobiefistwo zgonu osoby, ktora dozyla do okre-
Slonego wieku (na przyklad ukonczyta 45 lat). Wartosci prawdopodobiefistwa obli-
czono na podstawie danych odnoszacych si¢ do dokladnie wyodrgbnionej ze wzgledu
na czas i miejsce populacji. Prawdopodobiefistwo to mozemy réwniez odnie$¢ do
zbiorowosci, ktorej zycie przebiega w podobnych warunkach do tej zbiorowosci, dla
ktorej skonstruowano tablice.

Na rysunku 1.2 przedstawiono schemat post¢gpowania badawczego w przypadku
wnioskowania o prawidlowo$ci w populacji generalnej na podstawie wynikow zaob-
serwowanych w probie statystycznej.

Populacja . )
ge:eralr:a < ] Whioskowanie

Rachunek
prawdopodobiedstwa

Préba ( > Opis

Rys. 1.2. Schemat badania statystycznego

Zradlo: opracowanie wlasne.

Badania statystyczne rozpoczynamy od wyznaczenia celu. Dla rozwazanych tutaj
jako przykladowe badania z zakresu demografii oraz z analizy budzetéw domowych
cel mozna uj3¢ jako:

*  okreSlenie uwarunkowan zawierania pierwszych zwigzkéw malzefiskich przez

kobiety w Polsce w okresie transformacji ekonomiczno-spolecznej,

*  poznanie czynnikow ksztaltujacych strukturg wydatkdéw gospodarstw domo-

wych wojewodztwa matopolskiego w 2003 roku.

' Tablice trwania Zycia sa dokladnie przedstawione w kazdym podreczniku do demografii, jak
np.: J. Z. Holzer, Demografia, Warszawa 2003, J. Kurkiewicz, Podstawowe metody analizy
demograficznej, Warszawa 1992.
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Dobrze wyznaczony cel pozwoli:

1) sformulowa¢ odpowiednie hipotezy,

2) poprawnie wyodrgbnic¢ populacj¢ generalna,

3) ustali¢ listg zmiennych odzwierciedlajacych badang prawidlowosé.

Jesli zdecydujemy si¢ na badania czg¢$ciowe (niewyczerpujace), musimy wyloso-
wacé probe''. Probe te poddajemy bezposredniemu badaniu. Opisujemy j3 za pomocg
odpowiednich charakterystyk. Informacje o kazdej jednostce statystycznej zastgpuje-
my wowczas odpowiednimi miarami, takimi jak na przyklad wartosci przecigtne. Po-
stepowanie badawcze opiera si¢ tutaj na rozumowaniu dedukcyjnym. Ten dzial sta-
tystyki nazywamy statystyka opisowa. Majac jednak na uwadze, ze caly czas interesuje
nas prawidlowo$¢ w populacji generalnej, nie mozemy pozosta¢ na poziomie proby.
Uzyskane wyniki stanowig podstaw¢ do wnioskowania o tej prawidlowosci w zbioro-
wofdci generalnej. Metody tego rodzaju wnioskowania stanowig przedmiot statystyki
matematycznej, okre$lane) rowniez mianem statystyki indukcyjnej. Od rozumo-
wania dedukcyjnego przechodzimy do rozumowania indukcyjnego. W badaniach me-
todami statystycznymi opiera si¢ ono na rachunku prawdopodobiefistwa'?.

Badanie statystyczne musi opierac si¢ na rachunku prawdopodobiefistwa, ponie-
waz w rezultacie wnioskowania formulujemy sady o prawidtowosci w populacji ge-
neralnej wyprowadzone z niepelnej informacji. Pochodzi ona z préby statystyczne;.
W tych warunkach prawdziwo$¢ naszych sadow nie jest pewna. Niezbedne sg zatem
takie reguly postgpowania, ktére pozwola nam przyja¢ odpowiednio wysokie praw-
dopodobicfistwo prawdziwosci naszych wnioskéw lub niskie prawdopodobiefistwo
wnioskow falszywych.

Konieczno$¢ uwzgledniania prawdopodobiefistwa 1aczy si¢ nie tylko z samym
wnioskowaniem na podstawie préby. Prawdopodobiefistwo pojawia si¢ rowniez przy-
padku badania catkowitego (wyczerpujacego). W rzeczywistoSci mamy bowiem do
czynienia wylacznie ze zdarzeniami losowymi, ktérym przypisana jest — zgodnie
z regutami rachunku prawdopodobiefistwa — szansa realizacji.

1.3. Typy prawidtowosci

Prawidlowosci, jakimi charakteryzujg si¢ zjawiska masowe, mozemy rozpatrywac
jako prawidlowosci, ktore wystepuja:

1) wrozkladzie liczebnosci populacji wedtug wartosci zmienne;j,

2) w zwiazkach migdzy zjawiskami,

3) wdynamice, czyli w rozwoju zjawiska w czasie.

!I'Szczegdlowe omowienie postgpowania w przypadku losowania proby mozna znaleZé w pra-
cy R. Zasg¢pa, Zarys metody reprezentacyjnej, op. cit.
12 H. M. Blalock, op. cit.
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Aby wyjadni¢ prawidlowosci wystepujace w rozkladach liczebnoici, rozwazymy
wyniKki, jakie uzyskali po zaliczeniu pierwszego roku studenci dwoch wydzialéw pew-
nej uczelni. Poniewaz nie mozemy poréwnywac wszystkich studentow, postuzymy si¢
pewnymi charakterystykami liczbowymi. Poziom nauczania na wydziatach mozemy
porownaé, postugujac si¢ Srednig ocen, zakladajac ze studentom stawiane sg jedna-
kowe wymagania. Sytuacje te zilustrowano na rysunku 1.3a.

Rys. 1.3a. Rozklady liczebnosci o réznym polozeniu

W tym przypadku méwimy, ze rozklady liczebno$ci majg rézne potozenie w ukla-
dzie wspolrzednych. Rozklad przesunigty w prawo (w strong plus nieskoiczonosci)
charakteryzuje si¢ wyzszga warto$cia przeci¢tna. Jedna z nich jest §rednia arytmetycz-
na. Wartoéci przecigtne nazywamy miarami polozenia'.

Srednia ocen nie jest jedyna charakterystyka roznicujacg wyniki nauczania stu-
dentow poréwnywanych wydzialow. Oceny moga by¢ mnicj lub bardziej zrdzni-
cowane w pordéwnaniu z wartoScig przeci¢tna. W tym przypadku méwimy, Ze roz-
klady moga mic¢ r6zng zmienno$¢, a charakterystyki stosowane do jej pomiaru na-
zywamy miarami zmiennoSci. T¢ cech¢ rozkladow liczebnosci przedstawiono na
rysunku 1.3b.

Rozklad nakreslony linig przerywang charakteryzuje si¢ mniejsza zmiennoscig
od rozkiadu narysowanego linig ciagla.

Mozemy zapyta¢, czy na pordwnywanych wydzialach przewazaja studenci osia-
gajacy oceny wyzsze od Sredniej, czy tez wigcej jest 0sOb z ocenami ponizej Sredniej
charakteryzujgcej dany wydzial. Méwimy wdwczas o asymetrii rozkladu liczebnosci.
Te wlasciwosé przedstawiono na rysunkach 1.3c-1.3e. Jedli liczba studentéw, ktdrzy
uzyskali oceny nizsze od Sredniej, jest rOwna liczbie studentéw z ocenami wyzszymi

13 PoszczegOlne miary beda szczegdtowo oméwione w rozdziale 3.
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niz $rednia, to mamy do czynienia z rozkladem symetrycznym. Jesli w danej zbioro-
woSci przewazaja jednostki o wartosciach zmiennej wigkszych od $redniej, to mowi-
my o asymetrii lewostronne;j.

Rys. 1.3b. Rozklady liczebnosci o réznej zmiennosci

Rys. 1.3c. Symetryczny rozklad liczebnosci

Rys. 1.3d. Asymetria lewostronna
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Jesli natomiast czgSciej wystepuja jednostki o warto$ciach zmiennej mniejszych
od Sredniej, to mamy do czynienia z asymetrig prawostronna.

Rys. 1.3e. Asymetria prawostronna

Na rysunku 1.4 przedstawiono prawidiowosci przejawiajace si¢ w zwigzkach mig-
dzy zjawiskami'. Wzigto pod uwage wiek mezczyzn i kobiet w chwili zawarcia mal-
zefistwa.

60
55 - ®
50 1 °

45 °

40 °

35 - °

30 -
51 o °
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15

$redni wiek mezczyzn

15 1';,5 2'0 22',5 2'5 27',5 30 325 35 37',5 4'0 42I,5 4'5 47',5 5'0 52,5 55

wiek kobist

Rys. 1.4. Wiek mezczyzn i kobiet w chwili zawarcia malzenstwa

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie danych GUS.

14 Problemy badania wspdlzaleznosci i rdzne typy zwiazkow miedzy zjawiskami stanowig przed-
miot rozdziatu 4.
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Uklad punktow §wiadczy o tym, ze istnieje zwiazek miedzy poréwnywanymi zmien-
nymi. Podwyzszeniu wieku kobiet odpowiada podwyzszenie wieku m¢zczyzn w chwi-
li zawarcia malzenstwa.

Rysunek 1.5 jako przyktad prawidlowosci przejawiajacej si¢ w rozwoju zjawisk
w czasie przedstawia dynamike Produkt Krajowego Brutto w Polsce w latach 1995~
2000.

700 000
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500 000 |
400 000 |
300 000 1

200000 7

100 000 7 ™ 7 T T
1995 1996 1997 1998 1999 2000

Rys. 1.5. Produkt Krajowy Brutto w Polsce w latach 1995-2000 (w mln zt)

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych GUS.

Produkt Krajowy Brutto w Polsce w latach 1995-2000 charakteryzowat si¢ ro-
sngcg tendencja rozwojowa. W rozpatrywanym przykladzie jednostke obserwacii sta-
nowi rok. Niektdre zjawiska podlegaja wahaniom okresowym (na przyklad sezono-
wym). Obserwujemy je w okresach krdtszych (na przykiad w dniach, tygodniach,
kwartalach, miesiacach, potroczach).

Sledzac zmiany liczby urodzen, stwierdzamy, ze w rozwazanym okresie cyklicz-
nie powtarzajg si¢ dni tygodnia, w ktdrych liczba urodzen zywych jest wysoka (pocza-
tek tygodnia: wtorek, §roda) oraz takie, w ktorych jest ona niska (koniec tygodnia:
sobota, niedziela).

Po dokladnym okresleniu celu badania, sformulowaniu hipotez, wyodrebnieniu
populacji generalnej wraz z tworzacymi ja jednostkami oraz po ustaleniu cech istot-
nych z punktu widzenia celu badania, przystepujemy do zgromadzenia niezb¢dnych
danych statystycznych. Gromadzenie danych nazywamy obserwacjg statystyczna. Jest
to pierwszy etap badania statystycznego. Przyst¢pujac do gromadzenia danych, nale-
zy najpierw zorientowac si¢, czy istnieja juz Zrodla zawierajace interesujace nas dane,
nawet jesli zostaly one zgromadzone w innym celu niz ten, ktéry chcemy osiggna¢
w rezultacie naszych badan. W sytuacji gdy zadne znane nam i dostgpne Zrédlo nie
zawiera takich danych, zdecydujemy si¢ na samodzielne ich zbieranie.
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Rysunek 1.6 przedstawia liczb¢ urodzef zywych wedlug dni tygodnia w poszcze-
g6Inych miesigcach w 2002 roku’.
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Rys. 1.6. Liczba urodzen zywych wedlug dni tygodnia w miesigcach w 2002 roku

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie danych GUS.

Sposrdd istniejacych Zrédel danych najezesciej wykorzystujemy zasoby Gléwne-
go Urzedu Statystycznego (GUS). Takim Zrédiem jest Narodowy Spis Powszechny
(NSP) oraz biezaca rejestracja danych o zdarzeniach, takich jak: urodzenia, malzef-
stwa i zgony, ktore sg zapisywane w specjalnych ksiggach. Gléwny Urzad Statystycz-
ny gromadzi rOwniez dane o procesach gospodarczych i spolecznych. Na szczegdlne
zwrOcenie uwagi zasluguja systematycznie prowadzone badania budzetéw gospodarstw
domowych. O ile informacje uzyskane w rezultacie Spisu Powszechnego i rejestracji
biezgcej odnoszg si¢ do calej populacji wyodrgbnionej pod wzgledem czasowym
1 przestrzennym, to badania budzetéw rodzinnych s3 przykladem badan reprezenta-
cyjnych, ktérymi objeta jest wybrana w sposob losowy subpopulacja nazywana probg
statystyczna.

'3 Na osi odcigtych nie mogly byé zaznaczone wszystkie dni tygodnia ze wzgledu na ograniczo-
ny rozmiar rysunku.
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2.1. Grupowanie statystyczne

Zebrany material statystyczny, sprawdzony pod wzgledem kompletnosci i popraw-
nosci poddajemy grupowaniu. Grupowanie, czyli klasyfikacja jednostek wedlug
kategorii rozpatrywanych cech, jest pierwszym etapem opracowania materialu sta-
tystycznego. W rezultacie otrzymujemy szeregi statystyczne. Szereg statystyczny
jest to zbidr uporzadkowanych (rosngco lub malejgco) warto$ci zmiennej. Jest to
empiryczny (zaobserwowany) rozklad ogodlnej liczebnosci populacji pomigdzy wy-
roéznione wartodci zmiennej. Odzwierciedla on struktur¢ populacji wedlug rozwaza-
nej cechy.

2.1.1. Grupowanie jednostek wedtug cech jakosciowych

Problem grupowania jest mniej skomplikowany, jesli jako kryterium przyjmiemy
cechg jakoSciowa (pomiar w skali nominalnej) niz wéwczas, gdy grupujemy je wedlug
cech iloSciowych. Szereg sklada si¢ z dwdch kolumn. W pierwszej wymienione sa
wyroznione kategorie, a w drugiej — przyporzadkowana im liczba jednostek (liczeb-
nos¢).

Kategorie cech moga by¢ okreSlone werbalnie lub mozna im przyporzadkowaé
umowne wartosci liczbowe. Rezultaty grupowania zestawiamy w tablicach.

W tablicy 2.1 podano jako przyklad klasyfikacj¢ (strukturg) ludnosci Polski ze
wzgledu na stan cywilny w 2002 roku. Kazdej kategorii stanu cywilnego przyporzad-
kowano zaobserwowana liczbe oséb. Sa to liczebnosci bezwzgledne. Liczebnosci te
zaleza od ogdlnej liczebnosci populacji, a wigc sg niepordwnywalne. Jesli chcemy
poréwnaé na przyklad rozkiady liczebnosci wedlug stanu cywilnego dla Polski ogo-
lem oraz dla zbiorowosci mezczyzn i kobiet, lepiej jest postuzy¢ si¢ liczebnosciami
wzglednymi. Mogg one przybiera¢ postaé czgstosci wzglednej. Uzyskamy ja, dzielac
liczbg¢ jednostck przyporzadkowanych poszczegdlnym kategoriom przez liczebnoscé
ogo6lna zgodnie z podanym nizej wzorem:
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fi=fe=L
(2.1)
f
i=1
gdzie:
fi — liczba jednostek przyporzadkowanych wyréznionej (i-tej) kategorii
cechy statystycznej,
k — liczba wyr6znionych kategorii cechy,

i

i J; =n — ogdlna liczebno$¢ populacii.
i=t

Tablica 2.1. Ludno$§¢ w wieku przynajmniej 15 lat wediug plci i stanu cywilnego faktycznego
w Polsce w 2002 roku* (1)

Lp. Stan cywilny Ogolem | Meiczyini | Kobiety
w liczbach bezwzglednych (f)

1. | kawalerowie/panny 8732027 4 862 997 3869 030
2. | zonaci/zame¢zne 18 099 824 9021417 9078 407
3. pozostajacy w zwiazku malzenskim 17 703 770 8 823 388 8 880 382
4. pozostajacy w zwiagzku partnerskim 396 054 198 029 198 025
5. | wdowcy/wdowy 2871010 424 696 2 446 314
6. | rozwiedzeni/rozwiedzione 1030031 394 202 635 829
7. | separowani/separowane 309 154 133 961 175193
8. | nieustalony 246 382 124 833 121 549
OGOLEM 31288428 | 14962106 | 16326322

* Uwaga: Pozycje (3) i (4) daja w sumie pozycje (2).

Zrédlo: Tablice wynikowe Narodowego Spisu Ludnodci i Mieszkafi 2002, www.stat.gov.pl

W tablicy 2.2 podano rozwazany szereg statystyczny, w ktérym liczebnosci sa po-
dane jako czgstosci wzgledne uzyskane zgodnie ze wzorem (2.1).

Interpretacja czgstoéci wzglednych moze nastreczaé trudnosci'®. Na przyklad cze-
sto$¢ kawaleréw oznacza, ze na jednego mezezyzneg przypada 0,325 kawaleréw. Dla-
tego wygodniej jest czgsto$¢ te odnie$¢ do umownej liczebno$ci populacji np.: 100
(procenty), 1000 (promile) itd. W tablicy 2.3 podano procenty, a wigc liczebnosci
wzgledne w przeliczeniu na 100. (odpowiednio: ogbélem, mezczyzn, kobiet). Kawale-
rowie stanowili wigc 32,5% ogdtu mezczyzn w Polsce w 2002 roku.

!¢ CzestoSci wzgledne sa wykorzystywane do szacowania prawdopodobiefistwa wystapienia zda-
rzenia losowego.
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Tablica 2.2. Ludno$¢ w wieku przynajmniej 15 lat wedlug plci i stanu cywilnego faktycznego
w Polsce w 2002 roku* (II)

Lp. Stan cywilny Ogoélem | Mezczyzni Kobiety
czestosci wzgledne (f;)

1. | kawalerowie/panny 0,279 0,325 0,237
2. zonaci/zame¢zne 0,579 0,603 0,556
3. pozostajacy w zwigzku malzenskim 0,566 0,590 0,544
4. pozostajacy w zwiazKu partnerskim 0,013 0,013 0,012
5. | wdowcy/wdowy 0,092 0,028 0,150
6. | rozwiedzeni/rozwiedzione 0,033 0,026 0,039
7. | separowani/separowane 0,010 0,009 0,011
8. nieustalony 0,008 0,008 0,007
OGOLEM 1,000 1,000 1,000

* Uwaga: Pozycje (3) i (4) daja w sumie pozycje (2).

Zrédlo: Tablice wynikowe Narodowego Spisu Ludnosci i Mieszkan 2002, www.stat.gov.pl

Tablica 2.3. Ludnos§¢ w wieku przynajmniej 15 lat wedlug plci i stanu cywilnego faktycznego
w Polsce w 2002 roku* (w %)

Lp. Stan cywilny Ogodlem | Mezczyini Kobiety
w procentach
1. kawalerowie/panny 279 32,5 23,7
2. | Zonaci/zamezne 57,9 60,3 55,6
3 pozostajacy w zwiazku malzefiskim 56,6 59,0 54,4
4. pozostajacy w zwiagzku partnerskim 1,3 1,3 1,2
5. | wdowcy/wdowy 9,2 2,8 15,0
6. rozwiedzeni/rozwiedzione 3,3 2,6 3,9
7. separowani/separowane 1,0 0,9 1,1
8. nieustalony 0,8 0,8 0,7
OGOLEM 1,000 1,000 1,000

* Uwaga: Pozycje (3) i (4) daja w sumie pozycj¢ (2).

Zrédio: Tablice wynikowe Narodowego Spisu Ludnosci i Mieszkan 2002, www.stat.gov.pl
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Innym przykladem grupowania jest klasyfikacja wedlug jednostek terytorialnych
(regiony geograficzne, jednostki administracyjne) lub czasowych (lata, kwartaly, mie-
sigce, dni). Przykladem klasyfikacji wedlug jednostek terytorialnych jest podany
w tablicy 2.4 rozklad liczby ludnosci w Polsce wediug wojewddztw w 2002 roku.

Tablica 2.4. Liczba ludnosci Polski wedtug wojewddztw w 2002 roku

Wojewddztwo Ogélem Miasta Wie$ Ogoélem | Miasta | Wie§
w liczbach bezwzglednych w procentach

Dolnoslaskie 2907212 | 2076 121 831091 7,60 8,79 5,68
Kujawsko-pomorskie 2069 321 | 1288519 780 802 5,41 5,46 5,34
Lubelskie 2199054 | 1025566] 1173488 5,75 4,34 8,03
Lubuskie 1008 954 651 045 357 909 2,64 2,76 2,45
b odzkie 2612890 | 1697 745 915 145 6,83 7,19 6,26
Matopolskie 3232408 | 1626865 1605543 8,46 6,89 10,98
Mazowieckie 5124018 | 3312618 1811400 | 1340 | 14,03 12,39
Opolskie 1065043 560 064 504 979 2,79 2,37 3,45
Podkarpackie 2103 837 853053f 1250784 5,50 3,61 8,56
Podlaskie 1 208 606 711572 497 034 3,16 3,01 3,40
Pomorskie 2179900 | 1484 838 695 062 5,70 6,29 4,75
Slaskie 4742874 | 3751393 991481 | 12,41 | 15,89 6,78
Swigtokrzyskie 1297477 595 388 702 089 3,39 2,52 4,80
Warminsko-mazurskie | 1428 357 860 229 568 128 3,74 3,64 3,89
Wielkopolskie 3351915 | 1934790 1417125 8,77 8,19 9,69
Zachodniopomorskie 1698 214 | 1180559 517 655 4,44 5,00 3,54
Ogolem 38230 080 |23 610 365| 14619 715 100 100 100

Zrodlo: Tablice wynikowe Narodowego Spisu Ludnosci i Mieszkar 2002, www.stat.gov.pl

W tablicy 2.5 zamieszczono szereg czasowy przedstawiajacy liczbe urodzefi Zywych,
liczbg zgondw i przyrost naturalny w przeliczeniu na 1000 mieszkaficow w Polsce
w latach 1990-2002.
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Tablica 2.5. Liczba urodzen zywych, liczba zgonéw i przyrost naturalny w Polsce
w latach 1990-2002

Rok Urodzenia Zzywe Zgony Przyrost naturalny
na 1000 mieszkancow
1990 14,3 10,2 4,1
1991 14,3 10,6 3,7
1992 13,5 10,3 3,2
1993 12,8 10,2 2,6
1994 12,5 10,0 2,5
1995 11,2 10,0 1,2
1996 11,1 10,0 1,1
1997 10,7 9,8 0,9
1998 10,2 9,7 0,5
1999 9,9 9,9 0,0
2000 9,8 9,5 0,3
2001 95 9.4 0,1
2002 9,3 9,4 -0,1

Zrédlo: www.stat.gov.pl

2.1.2. Grupowanie wedtug cech ilosciowych (zmiennych)

W przypadku cech ilo§ciowych zamiast okre§lonych slownie kategorii wystgpuja
wyrazone liczbowo warianty zmiennej. W tym przypadku zadanie jest bardziej skompli-
kowane. Najczgsciej sami musimy zadecydowad, jakie warianty zmiennej wyréznimy.

Przedstawimy procedur¢ konstruowania szeregu statystycznego dla zmiennych
typu skokowego i cigglego. Zilustrujemy to odpowiednimi przykiadami.

Przykiad 2.1
Zmienna typu skokowego

Przeprowadzono analiz¢ wielko$ci gospodarstw domowych w populacji Z w 2003
roku. Wylosowano w tym celu 50 gospodarstw i zebrano informacje o liczbie oséb.
Po uporzadkowaniu ich rosnaco uzyskano podany nizej szereg statystyczny, zawiera-
jacy indywidualne dane o kazdej jednostce, ktorg jest gospodarstwo domowe. Szereg
taki nazywamy szeregiem szczegélowym.
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Gospodarstwa domowe wedlug liczby oso6b w rodzinie (x;):

11
11
2 2
303
4 4

Zrodto: dane umowne.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

1 1 1

2
2
3
4

A W=
LW NN

N O R S

1 1

o~ W
o~ W

O B W N =

N AW

X — obserwowana zmienna, ktdra w danym przypadku jest liczba oséb w rodzinie,
x; — warto$¢ zmiennej przyporzadkowana j-tej jednostce statystycznej.

Tutaj jest to liczba os6b w j-tym gospodarstwie domowym. Na przyklad, j = 3
oznacza trzecie w kolejnosci gospodarstwo o liczbie 0sébx; = 1; n —liczebnoé¢ popu-
lacji; n = 50, a zatemj = 1, 2, ..., 50.

W szeregu szczegdlowym podane sg wprawdzie indywidualne informacje, ale na
ich podstawie trudno jest sformulowac syntetyczng charakterystyke badanej zbio-
rowosci. Obraz bylby jeszcze mniej wyrazZny, gdyby liczba obserwacji byla jeszcze wigk-
sza, a tym bardziej gdyby$my chcieli poréwnaé wielko$¢ gospodarstw domowych
na przykiad w mieécie i na wsi. Przeprowadzimy wigc grupowanie gospodarstw we-
diug liczby 0sdb. Otrzymujemy wowczas szereg rozdzielczy punktowy lub prze-
dzialowy, ktory sklada si¢ z dwoch kolumn. W jednej wyrdzniono warianty zmien-
nej, a w drugiej przyporzadkowane im liczebnosci. Punktowy szereg rozdzielczy
gospodarstw domowych wedlug liczby 0séb podano w tablicy 2.6.

Tabela 2.6. Gospodarstwa domowe wedtug liczby os6b w populacji
Z - szereg rozdzielczy punktowy

x; — liczba os6b Ji —liczba
w gospodarstwie gospodarstw
domowym domowych
1 13
2 12
3 10
4 9
51 wigcej 6
k
2/ 50

Zrédlo: dane umowne.
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Jesli uwzglednimy wszystkie wartosSci zmiennej, to uzyskamy szereg, w ktorym
dla x, x7, X9, Xy, Otrzymujemy liczebnosci (f;) réwne zeru. Przyjmujemy klase zbiorcza
(x5) okreslong jako ,,5 i wigcej 0sOb w rodzinie™.

Ogo6lna liczebnos¢ populacjin = 50 uzyskujemy jako Zf, , gdzie k oznacza liczbg
wariantéw zmienne;.

W przypadku szeregu, w ktérym uwzgledniono wszystkie warto$ci zmiennej, jest
ichk = 12, a w szeregu z klasg zbiorczg jest ich k = 5.

Przyklad 2.2
Zmienna typu ciaglego

W przeprowadzone;j analizie oprocz wielkoSci gospodarstw domowych w popula-
cji Z w 2003 roku wzigto rowniez pod uwage wysokos$é dochodu przypadajacego na
jedna osobeg (zmienna X).

Otrzymano nast¢pujace dane statystyczne:

L65 150 2,10 125 232 1,78 190 1,15 145 1,70
1,65 1,50 215 130 236 180 194 1,15 145 1,76
1,70 1,50 2,18 135 240 180 198 120 146 1,60
1,70 1,50 220 1,40 250 184 200 120 148 1,62
1,72 1,51 230 140 255 1,84 210 1,24 148 164

Po uporzagdkowaniu powstal nastgpujacy szereg szczegdlowy gospodarstw domo-
wych wedtug wysokosci dochodu przypadajgcego na jedng osobg (x;):

1,15 1,45 1,60 1,78 2,10
1,15 1,45 1,62 1,80 2,15
1,20 1,46 1,64 1,80 2,18
1,20 1,48 1,65 1,84 2,20
1,24 1,48 1,65 1,84 2,30
1,25 1,50 1,70 1,90 2,32
1,30 1,50 1,70 1,94 2,36
1,35 1,50 1,70 1,98 2,40
1,40 1,50 1,72 2,00 2,50
1,40 1,51 1,76 2,10 2,55

W celu lepszego ukazania prawidlowosci wyst¢pujacych w rozkladzie liczebnosci
gospodarstw ze wzgledu na wysoko$¢ dochod6w skonstruujemy szereg rozdzielczy.
W przypadku zmiennej typu ciaglego, ktdéra moze przyjaé kazda warto§é z danego
przedzialu liczbowego, obszar jej zmienno$ci musi byé podzielony na odcinki, ktére
nazywac bedziemy przedzialami klasowymi lub klasami.

Musimy podjaé decyzje, ile bedzie tych przedzialéw lub, co jest rOwnoznaczne,
jaka bedzie dlugos$é przedzialu. Wygodnie jest, jesli dlugosci te sg jednakowe.
W literaturze podawane sg procedury, wedlug ktérych mozna ustalié liczbe przedzia-
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16w klasowych lub okreslié ich dlugosé. A. Iwasiewicz i Z. Paszek'” proponuja naste-
pujace postgpowanie:
1. liczbg¢ przedzialéw klasowych k ustalamy wedlug wzoru:

K =1+33-Ign (2.2)
0,5-vn<k<Jn (2.3)

Wartos¢ k uzyskujemy, zaokraglajac k' do najblizszej liczby calkowitej.
2. ustalamy dlugos¢ przedzialu jako:

R =xmaks—xmin (24)

i==
k k

gdzie:
Xnin — minimalna warto$¢ zmiennej X
Xmaks — Maksymalna warto$¢ zmiennej X

W przykiadzie 2.2, odnoszacym si¢ do rozkladu liczebnosci gospodarstw domo-
wych, otrzymujemy:
k' =1+33-1g50=1+33-1,699=6,1,
V50=7,07,
0,5-450=05-7,07=334.

Liczba przedzialéw klasowych powinna miesci¢ si¢ w przedziale liczbowym
3,54 <k <7,07. Biorac pod uwagg warto$§¢ k' = 6,61, powinni§my przyjaé¢ k = 7 prze-
dzialéw klasowych o dlugosci obliczonej zgodnie ze wzorem (2.4) jako:

223TM_ 14,
7 7

Przedzialy klasowe zapiszemy w sposob podany w tablicy 2.7. Dolna granicg pierw-
szego przedzialu przyjmiemy jako x . =10 [tys.zl]. Granice przedzialéw klasowych
ustalamy tak, ze gorna granica klasy poprzedniej jest rowna dolnej granicy klasy na-
stepnej. Aby uniknaé problemow przy zaliczaniu jednostek do klas, musimy przyjaé
jednoznaczne kryterium. Do danego przedzialu zalicza¢ bgdziemy jednostki, dla kto-

rych zaobserwowane wartoSci zmiennej spelniaja warunek:

x! <x <x? (2.5)
gdzie:
x! - dolna granica i-tego przedziatu klasowego,
xf — gorna granica i-tego przedzialu klasowego.

17 A. Iwasiewicz, Z. Paszek, op. cit.



Grupowanie statystyczne 35

Przyj¢te przedzialy sa lewostronnie domknigte i prawostronnie otwarte.

W kolumnie (1) tablicy 2.7 podano przedzialy, ktorych diugosé i = 0,2 [tys. zl].
Zgodnie z przyjeta procedurg szereg powinien skladacé si¢ z 7 przedzialdw, ale
w rozwazanym przykladzie klasyfikacja nie b¢dzie zupetna. Ostatni przedzial [2,2-2,4)
nie pozwala bowiem uwzgledni¢ 3 gospodarstw o najwyzszych dochodach. Dlatego
ponownie ustalamy liczbe przedzialow klasowych, przyjmujac x5, = 1,0 [tys. z1],
a Xpas = 2,6 [tys. z1].

, 26-10 16 .

Woéwczas b = ———= - = 0,24 [tys. zt]. W kolumnie (2) podano nowe prze-
dzialy klasowe. W kolumnie (4) wartoSci zmicnnej przyporzadkowane poszczegol-
nym przedzialom. Kolumna (5) zawiera ich liczebnosci.

Tablica 2.7. Empiryczny rozklad liczebnosci gospodarstw domowych wedtug wysokosci
dochodu przypadajacego na jedng osobg w wojewoddztwie Z w 2003 roku

X; Przedzialy x; — zaobserwowane wartosci zmiennej X L
(1) (2) (3) (4) (5)
1,0-1,2 1 1,00-1,24 | 1,00<x; <1,24 | 1,15; 1,15; 1,20; 1,20 4

1,2-1,4 | 1,24-1,48 | 1,24 <x; <1,48 | 1,24; 1,25; 1,30; 1,35; 1,40; 1,40; 1,45; 1,45; 1,46 | 9

1,4-1,6 | 1,48-1,72 | 1,48 <x, <1,72 | 1,48; 1,48; 1,50; 1,50; 1,50; 1,50; 1,51; 1,60; 1,62;]| 15
1,64; 1,65; 1,65; 1,70; 1,70; 1,70

1,6-1,8 [ 1,72-1,96 | 1,72 <x;, <1,96 | 1,72; 1,76; 1,78; 1,80; 1,80; 1,84; 1,84; 1,90; 1,94;| 9
1,8-2,0] 1,96-2,20 | 1,96 <x; <2,20 | 1,98; 2,00; 2,10; 2,10; 2,15; 2,18 6
5
2

2,0-2,212,20-2,44 | 2,20 <x,; <2,44 |2,20; 2,30; 2,32; 2,36; 2,43

2,2-2,412,44-2,68 | 2,44 <x; <2,68 |2,50; 2,55

Suma: | 50

Zrodlo: dane umowne.

W szeregu rozdzielczym przedzialowym wartosci zmiennej podane sa jako prze-
dzialy. Opisujac prawidlowosci wystepujace w rozktadzie liczebnosci za pomoca roz-
nych charakterystyk nazywanych dalej miarami, b¢dziemy musieli postuzy¢ si¢ jedng
tylko liczba, ktéra reprezentuje dang klas¢. Reprezentantem przedziatu klasowego
jest jego Srodek. Obliczamy go jako Srednia arytmetyczng dolnej i gérnej granicy.

coxd 4 xf

7 2 -

Skonstruowany szereg rozdzielczy gospodarstw domowych wedlug wysokoSci
dochodu wraz ze Srodkami przedzialéw podano w tablicy 2.8. Zamieszczono tam

(2.6)
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réwniez liczebnosci w postaci bezwzgledne;j (f)), jako czgstosci wzgledne ( f; ) zdefi-

niowane wzorem (2.1) oraz w wyrazaniu procentowym ( f; -100%).

Tablica 2.8. Rozklad liczebnosci (szereg rozdzielczy) gospodarstw domowych

wedlug wysokosci dochodu

X; f x; I [ - 100%
1,00-1,24 4 1,12 0,08 8,0
1,24-1,48 9 1,36 0,18 18,0
1,48-1,72 15 1,60 0,30 30,0
1,72-1,96 9 1,84 0,18 18,0
1,96-2,20 6 2,08 0,12 12,0
2,20-2,44 5 232 0,10 10,0
2,44-2,68 2 2,56 0,04 4,0

Suma 50 X 1,00 100

Zrodlo: dane umowne.

Mozemy zastanawiaé si¢, ile gospodarstw domowych posiada dochody nizsze od
gomej granicy przedzialu klasowego. W celu uzyskania odpowiedzi musimy skumu-
lowaé przedzialy klasowe i zsumowac¢ liczebnosci odpowiednich przedzialow klaso-
wych. Sumy te s3 przyporzadkowane gérnym granicom klas.

Skumulowane liczebno$ci oznaczamy jako cumf,. Symbole f; oraz cumf; ozna-
czaja odpowiednio liczebnosci bezwzgl¢dne, a symbole f; oraz cumf; liczebnodci
wzgledne (czgsto$ci). Skumulowany szereg gospodarstw domowych wedlug wysoko-
$ci dochodu przedstawiono w tablicy 2.9.

Tablica 2.9. Skumulowane liczebnosci gospodarstw domowych wediug wysokosci dochodu

xf cumf cumf; [ - 100%
(—0; 1,24] 4 0,08 8
(—»; 1,48] 13 0,26 26
(—0; 1,72] 28 0,56 56
(—0; 1,96] 37 0,74 74
(~032,20] 43 0,86 86
(<03 2,44] 48 0,96 96
(—»; 2,68] 50 1,00 100

Zré6dlo: dane umowne.
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2.1.3. Grupowanie wielocechowe

Dotychczas rozpatrywali$émy rozklady liczebnosci (szeregi statystyczne) jedno-
stek charakteryzowanych za pomoca jednej cechy (zmiennej). Grupowanie wieloce-
chowe wystepuje wtedy, gdy kazdej jednostce przyporzadkowane sg przynajmniej dwie
cechy. Ponizej podajemy odpowiednie przykiady.

Obserwujemy wydatki na uslugi w ich zwiazku z liczbg pracujacych kobiet w rodzi-
nie. Oznaczamy jako Y — wydatki na uslugi, za$ jako X - liczbg¢ pracujacych kobiet w ro-
dzinie. Otrzymane wyniki dotyczace 6 gospodarstw domowych podano w tablicy 2.10.

Tablica 2.10.Wydatki na ustugi wzgledem liczby kobiet w rodzinie

Nr Yi X;
1 S 0
2 20 1
3 15 2
4 37 3
5 27 4
6 45 5

Zrddlo: dane umowne.

W przypadku gdy liczba obserwaciji jest duza, konstruujemy dwuwymiarowy sze-
reg rozdzielczy. W tablicy 2.11 podano rezultat grupowania wielocechowego gospo-
darstw domowych sklasyfikowanych wedlug typéw rodzin i liczby dzieci w Polsce

Tablica 2.11. Rodziny z dzie¢mi w gospodarstwach domowych wedlug typéw rodzin
i liczby dzieci w 2002 roku

Typ rodziny
Liczba dzieci| Malzefistwa | Partnerzy Matki Ojcowie Ogoélem
z dzie¢mi z dzieémi z dzie€mi z dzieémi
1 2063078 53683 661 589 73972 2852322
2 1 886 387 27978 264 504 24 203 2203072
3 634 283 10 795 66 512 5836 717 426
z 4 i wigcej 271 055 6626 26 681 2244 306 606
Ogodlem 5 860 264 110 687 1798 331 231 808 8001 090

Zrédlo: Tablice wynikowe Narodowego Spisu Ludnosci i Mieszkan 2002, www.stat.gov.pl
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w 2002 roku. Zestawiono tutaj ceche jakosciowa: typ rodziny (malzenstwa z dzie¢mi,
partnerzy z dzieémi, matki z dzie¢mi, ojcowie z dzie¢mi) oraz zmienng typu skoko-
wego — liczba dzieci w rodzinie.

W tablicy 2.12 podano laczny rozklad liczebnosci me¢zczyzn i kobiet wedlug wie-
ku w chwili zawarcia malzefistwa. Zestawiono tutaj dwa szeregi rozdzielcze ze zmien-
nymi typu ciaglego.

Tablica 2.12. Rozklad liczby me¢zezyzn i kobiet wedlug wieku w chwili zawarcia matzefstwa
w Polsce w 2000 roku

Wiek kobiet (Y)
Wiek x; | 15-19 | 20-24 | 25-29 ] 30-34 | 35-39 [ 40-44 | 4549 | 5054
mezczyzn !

175 | 225 | 275 | 325 | 375 | 425 | 475 | 525
15-19 17,5 | 3498 | 1848 | 79 | 11 1 0 0 0
20-24 225 | 16714 | 60412 | 8335 | 444 | 70 7 2 7
25-29 275 | 4577 | 41370 | 25630 | 2205 | 354 | 83 | 27 | 12
30-34 325 | 653 | 5813 | 8108 | 3529 | 804 | 265 | 75 | 15
35-39 375 | 142 | 1311 | 2452 | 2043 | 1273 | 572 | 211 | 57
40-49 45 73 | 470 | 1114 | 1412 | 1682 | 2028 | 1449 | 646
50-59 55 1m | st | 133 | 200 | 398 | 851 | 1684 | 5879

Zrédlo: ,,Rocznik Demograficzny”, GUS, Warszawa 2001.

2.2. Prezentacja graficzna szeregow
statystycznych

Otrzymane w rezultacie grupowania rozklady liczebno$ci podawaliSmy dotych-
czas w postaci tabelarycznej. Charakterystyczne dla nich prawidiowosci beda tatwiej-
sze do spostrzezenia, jesli rozklady te zaprezentujemy graficznie. Dla przedstawienia
prawidlowosci istotne znaczenie ma dobor odpowiedniego typu wykresu. Szeregi roz-
dzielcze z cechami iloSciowymi przedstawiamy najczgsciej w postaci histogramu i wie-
loboku liczebnoéci. Rysunki 2.1 1 2.2 prezentuja odpowicdnio histogram i wielobok
liczebnosci szeregu rozdzielczego gospodarstw domowych ze wzglgdu na wysokosé
dochodéw. Na rysunkach 2.3 i 2.4 zaprezentowano szeregi skumulowanych liczebno-
Sci. Jesli wyobrazimy sobie, ze mozemy dowolnie zwigkszaé dokladno$¢ pomiaru
awowczas dlugosé przedzialui — 0, to wielobok liczebnosci przeksztalci sie w wykres
w postaci krzywej liczebno$ci. Ten typ wykresu przedstawiono na rysunkach 2.5 1 2.6.
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Rys. 2.1. Histogram liczebnosci gospodarstw domowych wedtug wysokosci dochodéw
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Rys. 2.2. Wielobok liczebnosci gospodarstw domowych wedtug wysokosci dochodow
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Rys. 2.3. Histogram skumulowanego szeregu gospodarstw domowych
wedtug wysokosci dochodow
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Rys. 2.4. Wielobok skumulowanych liczebnosci gospodarstw domowych
wedtug wysokosci dochodéw

liczba gospodarstw
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Rys. 2.5. Krzywa liczebnosci gospodarstw domowych wedtug wysokosci dochodéw
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skumulowane liczebno$ci
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Rys. 2.6. Krzywa liczebnosci skumulowanej gospodarstw domowych
wedlug wysokosci dochodéw
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Szeregi statystyczne zmiennych jako$ciowych mozemy przedstawia¢ za pomocg
réznych typoéw wykreséw. Na rysunkach 2.7-2.9 zaprezentowano jako przyktady za-
stosowanie histogramu (rys. 2.7) oraz wykreséw kolowych (rys. 2.8-2.9).
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Rys. 2.7. Struktura populacji kobiet wediug stanu cywilnego w Polsce w 2002 roku
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Rys. 2.8. Struktura populacji kobiet wedlug stanu cywilnego Polsce w 2002 roku
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Rys. 2.9. Struktura populacji mezczyzn wedtug stanu cywilnego w Polsce w 2002 roku
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Szeregi uzyskane w rezultacie grupowania wielocechowego przedstawiamy
w postaci diagramu korelacyjnego. Rysunek 2.10 przedstawia zwiazek, jaki wystepu-
je migdzy wiekiem me¢zczyzn i kobiet w chwili zawarcia zwiazku malzefiskiego.

55
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$redni wiek kobiet

15 T T T T T T T T T T T T T T T T T

15 175 20 225 25 27,5 30 325 35 37,5 40 425 45 475 50 525 55 5715
wiek mezczyzn

Rys. 2.10. Sredni wiek kobiet w chwili matzefistwa wzgledem wieku mezczyzn
w Polsce w 2000 roku

Prezentujac graficznie szeregi czasowe, nalezy rozr6zni¢ szeregi momentéw
i okresow. Szeregi czasowe momentow przedstawiajgce stan w okre$lonym momen-
cie, na przyklad 31.12 danego roku kalendarzowego, prezentujemy za pomocg wy-
kresdw stupkowych. Na rysunku 2.11 przedstawiono stany ludno$ci w Polsce w dniu
31.12 w latach 1980-2001.
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Rys. 2.11. Liczba ludnosci w Polsce w latach 1980-2001 (stan w dniu 31.12)
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Na rysunku 2.12 przedstawiono dynamike liczby urodzen, zgondéw i przyrostu
naturalnego w Polsce w latach 1980~2001. Jest to szereg czasowy okres6w. Szeregi
tego typu ilustrujemy za pomocg wykreséw w postaci linii.
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Rys. 2.12. Liczba urodzeni, zgondw i przyrost naturalny w Polsce w latach 1980-2001

W rozpatrywanych szeregach czasowych jednostke stanowil rok. Niektore zjawi-
ska, szczegdlnie te, ktoére podlegaja wahaniom okresowym (na przyklad sezonowym),
rozwazamy w okresach krotszych (na przyklad: w dniach, tygodniach, kwartalach,
miesigcach, pélroczach).

Rysunek 2.13 przedstawia liczb¢ zawieranych maizestw w poszczeg6lnych mie-
sigcach okresu 1990-1995.
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Rys. 2.13. Maizenstwa wedlug miesiecy w latach 1990-1995
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Sporzadzajgc wykresy szeregéw statystycznych, poslugujemy si¢ odpowiednimi
programami komputerowymi, takimi jak arkusze kalkulacyjne (np. Microsoft Excel)
oraz pakiety statystyczne (np. Statistica, SPSS).

Dotychczas przedstawiliSmy dwie mozliwosci ujmowania szereg6w statystycznych,
a mianowicie w postaci tablic oraz w formie graficznej. W obydwu przypadkach roz-
patrujemy caly rozklad liczebnosci. Innym podejsciem jest syntetyczna charaktery-
styka za pomoca parametréw opisowych.



Charakterystyki opisowe Rozdzial
rozktadu liczebnosci 3

Wyobrazmy sobie, ze samoloty odbywaja rejsy na trasie Krakéw-Londyn. Od
poczatku istnienia linii odbylo si¢ 12 lotow. PrzewoZnik gromadzi informacje o wy-
konanych rejsach. Migdzy innymi posiada dane o liczbie pasazeréw w kazdym locie.
Informacje te podano w tablicy 3.1.

Tablica 3.1. Liczba pasazeréw na trasie Krakow-Londyn

Numer lotu Liczba pasazerow
1 124
2 130
3 128
4 115
5 128
6 121
7 140
8 141
9 130

10 128
11 112
12 135

Zro6dlo: dane umowne.

Na podstawie takich danych nie jeste$my w stanie stwierdzi¢ zadnych prawidto-
wosci. Dysponujemy jedynie szeregiem liczb. W rzeczywisto$ci moze si¢ zdarzy¢, ze
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lotéw (obserwacji) moga by¢ setki, tysigce w zaleznosci od czasu istnienia linii, liczby
wykonywanych rejséw i okresu obj¢tego obserwacjg. Kolejny problem moze powstac,
gdy przewoznik zechce poréwnac swoja dzialalno$¢ z wynikami wiascicieli innych
linii. Jak zatem poradzimy sobie z taka iloScig danych? Co nalezy w takicj sytuacji
uczynic?

Mozemy rozktad liczebnosci opisa¢ za pomoca miar okreslanych mianem cha-
rakterystyk opisowych. Odpowiednio do prawidlowosci, ktére chcemy analizowaé
rozrézniamy miary:

1) polozenia (tendencji centralne;j),

2) zmiennoSci (rozproszenia),

3) asymetrii,

4) koncentracji.

3.1. Miary potozenia

Miary polozenia dostarczaja informacji o przeci¢tnym poziomie rozpatrywanej
zmiennej. Dziela si¢ one na:

* Srednie klasyczne: $rednia arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna,

*  przecigtne pozycyjne: na przyklad modalna, kwantyle itp.

3.1.1. Srednia arytmetyczna

Sposrdd charakterystyk opisowych nalezacych do $rednich klasycznych najwigce;j
uwagi poSwiccimy Sredniej arytmetycznej, ktéra jest miarg najbardziej znang i naj-
czeSciej uzywang, nawet w zyciu codziennym.

Na przyklad gdy kupujemy samochéd, interesujemy sig, jakie jest jego zuzycie
paliwa. Stwierdzenie, ze wynosi ono 7 litr6w na 100 kilometréw rozumiemy jako zu-
zycie $rednie. Sledzac rozgrywki ligowe pitki noznej, otrzymujemy informacje
o liczbie bramek przypadajacych na jeden mecz w danej rundzie rozgrywek. Jest
to rowniez warto$¢ Srednia. Po kazdej sesji egzaminacyjnej studenci obliczajg Sred-
nig ocen, a jesli jest ona odpowiednio wysoka, to maja prawo do otrzymania stypen-
dium.

We wszystkich podanych przyktadach warto$¢ Sredniej arytmetycznej uzyskuje-
my w ten sam sposob. Srednia ta jest bowiem suma wszystkich wartosci zmiennej
podzielong przez liczbg obserwacji. W podanych wyzej przykladach dzielimy odpo-
wiednio:

» calkowitg ilo§¢ paliwa zuzytego na dane;j trasie przez liczbg przebytych kilo-

metrow,

* sumg¢ wszystkich bramek strzelonych w poszczegdlnych meczach przez licz-

be meczdéw w danej kolejce ligowej,

* sumg ocen uzyskanych w czasie sesji przez liczbe zdawanych egzaminéw.
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Postgpowanie prowadzace do uzyskania wartosci Sredniej arytmetycznej moze-
my przedstawi¢ w postaci nastgpujacego wzoru definicyjnego:

n

X

j=1 ]=x1+x2+...+xn (3.1)

n n
gdzie:
x; — warto$¢ zmiennej X zaobserwowana dla j-tej jednostki statystycznej,
n - liczba jednostek danej zbiorowosci.

W tym miejscu nalezy zwréci€¢ uwage na niektore wazne wlasnosci §redniej wy-
rézniajace jg sposréd innych miar przecigtnych, a mianowicie:
1. Srednia arytmetyczna stalej jest réwna tej stalej. Jesli bowiem x; = ¢ = con-
stans (j = 1,2, ..., n), to:
c+c+..+c _n-c

F=T TPl T
n n

Oznacza to, ze gdyby wszystkie jednostki posiadaly jednakowa warto$¢ zmien-
nej, to kazda z nich mialaby warto$¢ réwnga $redniej arytmetyczne;j.

2. Jesli rozpatrujemy zmienng Z, ktdra powstala przez pomnozenie zmiennej
X przez stalg ¢, to wowczas $rednig arytmetyczng zmiennej Z mozna uzy-
ska¢, mnozac §rednig zmiennej X przez stala c:

n n n
2cx; € Xx; ZX;

=1 =1 j= =

=4 = =c- =c-X.
n n n

-
&

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze jesli zmienna Z powstala przez po-
dzielenie zmienne) X przez stalg c, to §rednig arytmetyczng zmiennej Z moz-
na uzyskac, dzielac $rednig zmiennej X przez stala c.

3. Jeslirozpatrujemy zmienng Y, ktdra jest sumg dwoch innych zmiennych ozna-
czonych jako X, oraz X,, to wéwczas:

n n n
Ty, Zla;+x;) Zx;  Zx,
j=t _j=l j=1

? = =
n n n n

=X +X,.

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze jesli zmienna Y jest roéznica zmien-
nych X, oraz X,, to wowczas $rednia arytmetyczna zmiennej Y jest réznica
Srednich zmiennych X, oraz X,.

4. Suma odchylen zaobserwowanych warto$ci zmiennej od ich §redniej arytme-
tycznej jest rbwna zeru:

n n n
(x;-X)=Xx;-XX=n-X-n-x=0
j=1 j=1 j=1
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Suma kwadratéw odchylefi zaobserwowanych wartosci zmiennej od ich §red-
niej arytmetycznej jest najmniejsza:

n
>(x; —%)* =min.
=

Dla wykazania tej wlasnoSci nalezy udowodnié, ze podana funkcja osiaga
minimum w punkcie x. W tym celu znajdujemy pierwsza pochodna ze wzglgdu
nax i przyrdbwnujemy jg do zera.

[i(xj—f)z] :[i(x;—z-xj-fJffZ)} =2-%x,-2-n-%=0,
= j=1 j=1

Srednia arytmetyczna nie jest przypisana zadnej jednostce statystycznej. Cha-
rakteryzuje calg populacj¢. Dlatego w przypadku zmiennej typu skokowego §red-
nia arytmetyczna moze przyjmowaé warto$¢, ktdra w rzeczywistosci nie moze
wystapi¢. Na przykiad Srednia liczba oséb w rodzinie moze by¢ réwna 3,7.
Srednia podaje w sposéb sumaryczny informacje o wszystkich jednostkach
zbiorowosci:

Uwzglednione sa w niej wszystkie informacje zawarte w zbiorze danych. Wia-
sno$¢ ta ma niestety niekorzystne konsekwencje, gdy pojawiaja si¢ obserwa-
cje nietypowe, to znaczy takie, ktdre w znacznym stopniu odbiegaja od war-
tosci, jakie przyjmuja pozostale jednostki zbiorowosci. Srednia arytmetyczna
pozostaje pod silnym wplywem wartosci kraficowych. Wowczas traktowanie
jej jako wielkosci ujmujacej sumarycznie informacje o calej zbiorowosci moze
okazad si¢ nicadekwatne do rzeczywistosci.

Na przykiad obserwujemy zbiorowo$¢ malzenstw ze wzgledu na liczbe posia-
danych dzieci. Dla szcSciu par otrzymano nastgpujace liczby dzieci: 2, 1, 3, 2, 3,
1. Dla tej zbiorowosci $rednia arytmetyczna jest rowna 2 dzieci przypadaja-
cych na jedno malzefistwo. Jezeli jednak do badanej zbiorowosci dolgczyloby
dodatkowe malzenstwo z 9 dzieci, to §rednia przyjelaby wowczas warto$¢ rowna
3 dzieci. Jak z tego wynika, pojawienie si¢ jednej nietypowej wartosci zmien-
nej w znacznym stopniu wplywa na wnioskowanie o calej zbiorowosci.
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8. Kazdy rozklad liczebnosci ma tylko jedng §rednig arytmetyczna.

W obliczeniach wzor (3.1) moze przyjaé ré6zna postaé w zaleznoéci od tego, jaki-
mi danymi poslugujemy si¢ w analizie. Rozréznimy trzy nastgpujace sytuacje:

1) posiadamy indywidualne dane o kazdej jednostce statystycznej, a wigc roz-
wazamy szereg szczegOiowy,

2) badaniu poddaliémy duzg zbiorowo$¢ 1 pogrupowaliSmy dane, otrzymujac
szereg rozdzielczy,

3) mamy dostep tylko do danych pogrupowanych w postaci szeregu rozdziel-
czego.

Sytuacja (1) wystepuje w przykladzie dotyczacym liczby pasazeréw w poszczegol-
nych lotach samolotéw na trasie Krakéw-Londyn. Znamy bowiem liczb¢ pasazerow
w kazdym rejsie, a wigc dysponujemy szeregiem szczegdlowym. Srednig liczbg pasa-
zerow podrozujacych ta linig obliczamy, podstawiajac do wzoru (3.1) odpowiednie
warto$ci z tablicy 3.1 i uzyskujemy:

_ _124+130+128+115+128+121+140+141+130+128+112+135

X >

12

a zatem:

1532
12

X= =127.66 ~ 128 [pasazerdw].

Rozwazana tutajzmienna typu skokowego przyjmuje wartosci wylgcznie ze zbio-
ru liczb calkowitych, a §rednia arytmetyczna jako wynik dzielenia przyjmuje wartosci
ze zbioru liczb rzeczywistych i dlatego nie nalezy si¢ dziwié, Zze na jeden rejs na trasie
Krakow-Londyn przypadalo 127,66 pasazeréw (w przyblizeniu 128 osdb). Interpre-
tacja ta bedzie latwiejsza do zaakceptowania, jesli pamig¢tac bedziemy o tym, Ze Sred-
nia charakteryzuje populacj¢ rejsow, a nie wykonany w rzeczywistosci rejs.

Sytuacje wymienione w punkcie (2) i (3) oméwimy réwnoczesnie, poniewaz nie
jest tutaj istotne, czy szereg rozdzielczy zbudowaliSmy sami, czy pochodzi on na przy-
klad z rocznika statystycznego. Wazne jest, ze postugujemy si¢ wowczas tzw. Srednig
arytmetyczng wazona, gdzie wagami sa liczebnoSci w poszczegdlnych przedzialach
klasowych. W tym przypadku musimy jednak wzia¢ pod uwage, jaki jest typ zmien-
nej, a mianowicie, czy jest ona skokowa, czy ciagla (por. punkt 2.1.2).

W przypadku szeregu rozdzielczego ze zmienng skokowa (punktowego szeregu
rozdzielczego) $rednia arytmetyczng obliczymy jako:

k
zfix
i

X =

, (3.2)

M

i=1

i
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gdzie:

x; — i-ta warto$¢ zmiennej X w szeregu rozdzielczym zmiennej skokowej,
f; - liczba jednostek, ktére przyjely i-ta warto$é zmiennej,

k - liczba wartosci zmiennej wystepujacych w szeregu rozdzielczym.

Jedli rozpatrujemy zmienng typu ciaglego, to postugujemy si¢ nastgpujacym wzorem:

k '
_Zfi'xi
x=E (3.3)
2/,

gdzie:

x; — §rodek przedziatu klasowego ($rodkowa wartos¢ klasy),
fi - liczebnos¢ i-tego przedzialu klasowego,

k - liczba przedzialéw klasowych.

Przyklad 3.1

Przeprowadzono badania jakosSci wyrobéw produkowanych przez firm¢ Z. Po-
brano w tym celu 60 prébek liczacych po 5 wyrobéw, ktére sklasyfikowano ze wzgle-
du na przyjete normy jako$ci. Zmienna X jest liczba wyrobéw uznanych za wybrako-
wane w poszczeg6lnych prébkach. Jest to zmienna typu skokowego. W tablicy 3.2
podano rozklad liczby brakéw w poszczegdlnych probach.

Tablica 3.2. Rozklad liczebnosci wyrobow uznanych za wybrakowane
w poszczegblnych probkach

i X; i x-fi
1 0 7 0
2 1 10 10
3 2 19 38
4 3 11 33
5 4 9 36
6 5 4 20
Razem 60 137

Zrédio: dane umowne.
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Poslugujac si¢ wzorem (3.2), otrzymujemy:
X= 137 _ 2,28 [szt.].
60
Srednia liczba wyrobéw wybrakowanych w poszczegdlnych probkach jest réwna

2,28 [szt.].

Przyklad 3.2

Wiascicicl sklepu ,,Zdrowa Zywno$¢” jest zainteresowany tym, ile przecigtnie
wydaja klienci robiacy u niego zakupy. Na podstawie wydrukow z kasy fiskalnej otrzy-
mal dane dotyczace 30 0s6b. Przedstawil je w postaci szeregu rozdzielczego, ktory
zostal podany w tablicy 3.3.

Tablica 3.3. Wydatki klientow sklepu ,,Zdrowa Zywnos¢”

i Wydatkowana kwota Liczba klientéw x;! fi-x/
[x{, xF) i

1 10-15 4 12,5 50

2 15-20 8 17,5 140

3 20-25 12 22,5 270

4 25-30 6 27,5 165
Razem 30 X 625

Zrodlo: dane umowne.

W tym przypadku mamy do czynienia ze zmienng typu cigglego. Srednie wydatki
30 klientéw obliczamy zgodne ze wzorem (3.3) i uzyskujemy:

¥ =—==20,83[zl)].
30

W sklepie ,,Zdrowa zywno$c¢” klienci wydawali Srednio 20 zlotych i 83 grosze.

3.1.2. Srednia geometryczna

Przedstawimy teraz inng $rednig klasyczna, ktéra jest znacznie rzadziej uzywana
niz §rednia arytmetyczna. Miarg tg jest Srednia geometryczna. Najcz¢Sciej znajduje
zastosowanie, gdy:

1) badamy zjawiska ujmowane dynamicznie, czyli w postaci szeregéw czaso-
wych. Mozemy na przyklad interesowac si¢ Srednim tempem wzrostu Pro-
duktu Krajowego Brutto w wybranym kraju w rozwazanym okresie (np.
w Polsce w latach 1990-2003),
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2) zmienna wyrazona jest w postaci czgstosci wzglgdnych (procenty, promile),
3) w zbiorze wartoSci zmiennych wystepuja wartosci nietypowe.

Srednia geometryczna jest zdefiniowana nastgpujacym wzorem:
G=4lxx,-.x, =,"/H]xj~ (3.4)
P

Wzorem (3.4) postugujemy si¢, gdy posiadamy dane w postaci szeregu szczegolo-
wego. W przypadku szeregdw rozdzielczych warto$¢ Sredniej geometrycznej oblicza-

my jako §rednig wazonga: 1
k.
G =#xf-xf - -x[t =n’r1x,-f', 3.5)
i=l

Obliczanie pierwiastka wysokiego stopnia jest bardzo uciazliwe i dlatego zamiast
zaobserwowanych warto$ci zmiennej wprowadzamy ich logarytmy i wowczas otrzy-
mujemy:

* dla szeregu szczegdlowego:

k
gdzie: n=3 f.
i=}

’Z’log X;

logG=2 .
og - (3-6)
¢ dla szeregu rozdzielczego:

k

> /;-log
logG == — 3.7

zJ;

Jesli rozpatrujemy szereg rozdzielczy ze zmienng ciaglg, to wowczas zamiast war-
tosci x; pojawig si¢ §rodki przedzialow klasowych x;'.

Logarytm $redniej geometrycznej jest Srednig arytmetyczng logarytméw wartosci
zmiennej. Posiada wigc wymienione weze$niej wiasno$ci Sredniej arytmetyczne) wyli-
czone w punktach (1)-(7). Srednia geometryczna jest mniej niz §rednia arytmetyczna
czula na warto$ci krancowe, nietypowe. Obliczenie $redniej geometrycznej jest nie-
mozliwe, je§li w szeregu pojawig si¢ obserwacje o wartosciach zmiennej réwnych zeru®.

¥ Przykiady zastosowania Sredniej geometrycznej beda przedstawione w rozdziale 5, poswig-
conym metodom analizy dynamiki zjawisk.
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3.1.3. Srednia harmoniczna

W praktyce czgsto spotykamy zmienne, ktdre, charakteryzujac nat¢zenie zjawi-
ska, sg ilorazem dwoch innych zmiennych. Do takich naleza na przyklad: cena, bgda-
ca stosunkiem wartosci towaru do jego ilo$ci, wydajnos¢ pracy uzyskana przyklado-
wo jako iloraz czasu po§wigconego na wytworzenie danej wielkosci produkgji i ilosci
wyrobéw, gesto$¢ zaludnienia, czyli stosunek liczby mieszkancow danego terytorium
do jego powierzchni. Postugiwanie si¢ Srednig harmoniczng zilustrujemy podanym
ponizej przykladem 3.3.

Przyklad 3.3

W wojewodztwie malopolskim wyodrgbniono trzy podregiony (NATS 3), ktore
majg liczb¢ ludnosci i ggstosé zaludnienia podana w tablicy 3.4. Nalezy obliczy¢ Sred-
nig gesto$¢ zaludnienia wojewddztwa malopolskiego. Rozwazang zmienng jest ge-
stos$¢ zaludnienia. Oznaczymy ja jako X. Liczba ludno$ci w podregionach stanowi

wagi (f).

Tablica 3.4. Powierzchnia i gesto$¢ zaludnienia podregionéw
wojewddztwa matopolskiego w 2002 roku

Podregion Ludnos$¢é Gestos¢ zaludnienia
Ji X;
Krakowsko-tarnowski 13951 731 190
Nowosadecki 1105018 148
m. Krakéw 740 737 2266
Suma 15 797 486 X

Zrédlo: ,Rocznik Demograficzny 2002”7, GUS, Warszawa 2003.

Srednig gestosé zaludnienia zdefiniujemy jako:

k

=/
g=i,
__lei

gdzie p; oznacza powierzchni¢ podregionow.
W rozwazanym przykladzie dana jest liczba ludnosci i ggstos¢ zaludnienia w pod-

regionach. Brak jest natomiast informacji o powierzchniach podregionéw (p;). Musza
by¢ one obliczone jako:
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Srednig ggstosé zaludnienia obliczamy zatem jako §rednia harmoniczna:

_13951731+1105018 + 740737
_13951731+11()5()18 740737 °

+
190 148 2266

o2

_13951731+1105018+ 740737 15797486
73430+ 7466 +327 81223

=194 [osoby na km?].

oaf

Postugujac si¢ symbolami ogélnymi, otrzymujemy nast¢pujacy wzor na éredniq.
harmoniczng:

H=£— (3.8)

Objasnienia symboli wystepujacych we wzorze podano juz wczesniej.

3.1.4. Przecietne pozycyjne

Przeci¢tne pozycyjne s3 miarami wyznaczanymi z szeregu statystycznego. W od-
roznieniu od $redniej arytmetycznej i geometrycznej i harmonicznej sg to wartosci
konkretnych jednostek statystycznych, a mianowicie tych, ktore w szeregu zajmujg
szczegoblna pozycje. Jedng z takich miar jest modalna.

Modalna (moda, dominanta, warto$¢ najczgstsza, typowa) jest to warto$é zmien-
nej, ktora w danej zbiorowosci wystgpuje najczgéciej. Wyznaczenie jej z szeregu szcze-
golowego nie nastr¢cza wigkszych trudnoSci. Wystarczy tylko sprawdzi¢, ktora war-
to$¢ zmiennej powtarza si¢ najwigcksza ilo$¢ razy. T¢ wlasnie warto$¢ wskazujemy
jako modalina.

W przykladowych danych zawartych w tablicy 3.1 zauwazamy, ze byly 3 rejsy,
w czasie ktdrych na pokladzie samolotu podrézowalo 128 pasazerow. Jest to zatem
liczba, ktéra pojawia si¢ najczg¢éciej w analizowanej zbiorowosci. Jest to warto$é mo-
dalna. Najczgéciej na trasie Krakow-Londyn podrozowalo 128 pasazerow.

Wyznaczanie modalnej z szeregu rozdzielczego z przedzialami klasowymi przed-
stawimy najpierw w wersji graficznej (rys. 3.1). Wykorzystamy w tym celu histogram
przedstawiajacy rozklad liczebnosci gospodarstw domowych wediug wysokosci do-
chod6w rozwazany w przykladzie 2.2. Jest on podany w tablicy 2.7 i przedstawiony na
rysunku 2.1.
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fi 16

14 A

12

10 A

1,00-1,24 1,24-1,48 1,48-1,72 1,72-1,96 1,96-2,20 2,20-2,44 2,44-2,68

Rys. 3.1. Graficzne wyznaczanie modalnej

Aby wyznaczy¢ modalna, rozpatrujemy trzy przedzialy klasowe: przedziat posia-
dajacy najwigksza liczebno$é, gdyz tutaj znajduje si¢ modalna oraz przedzialy z nim
sasiadujagce (poprzedni i nastepny). Laczymy odcinkiem wierzcholek odpowiadajacy
gbrnej granicy klasy poprzedzajacej przedziat z modalng z wierzchotkiem odpowia-
dajacym gornej granicy klasy z modalna. Drugi odcinek prowadzimy od dolnej grani-
cy przedzialu z modalng do dolnej granicy przedzialu nastgpnego. Odcinki te przeci-
naja si¢ w punkcie, ktorego rzut na o§ odcigtych wskazuje przyblizona warto§¢
modalnej. T¢ przyblizong warto$é mozemy okresli¢ liczbowo za pomocg nast¢puja-
cego wzoru interpolacyjnego:

Mo=lntim T T (3.9)
(fm_fm—l)+ (fm_fmﬂ)
gdzie:
l, - dolna granica klasy, w ktorej znajduje si¢ modalna,
in — dlugosc¢ przedziatu, w ktérym znajduje si¢ modalna,
fl. - liczebno$¢ klasy, w ktorej znajduje si¢ modalna,
fum-1 — liczebno$¢ klasy poprzedzajacej klase, w ktorej znajduje si¢ modalna,

fw s 1 — liczebno$¢ klasy nastgpujacej po klasie z modalna.

Przyklad 3.4

W Wydziale Administracyjnym Urzgdu Miasta przeprowadzono badania czasu
obslugi petentow. W spos6b losowy wybrano probg liczaca 53 osoby, ktérym zmie-
rzono czas, w jakim zostali obstuzeni. Uzyskane dane zawarto w tablicy 3.5. Interesu-
je nas najczestszy czas obsiugi petentow.
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Tablica 3.5. Czas obstugi petentéw

Ilo§¢ czasu w minutach | Liczba petentow
[, xf) J;
5-10 5
10-15 13
15-20 24
20-25 11

Zrédio: dane umowne.
Zauwazamy, ze w przedziale 15-20 minut obstuzono najwig¢cej petentow (24),
a zatem w tym przedziale znajdzie si¢ modalna.
[, =15minut,i = S5minut,f  =13o0s6b,f , = 11o0s6b.
Podstawiajac do wzoru (3.4), otrzymujemy:

24-13 11
. =15+5.
(24-13)+(24-1)) 11+13

Mo=15+5 =15+2,29=17,29 [minut].

W Wydziale Administracyjnym Urzedu Miasta najczg¢stszy czas obstugi petentow
wynosi 17,29 minut, to jest 17 minut i 17 sekund. Minuta liczy 60 sekund, a zatem
0,29 - 60 sekund = 17,4 [sekund].

Przyktad 3.5

Powrécimy do przykladu z rozdzialu 2, w ktoérym rozpatrywaliSmy rozktad liczeb-
nosci gospodarstw domowych wedlug wysokosci dochodu podany w postaci szeregu
szczegdlowego, na podstawie ktérego skonstruowaliémy szereg rozdzielczy zapisany
w tablicy 2.8. Biorac pod uwage szereg szczegodlowy, stwierdzamy, ze dominujgcy
dochéd wynosi 1,5 tysigca zlotych. Teraz dla tej samej zbiorowosci gospodarstw wy-
znaczymy modalna z danych pogrupowanych i postuzymy si¢ wzorem interpolacyj-
nym. Dla przypomnienia szereg rozdzielczy podano w tablicy 3.6.

Otrzymujemy nastgpujaca warto$¢ modalne;j:

M, =1,48+024. — 2= 14840240 ~
15-9)+(15-9) 6+6
—148+ 2928 ) 4gy 0,12 =16 [tys.zL].

Wyznaczony za pomocg wzoru interpolacyjnego najczgstszy (typowy, dominuja-
cy) dochéd gospodarstw domowych jest réwny 1600 zlotych.
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Tablica 3.6. Rozklad liczebnosci gospodarstw domowych wedlug wysokosci dochodu

X; fi cum f;
1,00-1,24 4 4
1,24-1,48 9 13
1,48-1,72 15 28
1,72-1,96 9 37
1,96-2,20 6 43
2,20-2,44 5 45
2,44-2,68 2 50

Suma 50 X

Zrédto: tablica 2.812.9.

W tym miejscu nalezy zwroci¢ uwagg na to, ze zawsze musimy si¢ liczy¢ z wystepo-
waniem roznic pomigdzy rezultatami uzyskanymi na podstawie szeregu szczegblowego
i rozdzielczego. Konstruujac szeregi rozdzielcze, zawsze tracimy pewne informacje.
Przyjmujemy na przyklad, ze wszystkie wartosci zmiennej jednostek statystycznych za-
liczonych do danego przedzialu klasowego sa réwne Srodkowi tego przedzialu. Dlate-
go grupowanie danych jest waznym etapem badan statystycznych. Musimy zatem doto-
zy¢ wszelkich staran, aby tak go przeprowadzi¢, by otrzymane wyniki jak najlepiej
odzwierciedlaly rozwazang rzeczywisto$¢.

Charakterystyke rozkladu liczebnos$ci mozemy wzbogacié, wyznaczajac wartosci
miar opisowych okreSlanych mianem wartosci ¢wiartkowych, nazywanych réwniez
kwartylami.

WartoSci ¢wiartkowe (kwartyle) dzielg badang zbiorowo$¢ na ¢wiartki. W cen-
trum znajduje si¢ mediana, czyli warto$¢ srodkowa. Jest ona przecigtng pozycyjng,
ktéra dzieli uporzadkowany szereg statystyczny na dwie czesci w taki sposob, ze po-
lowa jednostek zbiorowosci ma warto$¢ zmiennej nie wigkszg (mniejszg lub r6wna)
od mediany, a polowa nie mniejsza od niej (wigksza lub réwnga). Z szeregu szczegdlo-
wego median¢ wyznaczamy w nastepujacy sposob:

- gdy liczebno$¢ zbiorowosci n jest nieparzysta, to:

M, =%, (3.10)

-

— gdy liczebno$¢ zbiorowosci n jest parzysta

Xy + Xy
M =22 3.11
= (3.11)

2|3
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Przyklad 3.6

Powrdcimy do przykladu dotyczécego linii lotniczej. Ponizsze liczby przedsta-
wiaja liczbg pasazeréw w poszczeg6lnych rejsach. Chcemy wyznaczy¢ mediang dla tej
zbiorowosci.

124, 130, 128, 115, 128, 121, 140, 141, 130, 128, 112, 135

W pierwszej kolejnosci uporzadkujemy jednostki statystyczne (rejsy) wediug war-

toéci zmiennej (liczba pasazeréw) i otrzymujemy nast¢pujacy szereg:
112, 115, 121, 124, 128, 128, 128, 130, 130, 135, 140, 141

Zbiorowo$¢ liczy 12 obserwacji (n = 12), a wigc n jest parzyste. Szukamy jedno-
stek zbiorowosci, ktorych warto$ci zmiennej podstawimy do wzoru (3.11):

Xp =X12 = Xg5
2

ol

X, =X;» =X5.
—+1 —+1
2 2

Do wzoru podstawimy wartoSci szostej i1 siddmej jednostki w uporzagdkowanym
szeregu. Odliczajac od poczatku zbiorowosci, odczytujemy x, = 128 oraz x; = 128
[0sOb). Wartosci te podstawiamy do wzoru (3.11) i otrzymujemy:

_128+128
S22

W pigédziesigciu procentach rejsow na pokladzie samolotdéw podrézowalo nie
wigcej niz 128 pasazerdw i w pigédziesigciu procentach rejséw lecialo nie mniej niz
128 pasazeréw. Sposdb wyznaczania mediany w przypadku szercgu rozdzielczego
zaprezentujemy najpierw graficznie. Wykorzystamy w tym celu diagram szeregu sku-
mulowanego gospodarstw domowych przedstawiony na rysunku 2.4, Na rysunku 3.2
przedstawiono odpowiedni wykres skumulowane;j liczebnosci gospodarstw domowych
wedlug wysoko$ci dochodu rozwazany w przykladzie 2.2.

M. =128 [pasazerow].

f; 55
50 -
45
40 A
35 -
30 -
25
20 -
15 A
10 1
5 p
0 . . : . r :
1,24 1,48 1,72 1,96 2,2 2,44 2,68 7

Rys. 3.2. Graficzne wyznaczanie mediany dochoddéw gospodarstw domowych
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Na osi rz¢dnych odnajdujemy punkt odpowiadajacy 127— =25 jednostkom. Prostg

prostopadla do tej osi prowadzimy az do przecigcia z krzywg wykresu. Rzut punktu
przecigcia na o§ odcigtych wyznacza warto$¢ Srodkowg (Me).
Warto$¢ mediany uzyskamy, korzystajac z nastgpujacego wzoru interpolacyjnego:

— -(f'—-'"ezlf,), (3.12)
me 2 i=1
gdzie:
[, - dolna granica klasy, w ktorej znajduje si¢ mediana,
Lo dlugosé przedziatu, w ktoérym znajduje si¢ mediana,
fne ~— liczebnosé klasy, w ktorej znajduje si¢ mediana,

me-1

;f. — suma liczebnosci od klasy pierwszej do klasy poprzedzajgcej przedzial,
= w ktorym znajduje si¢ mediana.
Przyklad 3.7

Obliczenie mediany dla szeregu rozdzielczego zilustrujemy na przykladzie, w kt6-
rym interesujemy si¢ czasem obstugi petentow urz¢du miejskiego. Odpowiednie dane
zawiera tablica 3.7 (patrz: przyklad 3.4, s. 55).

Tablica 3.7. Czas obstugi petentdw oraz obliczenia pomocnicze

Czas Liczba petentéw Liczebnoé¢ kumulacyjna
w minutach fi cum f;

5-10 5 5

10-15 13 18

15-20 24 42

20-25 11 53

Suma 53 X

Zrbédio: dane umowne.

Najpierw okreslimy, w ktérym przedziale znajduje si¢ mediana. Dzielimy liczeb-
no$¢ zbiorowosci n przez 2 i otrzymujemy:
n_52_
2 2
Naste¢pnie sprawdzamy, w ktérym przedziale zawiera si¢ 26 i 27 jednostka zbio-

rowosci. Pomigdzy nimi znajduje si¢ mediana. W tym celu musimy utworzy¢ liczeb-
nos$é kumulacyjng (cum f;), dodajac liczebnosci poszczeg6lnych klas, poczynajac od

26.5.
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kiasy pierwszej (patrz tablica 3.7). Szukana warto$¢ znajduje si¢ w przedziale 15-20.
Jest to przedzial z mediana. Podstawiajac do wzoru (3.12) odpowiednie warto$ci,
otrzymujemy:

Me= 15+55;-(—523~18) =15+0,21-85=15+178 =16,78 [minut].

Zatem polowa petentéw byla obslugiwana nie diuzej niz 16 minut i 47 sekund,
a polowa nie krocej niz 16 minut i 47 sekund.

Przyklad 3.8

Na podstawie danych z przykladu 3.6 mozemy wyznaczy¢ mediange dochodéw 50
gospodarstw domowych zaréwno z szeregu szczegdlowego, jak i z rozdzielczego.
W tym przypadku réwniez liczba obserwacji jest réwniez parzysta n = 50. Mediana
jest zatem dochdd gospodarstwa wyznaczony jako:

X, =Xs50 = X5 X, =Xs =X

—+1
2 2 2

[SER

Moo XX 165+170 _335
¢ 2 2
Zatem 50% gospodarstw domowych posiada dochody nie wigksze od 1645 zi,
a dochody 50% gospodarstw s3 nie mniejsze niz 1675 zl. Poslugujac si¢ wzorem inter-
polacyjnym i danymi w postaci szeregu rozdzielczego, otrzymujemy nast¢pujacy do-
chéd Srodkowy (zob. tablica 3.6):

024
15
Roéznice w otrzymanych wynikach sa rezultatem grupowania danych.

=1675[zl].

M, =148+ 0.24-12

(25-13)=148+ =1,48+0,192=1672[z].

Przyklad 3.9

W magazynie ,,BusinessWeek”'” zamieszczono artykut na temat plac informaty-
kow w niektorych krajach europejskich. Dane zilustrowano wykresem, ktéry zamiesz-
czamy na rysunku 3.3.

Mediana plac dyrektora we Francji wynoszaca 24 207 zlotych oznacza, ze polowa
dyrektorow ds. informatyki w tym kraju zarabia nie wigcej niz 24 207 zlotych, a polo-
wa nie mniej niz 24 207 ziotych®.

Mediana jest jednym z trzech kwartyli. Zaprezentowano ja w pierwszej kolejno-
Sci, poniewaz nalezy do miar tendencji centralnej i wraz ze §rednig arytmetyczna

19 BusinessWeek” nr 10 (2003).
* Interpretacje pozostalych wynikdw oraz poréwnania miedzynarodowe pozostawiamy czytel-
nikowi.
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i modalng jest najczesciej wykorzystywana do szacowania warto$ci przecigtnej w po-
pulacji generalne;j.

Wielka Brytania 34156
Francja ﬂ 24 207
Hiszpania - 22 549
Niemcy ~ 22 218
Wiochy — 18 902

Rys. 3.3. Mediana miesigcznych wynagrodzen netto* dyrektora ds. informatyki
w wybranych krajach europejskich w 2002 roku

*wg Sredniego kursu NBP z 31 pazdziernika 2002 r.
Zrodio: »BusinessWeek” nr 10 (2003), s. 81, AWR ,,Wprost”.

Kwartyle s3 to warto$ci zmiennej tych jednostek statystycznych, ktore dzielg upo-

rzadkowang zbiorowo§¢ na ¢wiartki, odpowiednio:

e  kwartyl pierwszy (dolny) dzieli zbiorowo$¢ na dwie czgéci w taki sposob, ze
25% jednostek zbiorowosci ma warto$ci zmiennej nie wigksze od wartoSci
kwartyla, a 75% ma wartoS$ci nie mniejsze niz wartos¢ kwartyla,

*  kwartyl drugi (mediana) zostal juz przedstawiony,

*  kwartyl trzeci (gorny) dzieli zbiorowo$¢ na dwie czgsci w taki sposob, ze 75%
jednostek zbiorowosci ma wartos$ci zmiennej nie wigksze od wartoSci kwar-
tyla, a 25% ma warto$ci nie mniejsze niz warto$§¢ kwartyla.

Z szeregu szczegOlowego kwartyle wyznaczamy w podobny sposéb jak mediang.
Dla liczebnosci parzystej w pierwszej kolejnosci wyznaczamy mediang zgodnie ze
wzorem (3.11). Nast¢pnie dla kazdej z wyodrebnionych czgéci wyznaczamy wartoSci
srodkowe, ktore beda réwne odpowiednio dla pierwszej czgsci — kwartylowi pierw-
szemu, a dla drugicj czesci — kwartylowi trzeciemu.
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Przyklad 3.10

Wyznaczymy kwartyle rozkladu liczebnosci pasazeréw linii lotniczej Krakéw—
Londyn. Mediana (kwartyl drugi) jest rowna 128 pasazeréw i znajduje si¢ migdzy 6
a 7 jednostka uporzadkowanej zbiorowosci. Dzielimy wigc zbiorowo$¢ rejséw na tra-
sie Krakéw-Londyn na dwie rowne czg$ci:

czes¢ I: 112, 115, 121, 124, 128, 128,
cze$¢ IE: 128, 130, 130, 135, 140, 141.

Wyznaczamy mediang dla kazdej z nich:
Warto$¢ Srodkowa dla czgsci I, bedaca kwartylem pierwszym, jest réwna:

1 : <
0 = 121+124 =122.5 [pasazera|.
Wartos$¢ Srodkowa dla czgsci I1, bgdaca kwartylem trzecim, jest réwna:
0;= % =133,5[pasazcra].

Zinterpretujemy teraz otrzymane wyniki.

W 25% rejs6éw na trasie Krakéw—Londyn podrézowalo nie wigcej niz 122,5 pasa-
zeréw, aw 75% rejsow latalo nie mniej niz 122,5 pasazerow. W 75% rejs6w na pokla-
dzie samolotow znajdowalo si¢ nie wigcej niz 133,5 pasazeréw, a w 25% rejsow latalo
nie mniej niz 133,5 pasazerow.

W przypadku liczebnosci nieparzystej najpierw wyznaczamy mediang (wzor (3.10)),
a nastepnie wyodregbniamy dwie podzbiorowosci w taki sposob, ze jednostke zbioro-
woéci, dla ktorej warto$¢ jest mediang, zaliczamy do obydwu czg¢sci. Kolejnym kro-
kiem jest wyznaczenie mediany dla kazdej z tak wyodr¢bnionych czgsci.

Przyklad 3.11

Tym razem rozpatrujemy wyniki uzyskane przez studentéw na testowym egzami-
nie z ekonomii. Studenci otrzymali podang nizej liczb¢ punktow.

34, 35,42, 44, 45, 46, 51, 55, 66, 77, 80
Poszukujemy wartoSci wszystkich przedstawionych kwartyli.

1. Wyznaczamy median¢ dlan = 11.

Me =x, | =x¢=46[punktow].

2

2. Dzielimy zbiorowos$¢ na dwie czg$ci i dla kazdej z nich wyznaczamy mediany:
czesc 1: 34, 35, 42, 44, 45, 46
czesC 11: 46, 51, 55, 66, 77, 80
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= 43 [punkty].

42 +44
Ql = 2

0, = 55+66

Kwartyl pierwszy wskazuje, ze 25% studentow otrzymalo nie wigcej niz 43 punk-
ty, a 75% studentdw nie mniej niz 43 punkty. Na podstawie kwartyla trzeciego stwier-
dzany, ze 75% studentéw otrzymalo nie wigcej niz 60,5 punktu, a 25% studentoéw nie
mniej niz 60,5 punktu.

Dla szeregu rozdzielczego idea wyznaczania kwartyli jest podobna do wyznacza-
nia mediany. W pierwszej kolejnosci sprawdzamy, w ktdrym przedziale znajduje si¢
dany kwartyl, okreslajac przedzial, na ktdry przypada odpowiednio:

= 60,5 [punkty].

* dla kwartyla pierwszego: % jednostek,

3.
* - dla kwartyla trzeciego: Tn jednostek.

Wzory interpolacyjne maja nastgpujacg postac:

] Ll"l
0, =1, +-2. LA (3.13)
. i=1
4
QZZA[e
qu 3'” qi—l
Q3=1‘,3+—’-(—— X fi]. 3.14
S, L4 im ( )

Przyklad 3.12

W celu zilustrowania sposobu wyznaczania kwartyli Q, oraz Q, postuzmy si¢ da-
nymi z przyktadu 3.4. dotyczacego czasu obstugi petentdw w urzedzie miejskim. Ob-
liczenia pomocnicze zamieszczono w tablicy 3.8.

Tablica 3.8. Czas obslugi petentéw oraz obliczenia pomocnicze

Przedziat Czas obstugi Liczba petentéw Liczebno$¢ kumulacyjna
kwartyla w minutach fi cum f;
5-10 5 5
0, 10-15 13 18
Qs 15-20 24 42
20-25 11 53
Suma 53 X

Zrodlo: dane umowne.
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1. Najpierw obliczamy wartosé -’} (dla Q)i 37"’ (dla Qs):

53

22 213,25,
Q7 :
Qs 3'453=39,75.

2. Nastepnie, korzystajac z liczebnosci skumulowanej, sprawdzamy, w ktorych
przedzialach znajduja si¢ otrzymane wartoéci.
3. Korzystajac ze wzoréw (3.13) i (3.14), wyznaczamy odpowiednie kwartyle.

o, =10+%-(5—:—5J =10+0.38:8,25=10+314 =13,14[minut],

0;=15+ 2—1(% - 18] =15+0,21-21.75=15+ 4,57 =19,57 [minut].
Interpretacja:
*  25% petentdéw bylo obstugiwanych nie dluzej niz 13,14 minuty, a 75% peten-
tow bylo obstugiwanych nie krécej niz 13,14 minuty.
*  75% petentdw bylo obslugiwanych nie dluzej niz 19,57 minuty, a 25% peten-
tow bylo obstugiwanych nie krocej niz 19,57 minuty.

W celu wyznaczenia kwartyli ograniczamy si¢ do Srodkowych 50% obserwacji.
Wartosci tych miar nie zalezg wigc od wartoéci kraficowych. W zwigzku z tym nie sa
one, w przeciwiefistwie do §redniej arytmetycznej, wrazliwe na nietypowe dla danej
zbiorowosci wyniki.

Zilustrujemy to przykladem dotyczacym notowan gieldowych.

Przykiad 3.13

Uszeregowane rosnaco ceny akcji (w ztotych) z jednego tygodnia (pie¢ notowan)
wynosily:
2,50; 2,52; 2,54; 2,60, 2,65

Mediana dla tej zbiorowosci wynosi 2,54 zlotych, a Srednia arytmetyczna jest rtowna
2,56 zlote. Nawet jesli w miejsce wyniku 2,65 zlotych pojawilaby sie cena akcji rowna
7 zlotych, to mediana nadal wynosilaby 2,54 ztotych. Warto§¢ §redniej wzroslaby na-
tomiast do 3,43 zlotych.

Kwartyle stanowig szczeg6lny przypadek wigkszej grupy miar okreSlanej jako
kwantyle. Sg one warto$ciami jednostek zbiorowosci, ktére dzielg ja na okreslone
czesci pod wzgledem liczby jednostek tej zbiorowosci. Na przyklad, kwantyl rzedu
0,6 dzieli zbiorowos¢ w taki sposdb, ze 60% jednostek zbiorowosci jest nie wigksza
niz warto$¢ tego kwantyla, a 40% jest nie mniejsza od jego wartoSci.
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Jesli dzielimy zbiorowo$¢ na 10 czgsci, to otrzymujemy miary nazywane decyla-
mi. Dla podzialu populacji na 100 cz¢sci postugujemy sie centylami. Z kolei percen-
tyle dzielg zbiorowo$é na 1000 czgsci.

3.2. Miary zmiennosci (rozproszenia)

Zadaniem miar zmiennosci jest dostarczenie informacji o tym, w jakim stopniu
wartosci zmiennej poszczeg6lnych jednostek statystycznych sg zréznicowane w po-
réwnaniu z wartoScia przeci¢tng. Wprowadzenie tych miar rozpoczniemy od przy-
ktadu.

Przyklad 3.14

Dyrekcja banku rozwaza przydzielenie swoich klientéw (przedsigbiorstw) zloka-
lizowanych na terenie Matopolski do dwoch nowopowstalych centréw obstugi. Jako
kryterium ma postuzy¢ wielko§¢ obrotéw przedsigbiorstw. Dokonano podzialu, kt6-
ry przedstawiono w tablicy 3.9.

Tablica 3.9. Klienci centréw obslugi banku na terenie Matopolski

Centrum I Centrum II
Klient Obroty [min zi] Klient Obroty [min zi]
Box-pol 7 Handlogum 5
Biuro Opis 2 Vitalex 6
FHU Wax 3 Olpis 4
Farmako 11 Saturn 7
Jowisz 5 PWL 6
Rab 9 Nordex 7
Polmig¢s 6 FirmaWD-KAN 5
Market II 1 Marbo 6
Dawex 8 Ziompias 8
Ornament 6 Vived 5
Q-WER 10 Laboz 7
Pakor 4 Viol-Met 6

Zrodlo: dane umowne.
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Interesuje nas, czy pomigdzy wyodrgbnionymi centrami scharakteryzowanymi ze
wzgledu na wysoko$¢ obrotow przedsigbiorstw istnieje zré6znicowanie oraz czy zbio-
rowosci klientéw obu centréw mozna traktowaé jako podobne. Scharakteryzujemy
polozenie i zmiennos¢ rozkladu liczebnosci klientdéw centréow obsiugi banku ze wzgledu
na wysoko$¢ obrotéw. Do opisu zbiorowosci wykorzystano poznane juz miary, takie
jak: Srednia arytmetyczna, modalna i mediana. Po wykonaniu odpowiednich obli-
czefi otrzymano rezultaty” zamieszczone w tablicy 3.10.

Tablica 3.10. Wartosci przecietne obrotdéw w wyodrebnionych centrach

Miara Centrum I Centrum II
$rednia arytmetyczna 6 000 0000 6 000 0000
modalna 6 000 0000 6 000 0000
mediana 6 000 0000 6 000 0000

Zrbdio: obliczenia wlasne.

Dla obydwu centréw otrzymaliSmy identyczne wyniki. W dodatku liczba jedno-
stek zbiorowosci jest taka sama i wynosi 12. Czy mozemy twierdzi¢, ze obydwie zbio-
rowosci klientow pod wzgledem wysokosci obrotow sg jednakowe?

Juz na pierwszy rzut oka widzimy, ze dane opisujace centra r6znig si¢. Obroty
klientéw Centrum I sg bardziej zréznicowane niz klientéw Centrum II. W celu osza-
cowania poziomu rozproszenia stosujemy miary zwane miarami zmiennosci (rozpro-
szenia). Rozrézniamy wéréd nich miary™:

*  bezwzgl¢dne: rozstep, odchylenie przecigtne, odchylenie standardowe,

* wzgledne: wspolczynnik zmiennosci.

Bezwzgledne miary zmiennoSci sg wielko$ciami mianowanymi, wyrazonymi
w takich jednostkach, jak rozpatrywana zmienna. Wzgledne miary zmiennosci sg naj-
czesciej podawane w procentach. Dzigki temu umozliwiaja pordwnanie zréznicowa-
nia zaréwno w odniesieniu do tej samej zmiennej w réznych populacjach (wiek mez-
czyzn i wiek kobiet w chwili zawarcia pierwszego malzefistwa), jak i ze wzgledu na
roézne zmienne (na przyklad: dochody, aktywnos$¢ zawodowa, bezrobocie).

Miary te przedstawimy kolejno, ilustrujagc odpowiednimi przykladami sposéb ich
obliczania i interpretacjg.

2 Jako éwiczenie mozna samodzielnie wykona¢ odpowiednie obliczenia.
2 A. Zelia$, Metody statystyczne, Warszawa 2000.
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3.2.1. Rozstep

Rozstep jest to réznica migdzy najwigkszg i najmniejsza warto$cia zmiennej
w analizowanej zbiorowosci®. Warto$é tej miary obliczamy za pomoca wzoru:
R=X X in- (3.15)

maks ~ “* min

Rozstep jest najprostsza i najlatwiejsza do obliczenia miarg zmiennosci. Przed-
stawia zakres zmienno$ci warto$ci zmiennej w analizowanej zbiorowosci.

Rozpatrujemy obroty centréw obslugi bankéw, o ktoérych informacje podano
w tablicy 3.9. Ustalamy zakres (obszar) zmiennosci tych obrotow.

Na podstawie wzoru (3.15) otrzymujemy:

*  CentrumI: R = 11 -1 = 10 [mln zlotych],

*  CentrumIl: R = 8 -4 = 4 [mln zlotych].

Z obliczefi wynika, ze zbiorowos¢ klientéw Centrum I charakteryzuje si¢ wigksza
zmiennoscia. Obroty klientéw tej placowki znajdujg si¢ w przedziale od 1 do 11 min
ztotych, podczas gdy w Centrum II mieszcza si¢ one w przedziale 4 do 8 min zlotych.

Rozstep, opierajac si¢ na dwoch kraficowych wartosciach, jest wrazliwy na obser-
wacje nietypowe, ktore beda przyjmowac albo warto§ci maksymalne, albo minimal-
ne, czyli te, na podstawie ktorych warto$¢ tej miary jest obliczana. Nie odzwierciedla
on zréznicowania wartosci zmiennej cechy jednostek zbiorowosci. Ta sama warto§¢
rozstgpu moze charakteryzowaé rézne rozklady liczebnosci pomi¢dzy minimalng
1 maksymalng wartoScia. Rozstgp mozemy obliczy¢ na podstawie szeregu szczegdlo-
wego i szeregu rozdzielczego punktowego.

Zaprezentujemy zatem miary zmiennoSci, ktore opieraja si¢ na odchyleniach
poszczegblnych wartosci zmiennej od ich Sredniej arytmetycznej. Bedziemy ustalaé
poszczegOlne roznice pomigdzy dang wartoscig zmiennej (x;) a Srednig x . Graficznie
mozemy to przedstawic¢ tak, jak na rysunku 3.4.

X1 -X R
<4 XZ_—X_ > ;
X3-X
f—————————>
X¢-X :
Xz Xa X X3 X4

Rys. 3.4. Odchylenia wartoéci zmiennej od ich $redniej arytmetycznej

Zrodlo: opracowanie wlasne.

= Por. tez: M. Wozniak (red.), Statystyka ogolna, Krakow 2002; oraz A. Zelia$, Metody staty-
styczne, op. cit.
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Chcemy okreSli¢ srednie odchylenie poszczegdlnych wartosci zmiennej od ich
Sredniej arytmetycznej. Czy nic nie stoi na przeszkodzie, aby posluzy¢ si¢ $rednia
arytmetyczng otrzymanych réznic? Napotykamy tu pewng trudno$é, poniewaz suma
odchylen zaobserwowanych wartosci zmiennej od ich $redniej arytmetycznej jest za-
wsze rowna zeru™. W celu wyeliminowania tej przeszkody musimy pozbyé si¢ zna-
kow algebraicznych (,,+” lub ,,~”) stojgcych przed obliczonymi réznicami. Mozemy
tak postgpi¢, poniewaz interesujg nas jedynie warto$ci poszczeg6lnych odchylen,
a nie ich kierunek.

Wyeliminowanie znakéw mozna uzyskaé dwiema metodami:

*  postugujac si¢ wartoSciami bezwzglednymi roéznic |x; - X |,

* podnoszac te réznice do kwadratu (x; - x )~

Biorac pod uwage bezwzgledne wartoéci roznic, zdefiniowano odchylenie prze-
cigtnie. Kwadraty roznic bierzemy pod uwage, definiujac wariancj¢ i odchylenie stan-
dardowe.

3.2.2. Odchylenie przecietne

Odchylenie przecigtne jest srednig arytmetyczng bezwzglednych wartosci odchy-
lefi zmiennej od ich §redniej arytmetycznej”. Miara ta pozwala okreslié, o ile wartosci
zmiennej zaobserwowane dla poszczeg6lnych jednostek statystycznych odbiegaja prze-
cigtnie od $redniej arytmetycznej. Jest ona zdefiniowana nast¢pujacym wzorem:

>ix ;= )_C|
d=2 (3.16)

n

Wedlug wzoru (3.16) obliczamy odchylenie przecigtne dla szeregu szczegdlowego.

Przykliad 3.15

Wykorzystamy teraz odchylenia przecigte dla okreslenia stopnia zréznicowania
obrotéw klientéw centréw z przykladu 3.14. Srednie obroty klientéw obydwu cen-
trow wynosily 6 min zlotych (por. tablica 3.10). Przebieg obliczen niezbgdnych do
uzyskania wartoSci odchylenia przecig¢tnego przedstawiono w tablicy 3.11.

Podstawiajgc wyniki odpowiednich obliczen do wzoru (3.16), otrzymujemy:

* dlaCentruml: d, = f—(z)- =2.5 [mlIn zlotych].

* dlaCentrumIL: d, = % =0,83 [mln zlotych].

# Porownaj wlasnosc (4) §redniej arytmetycznej.
5 Por.: A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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Tablica 3.11. Obroty klientéw centréw obstugi banku oraz obliczenia pomocnicze

Centrum I Centrum II
Obroty [min zi] [x—x]| Obroty [min zi] [x; —x|
X %
7 1 5 1
2 4 6 0
3 3 4 2
11 5 7 1
5 1 6 0
9 3 7 1
6 0 5 1
1 5 6 0
8 2 8 2
6 0 5 1
10 4 7 1
4 2 6 0
él & _;l » ,%1 & _;' 0

Zrodlo: dane umowne.

Obroty poszczegdlnych klientéw Centrum I réznily si¢ od Sredniego obrotu wy-
noszacego 6 mln zlotych przecigtnie o 2,5 min ztotych. Obroty poszczeg6lnych klien-
tow Centrum II odbiegaly od Sredniego obrotu wynoszacego 6 mln zlotych przecigt-
nie 0 0,83 mln zlotych. W obydwu przypadkach wartosci §redniej arytmetycznej sa
jednakowe. Mozemy stwierdzié, ze zréznicowanie obrotéw klientdw centrum I jest
znacznie wigksze niz Centrum II.

Jesli analizujemy zmienno$¢ rozkladu liczebnosci podanego w postaci szeregu
rozdzielczego punktowego, wowczas poslugujemy si¢ nast¢pujacym wzorem:

r
Zﬂh—ﬂ
d=5

. (3.17)

z/

i=1

W przypadku szeregu rozdzielczego zmiennej cigglej obliczenia odchylenia prze-
cigtnego wykonujemy wedlug wzoru:
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>/ -5
d=8— (3.18)
b
gdzie:
x/ — Srodki przedzialow klasowych,
f; — liczebnosci w poszczegolnych przedziatach klasowych,

r
¥ f; =n — ogodlna liczebno$¢ zbiorowosci.

i=1

Przyklad 3.16

Urzad gminy pewnej miejscowosci stara si¢ o dotacj¢ z funduszy Unii Europej-
skiej na projekt zwigzany z aktywizacja malych przedsigbiorstw. Jednym z wymogéw
wniosku jest zaprezentowanie dotychczasowego zatrudnienia w malych firmach tej
miejscowosci. Dane uzyskane przez urzad zostaly podzielone na 6 klas pod wzgle-
dem wielkoSci zatrudnienia (tablica 3.12). Dla rozpatrzenia wniosku wymagana jest
charakterystyka zréznicowania zatrudnienia w malych przedsi¢biorstwach.

Tablica 3.12. Zatrudnienie w malych firmach w miejscowosci oraz obliczenia pomocnicze

i Zatrudnienie | Liczba firm x; x; - f; X/ -Xx |x/-x] - f;
Ji

1 0-5 7 2,5 17,5 797 55,79

2 5-10 10 7,5 75 2,97 29,7

3 10-15 8 12,5 100 2,03 16,24

4 15-20 4 17,5 70 7,03 28,12

S 20-25 2 22,5 45 12,03 24,06

6 25-30 1 27,5 27,5 17,03 17,03
Razem 32 X 335 49,06 170,94

Zrodto: dane umowne.

Rozpoczynamy od obliczenia zatrudnienia §redniego. Uzyjemy w tym celu $red-
niej arytmetycznej:

k
AR
~Ji i 5 . -
%= r=1k = % =10,47 [pracownikow].

i=1
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Odchylenie przecigtne obliczymy wedlug wzoru (3.18) jako:

k v po—

,.:Zlffle’x' 170,94

d==7 Y
>/

i=1

= 5,34 {pracownikow].

Zatrudnienie w poszczegdlnych firmach w rozwazanej miejscowosci rozni si¢ od
$redniego zatrudnienia wynoszacego 10,47 pracownikow przecietnie o 5,34 pracow-
nikow.

3.2.3. Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja jest miarg rozproszenia warto$ci zmiennej wokol Sredniej arytmetycz-
nej. Jest ona $rednig arytmetyczng kwadratdow odchylen poszczegblnych wartosci
zmiennej od ich §redniej arytmetycznej. Miarg t¢ definiujemy nastgpujacym wzorem:

3 (x, ~%)?
2= (3.19)
n
WlasnoSci wariancji sa nastgpujace:
1.  Wariancja jest miarg mianowana wyrazong w jednostkach zmienncj podnie-

sionych do kwadratu [j7].
k
.ZZJ'
2. Jesli oznaczymy (x; -X)* =z,,10 5% = =L jest §rednig arytmetyczna, a za-
n

tem wariancja posiada wszystkie jej wlasnosci.
3.  Wariancja stalej jest rowna zeru. Pamigtajac ze Srednia arytmetyczna stalej
jest rowna tej stalej, otrzymujemy:

> (e-cf
st=£ o
n

4. Jesli wszystkie warto$ci zmiennej pomnozymy przez stata, to™*:

ﬁj(x-c—c-)?)2

5
§2 =4 =2

n

.52,

5. Jeslirozpatrujemy zmienng Y, ktdra jest suma dwoch innych zmiennych ozna-
czonych jako X oraz X,, to wowczas wariancja zmiennej Y jest suma warian-

* Wykazanie tej wlasnosci pozostawiamy Czytelnikowi.
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cji zmiennych X, oraz X,. Tak samo jesli zmienna Y jest réznica zmiennych
X, oraz X,, to wéwczas wariancja zmiennej Y jest suma wariancji zmiennych
X, oraz X,.

W rezultacie prostego algebraicznego przeksztalcenia wzoru (3.19) uzyskujemy
wz0r, ktory nie wymaga obliczania odchylef wartosci zmiennej od ich od $redniej
arytmetycznej. Przyjmuje ona postac:

n 2 n 2 n -
_lej 2x; Zxj

= =1 =1 =2
s2=4 L =52 (3.20)
n n n

Wz6r ten jest wygodny w uzyciu, poniewaz nie wymaga obliczania odchylefi war-
toSci zmiennej od ich Sredniej arytmetyczne;.

Podobnie jak dla Sredniej arytmetycznej podajemy wzory, ktérymi poslugujemy
si¢, gdy dysponujemy szeregiem szczegdtowym wazonym oraz szeregiem rozdziel-
czym.

W przypadku szeregu rozdzielczego punktowego poslugujemy si¢ wzorem:

¥
> (5 - %)
S2 ='=lk—. (321)
Ef,»

Dla szeregu rozdzielczego z przedzialami klasowymi wariancje¢ obliczamy we-
dlug wzoru:

k v
i (x —%)*
Sz =i=1—.

(3.22)

n

Wariancja jest trudna do interpretacji, poniewaz jej mianem jest kwadrat jed-
nostki miary danej zmiennej (np. zt, szt?). Dla uzyskania miary zmiennosci wyrazo-
nej w jednostkach zgodnych z mianem rozwazanej zmiennej obliczymy pierwiastek
kwadratowy z wariancji. Tak uzyskang miar¢ nazywamy odchyleniem standardowym,

ktére jest dane jako:
s=+s?, (3.23)

Odchylenie standardowe jest Srednia kwadratowa odchylefi poszczeg6lnych war-
toSci zmiennej od ich $redniej arytmetycznej. Informuje ono, o ile §rednio wartosci
zmiennej poszczegdlnych jednostek danej zbiorowosci r6znig si¢ od ich §rednicj aryt-
metyczne;j.
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Przykiad 3.17

Wykorzystamy wariancj¢ i odchylenie standardowe do pomiaru zréznicowania
obrotéw klientéw banku podzielonych na dwa centra (zob. tabl. 3.9) Odpowiednie
obliczenia przedstawiono w tablicy 3.13.

Tablica 3.13. Wielkos¢ obrotow klientéw centréw obstugi banku oraz obliczenia pomocnicze

Centrum I Centrum I
Obroty [mln zi1] X/ =X (x{ =x)* |Obroty [min zi] X/ —-X x; - X)?

X X;
7 1 1 5 -1 1
2 —4 16 6 0 0
3 -3 9 4 -2 4
11 5 25 7 1 1
5 -1 1 6 0 0
9 3 9 7 1 1
6 0 0 5 -1 1
1 -5 25 6 0 0
8 2 4 8 2 4
6 0 0 5 -1 1
10 4 16 7 1 1
4 -2 4 6 0 0

Ogoélem X 110 Ogotem X 14

Zrédio: dane umowne.

Uzyskane wyniki podstawiamy do wzoréw na wariancj¢ (3.19) i odchylenie stan-
dardowe (3.23) i otrzymujemy:

dia Centrum I: dla Centrum II:
s34 = % =917 [mln zlotych?] 5G, = % =117 [mln zlotych?]

Sey =+/9,17 =3,03 [mln zlotych] Sea =4/1,17 =1,08 [min zlotych].
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Wielkosci obrotéw poszczegdlnych klientéw Centrum I odbiegaly od $redniego
obrotu wynoszacego 6 mln zlotych przecigtnie o 3,03 min ziotych. W Centrum II
obroty poszczegblnych klientéw réznily si¢ od $redniego obrotu, wynoszacego r6w-
niez 6 min zlotych, przeci¢tnie o 1,08 mln ztotych.

Procedurg obliczania wariancji i odchylenia standardowego dla szeregu rozdziel-
czego przedstawiamy na nastepujgcym przykladzie.

Przyklad 3.18

Powracamy do przykiadu 3.16, w ktérym rozpatrywaliSmy zatrudnienie w matych
firmach. Na podstawie wczesniej wykonanych obliczen ustalilismy, ze §rednie zatrud-
nienie X = 10,47 pracownikéw. Obliczenia prowadzace do uzyskania wariancji i od-
chylenia standardowego zamieszczamy w tablicy 3.14.

Tablica 3.14. Zatrudnienie w malych firmach oraz obliczenia pomocnicze

Obroty [min zi] Liczba firm x; x/—-x x/=-xX)? | fi-(x/=%)
Xi i
0-5 7 2,5 -7,97 63,52 444,65
5-10 : 10 7,5 -2,97 8,82 88,21
10-15 8 12,5 2,03 4,12 32,97
15-20 4 17,5 7,03 49,42 197,68
20-25 2 22,5 12,03 144,72 289,44
25-30 1 27,5 17,03 290,02 290,02
Razem 32 X X X 1342,97

Zrodlo: dane umowne.

Wariancja jest réwna:

, 134297
S =

= 41,97 [pracownik éw?].
Odchylenie standardowe réwna sig:

§ =+/41.97 = 6,48 [pracownikow].

Zatrudnienie w poszczegOlnych firmach rézni si¢ od przecigtnego zatrudnienia
wynoszacego 10,47 oséb Srednio o 6,48 oséb.
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W tym miejscu nalezy zauwazy¢, Ze migdzy warto$ciami odchylenia standardo-
wego oraz odchylenia przecigtnego zachodzi nieréwnos¢”:

s>d

s = d tylko wtedy, gdy brak jest odchylen od wartosci $redniej, co oznacza, ze oby-
dwie miary przyjmujg warto$¢ rowna zeru.

3.2.4. Wspotczynnik zmiennosci

Wspélczynnik zmiennoSci jest wzglgdna miarg zmiennoéci. Jest on ilorazem bez-
wzglednej miary zmiennosci i odpowiedniej Sredniej. Najczgsciej stosuje si¢ wspolczyn-
niki oparte na takich miarach bezwzglgdnych, jak odchylenie standardowe i odchylenie
przecietne. Jest miarg niemianowanga. Wyrazamy go w procentach. Wspolczynnik zmien-
nosci jest zdefiniowany za pomoca podanych nastgpujgcych wzorow:

*  wspdlczynnik zmiennoSci oparty na odchyleniu przecigtnym:

ra=L100% %0, (3.24)
X
Obliczona warto$¢ informuje, jaki procent §redniej arytmetycznej stanowi odchy-
lenie przecigtne.
*  wspolczynnik zmienno$ci oparty na odchyleniu standardowym:

Po=s .100% %20 (3.25)
X

Obliczona warto$¢ informuje, jaki procent $redniej arytmetycznej stanowi odchy-
lenie standardowe.

Wspdlczynnik zmienno$ci moze by¢ uzywany do poréwnan jednej zbiorowosci ze
wzgledu na zmienno$é kilku cech o r6znych mianach albo kilku zbiorowosci pod wzgle-
dem tej samej cechy. Przyjmuje sig, Ze jezeli wspolczynnik zmiennosci V; przekracza
20%, to cechy wykazuja znaczne zréznicowanie®™.

Przykiad 3.19

Chcemy zakupi¢ akcje jednej ze spolek gieldowych A lub B. Przyjetym przez nas
kryterium jest stabilno$¢ ceny. PrzeanalizowaliSmy ceny akcji dwoch interesujagcych
nas spdlek gieldowych, otrzymujac nastgpujace odchylenia standardowe:

s, =20[zljoraz sz =100{zl].

Na podstawie analizy odchylefi standardowych moglibySmy przypuszczac, ze ceny
akcji B maja wigksza zmiennos$¢, poniewaz przecigtne ceny odchylajg si¢ od swojej

7 Zalezno§¢ te mozemy wykorzystac do sprawdzenia prawidiowosci wykonanych obliczen.
2 Por.: M. Wotzniak (red.), op. cit.
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Sredniej o 100 zlotych, a ceny akcji A tylko o 20 zlotych. Na tej podstawie wybralismy
akcje spolki A.
Czy rzeczywiscie dokonaliSmy dobrego wyboru ze wzgledu na przyjete kryterium?
Najpierw sprawdzimy, ile wynosila §rednia cena akcji:

%, =40[zl] X5 =500[zl],
a nastgpnie policzymy wspblczynniki zmiennoSci:

v, =22.100% = 50%
40

vy =199 100% = 20%.
500

Teraz sytuacja przedstawia si¢ inaczej. Widzimy, Ze zmienno$¢ cen akeji B jest
mniejsza od zmiennosci cen akeji A. Odchylenie standardowe dla cen akcji B stanowi
20% Sredniej ceny akcji, a w przypadku ceny akcji A wynosi az 50%. Zatem popel-
niono blad, podejmujac decyzj¢ o zakupieniu akeji spolki A. Dopiero wspdlczynnik
zmiennosci daje nam mozliwo$¢ poréwnania dwoch zbiorowosci — w tym przypadku
cen dwoch réznych spolek gieldowych.

Przyklad 3.20

Mierzymy rozproszenie obrotéw klientéw centréw obslugi banku (por. przykiad
3.17). Wybieramy wspélczynnik zmiennoéci na podstawie odchylenia standardowego:

¢ dlaCentruml: Vs = 3’—23--100% =50,5%.,

e dla Centrum II: V. =£g—§-100%=18%.

Zmienno$¢ obrotéw klientéw Centrum I jest znacznie wigksza, wspdlczynnik
zmienno$ci wynosi 50,5%, niz obrotéw klientéw Centrum II, dla ktérego wspoliczyn-
nik ten jest réwny 18%.

3.3. Miary asymetrii

Statystyczny opis zbiorowosci nie powinien ogranicza¢ si¢ jedynie do okreSlenia
polozenia oraz zmienno$ci rozkladu liczebnosci. Moze bowiem okazac¢ si¢, ze miary
polozenia oraz zmiennosci w poréwnywanych populacjach beda przyjmowa¢ podob-
ne wartosci, a mimo to zbiorowosci te moga posiada¢ odmienny rozklad liczebnosci.
Rozklad ten moze byé symetryczny albo asymetryczny lewostronnie albo prawostron-
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nie. Do okreslenia asymetrii rozkladu mozemy uzy¢ miar potozenia. W rozkladach
symetrycznych jedna polowa rozkladu wynikow obserwacji jest lustrzanym odbiciem
drugiej. Jesli rozklad jest symetryczny, to §rednia arytmetyczna, mediana i modalna
s3 sobie rowne (por. 1ys. 3.5).

xX=M, =M,
Rys. 3.5. Rozktad symetryczny

Jesli wartosci §redniej, mediany i modalnej przyjmuja rézne wartosci, to wowczas
moéwimy o asymetrii. Jej typy przedstawiono na rysunku 3.6

Rys. 3.6. Typy asymetrii rozkiadu liczebnosci

Gdy krzywa ilustrujaca rozklad wznosi si¢ stromo do goéry a nastgpnie opada
lagodnie w d6l, to mamy do czynienia z asymetria prawostronng (Srednia znajduje si¢
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na prawo od modalnej). Jesli krzywa ta wznosi si¢ lagodnie w gore a opada stromo
w do6l, méwimy o asymetrii lewostronnej (Srednia znajduje si¢ na lewo od modalnej).

Przedstawimy teraz dwie proste miary, na podstawie ktorych bedziemy badali asy-
metri¢ rozkladu. Wskaznik asymetrii jest najprostsza miarg. Opiera si¢ na réznicy
migdzy $rednig arytmetyczng i modalna. Jest on zdefiniowany w nastepujacy sposob™:

W a=%-Mo. (3.26)

Mozemy wyrézni¢ nast¢pujace przypadki:

1. Jesli rozklad jest symetryczny, to W, = 0.
W rozkladzie symetrycznym jednakowy jest udzial jednostek o warto$ciach
zmiennej nie wigkszych i nie mniejszych od $rednie;j.

2. Jesli rozklad jest asymetryczny lewostronnie, to W, < 0.
Asymetria lewostronna (ujemna) oznacza, ze w badanej zbiorowosci prze-
wazaja jednostki o warto$ciach zmiennej wigkszych od $rednie;j.

3. Jesli rozklad jest asymetryczny prawostronnie, to W, > 0.
Asymetria prawostronna (dodatnia) oznacza, ze w badanej zbiorowosci prze-
wazajg jednostki o warto$ciach zmiennej mniejszych od §rednie;.

WskaZnik asymetrii jest miara bezwzgledng, mianowang i nie pozwala poréwny-
waé réznych rozkladéw. Ponadto okresla jedynie kierunek asymetrii, nie mowigc nic
o jej sile. Niedogodnosci te mozna wyeliminowaé, dzielac wskaznik asymetrii przez
odchylenie standardowe lub odchylenie przecigtne. W ten sposdb otrzymujemy wspél-
czynnik asymetrii, ktory jako miara wzgl¢dna, niemianowana umozliwia poréwna-
nia asymetrii rozkladow w réznych populacjach scharakteryzowanych ré6znymi zmien-
nymi. Mozemy postugiwaé si¢ wspdlczynnikiem asymetrii zdefiniowanym wzorem
(3.27) tub (3.28).

4 =M. (3.27)
f s
49 = x‘(;”o, (3.28)

*  gdy rozklad jest symetryczny, to A, = 0,
* gdy rozklad jest asymetryczny lewostronnie, to A, < 0,
* gdy rozklad jest asymetryczny prawostronnie, to A, > 0.

Wspolczynnik asymetrii okre$la zaréwno kierunek (asymetria prawo- albo lewo-
stronna), jak i jej sile. Im wigksza przyjmie warto$¢, tym asymetria jest silniejsza.

¥ Por. tez: M. Wozniak (red.), op. cit.; oraz A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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Przyklad 3.21

Ministerstwo posiada 10 samochodéw stuzbowych. Dane zamieszczone w tablicy
3.15 przedstawiajg roczny przebieg pojazdoéw w tysigcach kilometrow. :

Tablica 3.15. Przebieg samochoddw stuzbowych ministerstwa oraz obliczenia pomocnicze

Nr pojazdu Przebieg (x —X)?
[tys. km]

1 26 0,36
2 12 213,16
3 32 29,16
4 18 73,96
5 16 112,36
6 30 11,56
7 34 54,76
8 30 11,56
9 24 6,76
10 44 302,76

Razem 266 816,4

Zrbdlo: dane umowne.

Nalezy oceni€ asymetri¢ rozkladu pojazdéw ministerstwa ze wzglgdu na ich rocz-
ny przebieg.
Do uzyskania wspolczynnika asymetrii musimy obliczy¢:
* $rednig arytmetyczng:
¥ = 2066 _ =266 [tys. km].
10
Sredni przebieg samochodéw ministerstwa wynosit 26,6 tysiecy kilometrow.
* modalna:
Mo =30 [tys. km].
Wsrdd 10 pojazddw najczgstszy przebieg wynosil 30 tysigcy kilometrow.
*  odchylenie standardowe:

816,4
10

Przebiegi poszczegdlnych samochoddéw réznig si¢ od Sredniego przebiegu prze-
cigtnie 0 9,04 tysiecy kilometrow.

=9,04[tys. km].
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Obliczone wartosci podstawiamy do wzoru (3.27) i otrzymamy:
*  wspélczynnik asymetrii:
_26,6-30
9,04
Rozklad przebiegu samochod6w stuzbowych w Ministerstwie w badanym roku

charakteryzuje si¢ asymetrig lewostronng. Oznacza to, zZe przewazaja pojazdy o prze-
biegu wigkszym od Sredniego, ktory wynosi 26,6 tysiecy kilometrow.

S = —0,3 7

3.4. Miary koncentracji

Kolejng grupg miar sg miary opisujace koncentracj¢ jednostek zbiorowosci wokaét
warto$ci Sredniej. Nalezy tutaj dodac, ze koncentracja ma $cisly zwigzek ze zréznico-
waniem warto$ci zmiennej. Im wigksze jest zr6znicowanie, tym mniejsza jest koncen-
tracja.

Jedng z miar koncentracji jest wspélczynnik koncentracji. Jest on zdefiniowany
nast¢pujacym wzorem:

K=t (3.29)

gdzie:
s* - odchylenie standardowe poniesione do czwartej potegi,
s — moment centralny czwartego rzedu obliczany w nastepujacy sposob:

» dla szeregu szczegblowego:

2 (x; - %)*
p=2 (3.30)
n
* dla szeregu rozdzielczego z przedzialami klasowymi:
k U —
Z/; ) (x,. - x)4
py = (3.31)
Z/;

Miara ta informuje o skupieniu warto$ci zmiennej poszczegdlnych jednostek staty-
stycznych wokol §redniej arytmetycznej. Punktem odniesienia dla poréwnywania splasz-
czenia rozktad6w jest koncentracja w rozktadzie normalnym™. Dla rozktadu normal-
nego wspolczynnik ten wynosi 3. Zatem im K jest wigksze od 3, tym badany rozklad jest
bardziej wysmukly niz rozklad normalny (wi¢ksza koncentracja). Im bardziej K jest

¥ Rozklad normalny be¢dzie scharakteryzowany w rozdziale 6.



Miary koncentracji 81

mniejsze od 3, tym rozklad jest bardziej splaszczony niz rozktad normalny. Oznacza to
mniejszg koncentracje®'. Wspolczynnik koncentracji jest miarg wzgledng, niemiano-
wang, co sprawia, ze dzigki niemu mozemy poréwnywac badane zbiorowosci.

Modyfikacja wspéiczynnika koncentracji jest wspélczynnik ekscesu okreslany
wzorem:

Ku=tt-3, (3.32)

Odjgcie liczby 3 od wspolczynnika koncentracji utatwia interpretacjg¢, poniewaz
warto$¢ wspolczynnika ekscesu dla rozktadu normalnego wynosi zero.

Gdy:

K, = 0 - to rozklad ma koncentracj¢ charakterystyczna dla rozkladu normalnego,

K, < 0 - to rozklad jest bardziej splaszczony niz normalny (mniejsza koncentracja),

K, > 0 -torozklad jest bardziej wydluzony niz normalny (wigksza koncentracja).

Przykiad 3.22

Powr6¢my do przykladu 3.21, w ktdrym analizowali$my przebieg samochodéw
stuzbowych w ministerstwie. Teraz zbadamy koncentracj¢ rozkladu za pomocg wspdt-

Tablica 3.16. Przebieg samochodow ministerstwa oraz obliczenia pomocnicze

Nr pojazdu Przebieg x—-X (x;~Xx)*
J [tys. km]

1 26 -0,6 0,13

2 12 -14,6 45 437,19

3 32 5,4 850,31

4 18 -8,6 5470,08

5 16 -10,6 12 624,77

6 30 34 133,63

7 34 7.4 2998,66

8 30 3,4 133,63

9 24 -2,6 45,70

10 44 17,4 91 663,62

Razem 266 X 159 357,71

Zrodto: dane umowne.

3 Por. A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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czynnika ekscesu, korzystajac ze wzoru (3.32). Odpowiednie obliczenia zamieszczo-
no w tablicy 3.16.
Najpierw obliczamy warto$¢ momentu centralny czwartego rzgdu (wzér (3.30)):

_ 15935771
10

nastgpnie podnosimy obliczone wczeéniej odchylenie standardowe do potggi czwar-
tej.

W, =15935,77,

5% = (9.04)* = 6678.42.

Uzyskane wyniki podstawiamy do wzoru (3.32).

1593577

=L _3=06].
667842

Wspolczynnik ekscesu przyjal warto$¢ mniejsza od 0. Oznacza to, ze rozklad prze-
biegu pojazdow jest bardziej splaszczony niz wéwczas, gdy podlegalby rozkladowi
normalnemu.

Przyklad 3.23

W rozdziale 2 konstruowaliSmy szereg rozdzielczy przedstawiajacy rozklad li-
czebnosci 50 gospodarstw domowych. W tablicy 3.17 przedstawiono obliczenia pro-
wadzgce do uzyskania wartosci odchylenia przecigtnego, wariancji i wspéiczynnika
ekscesu. W tablicy 3.18 zebrano wartosci wszystkich przedstawionych charakterystyk
opisowych rozkladu liczebnosci gospodarstw domowych wedlug wysokosci dochodu.

Tablica 3.17. Rozklad liczebnoéci gospodarstw domowych wedlug wysokosci
dochododw oraz obliczenia pomocnicze

Dochody f x; x; -f; filx=%| | fi- =%)?| fi- (x;=%)*
1,00-1,24 4 1,12 4,48 2,44 1,486 0,552
1,24-1,48 9 1,36 12,24 3,33 1,229 0,168
1,48-1,72 15 1,60 24,00 1,94 0,252 0,004
1,72-1,96 9 1,84 16,56 0,99 0,110 0,001
1,96-2,20 6 2,08 12,48 2,10 0,737 0,090
2,20-2,44 5 2,32 11,60 2,95 1,743 0,608
2,44-2,68 2 2,56 5,12 1,66 1,379 0,951
Suma 50 X 86,48 15,419 6,936 2,375

Zrédto: obliczenia wlasne.
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Tablica 3.18. Charakterystyki rozkladu liczebnosci gospodarstw domowych
wedtug wysokosci dochodéw

Parametr

Warto$¢ parametru

wariancja

Srednia arytmetyczna X= 865,38 =1,730[tys. zl]
dal Mo=148+024— =% _160[tys 2]
mocaina A oo+ as-9)
mediana Me = 1,48+%’25i(25 ~13)=1,672[tys.zl]
0,24
kwartyl pierwszy 0, =124+ == (12,5-4)=1,467tys. z1]
kwartyl trzeci =172+ 0’924 (3,75-28)=1973[tys 21}
15,418

odchylenie przeci¢tne d= 0 - 0,308[tys z1]

, 6936

s

=0,139]tys. z1]?

odchylenie standardowe

§=4J0,139=0,372 [tys.zl]

wspolczynnik asymetrii

_1,744-1,600

As= ——=0,347
0,365

moment centralny rzedu czwartego

2,375
By = 0 = 0,047 [tys. zl]*

wspolczynnik ekscesu

K =0047 0047 5 5 480-3=-0480
(0,372)* 0,019 i

Zrodio: obliczenia wiasne.

Sredni dochod badanej grupy gospodarstw domowych wynosi 1 730 ziotych. Naj-
czgstszy dochdd jest rowny 1 600 zlotych. Pofowa gospodarstw domowych posiada
dochody nie wyzsze niz 1 672 zlotych, a polowa nie nizsze od tej wartosci. 25% gospo-
darstw osigga dochod nie wyzszy niz 1 467 ziotych, a 75% nie nizszy. Kwartyl gorny
(Qs) wskazuje, iz 75% gospodarstw posiada dochody nie wyzsze niz 1 973 zlotych,
a 25 nie nizsze od tej kwoty. Odchylenie przecigtne wskazuje, ze dochody poszcze-
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g6lnych gospodarstw réznig si¢ od dochodu Sredniego przecigtnie o 308 zlotych.
Odchylenie standardowe informuje, ze to §rednie zrznicowanie wynosi 372 zlotych.
Rozkiad charakteryzuje si¢ asymetrig prawostronna (dodatnig), a wigc w badanej
zbiorowosci przewazajg gospodarstwa o dochodach nizszych od dochodu $redniego.
Rozklad liczebno$ci gospodarstw wedlug wysoko$ci dochodéw jest bardziej smukly
niz rozklad normalny. Wartosci zmiennej sa skoncentrowane wokot Sredniej arytme-
tycznej bardziej, niz wowczas gdybySmy mieli do czynienia z normalnym rozkladem
rozwazanej zmiennej.



Analiza Rozdzial
wspotzaleznosci zjawisk 4]:

4.1. Wprowadzenie

Odkrywanie zwiazk6w zachodzacych pomigdzy zjawiskami jest jedng z podsta-
wowych umiejg¢tnosci czlowieka. Zdolnos¢ ta jest wykorzystywana w kazdym rodzaju
dzialalno$ci ludzkiej (zycie prywatne, zawodowe, nauka itp.). Na przyklad uczen
w szkole powinien odkryé¢ zalezno$¢ migdzy uczeniem si¢ a uzyskiwaniem dobrych
stopni. Pracownik powinien by¢ wynagradzany w taki sposdb, aby rozumial, ze lepsza
praca powoduje uzyskiwanie wyzszego wynagrodzenia. Makler chcialby pozna¢ za-
lezno$¢ migdzy stanami gospodarki a ceng papieréw wartoSciowych na gieldzie. Pod-
czas kampanii wyborczej sztab danego kandydata chcialby poznaé r6zne zaleznosci,
np. z iloma wyborcami powinien si¢ spotka¢ kandydat, zeby uzyska¢ dobry wynik
wyborczy, jak akcja rozdawania ulotek wplywa na ostateczny wynik wyboréw itp.
Podane przyklady §wiadcza o tym, ze poszukiwanie zaleznoSci miedzy zjawiskami
jest powszechne i stanowi bardzo wazny problem.

Przedstawimy teraz statystyczne metody badania zwiazkéw mi¢dzy zmiennymi od-
zwierciedlajgcymi roznego rodzaju zjawiska. Badania te nosza nazwg analizy wspdl-
zalezno$ci zjawisk. Analiza moze dotyczyé zardwno zjawisk, ktére mozemy zmie-
rzy¢ i wyrazi¢ w postaci liczbowej odpowiednich jednostkach (np. w metrach, sztukach
itp.) lub warto$ciowo w jednostkach pieni¢znych, jak i zjawisk, ktore s3 niemierzalne
i najczgscie) okresla si¢ je slownie, tak jak na przyklad: preferencje, uczucia, wyksztal-
cenie® itp.

W badaniach wspoéizaleznosci mozemy interesowaé si¢ zwigzkami migdzy dwo-
ma zjawiskami, ktére mozemy wyrazi¢ przez zmienne, ktore oznaczymy jako X'iY.
Zwigzek migdzy nimi mozemy przedstawié graficznie w postaci diagramu kore-
lacyjnego. W ukladzie wspolrz¢dnych zaznaczamy kolejne punkty odpowiadajace
wynikom obserwacji. Kazda obserwacja jest opisana przez parg liczb: x; orazy, beda-

3 A. Zelias, Metody statystyczne, op. cit.
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cych realizacjami zmiennych X i Y, gdzie symbol i oznacza numer jednostki staty-
stycznej (i = 1, 2,..., n).

Na przyklad badajgc zwigzek miedzy wzrostem i masa ciala, przeprowadzimy
obserwacje, w ktorej jednostkami sa osoby. Kazdej z nich przypisano parg liczb (x,, ;)
bgdacych odpowiednio warto$ciami zmiennej X (wzrost) oraz zmiennej Y (masa cia-
ta). Punkty na wykresie sg ilustracjg wynikéw obserwacji. Przykladowg postaé zwigz-
Ku przedstawiono na rysunku 4.1.

S

Yi

Yi |- ®

X1 xi
Rys. 4.1. Diagram korelacyjny migdzy zmiennymi Xi Y

Zrddlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie diagramu korelacyjnego mozemy uzyskaé odpowiedZ na nastgpu-
jace pytania:

1) czy migdzy rozpatrywanymi zmiennymi wystepuje zwigzek?

2) jaka jest jego postac; liniowa czy nieliniowa?

3) jaki jest kierunek powiazan; dodatni czy ujemny?

4) czy mozemy traktowac te powigzania jako silne?

Na podstawie wizualnej analizy mozemy uzyska¢ wazne wskazowki co do dalsze-
go postgpowania badawczego. Biorac pod uwage uklad punktéw, mozemy powie-
dzie¢, ze pomiedzy rozpatrywanymi zmiennymi wystgpuje zwigzek, poniewaz punkty
nie s3 rozrzucone chaotycznie po calej powierzchni ukladu, ale tworzg smugg, ktdra
sugeruje wystepowanie zwiazku. Punkty obrazujace obserwacje empiryczne ukladajg
si¢ w lini¢ prosta, dlatego mozemy przypuszczaé, ze mamy do czynienia ze zwigzkiem
o postaci liniowej. Kierunek powigzain zmiennej Y i zmiennej X jest dodatni, ponie-
waz wzrastajgcym wartoSciom zmiennej X odpowiada wzrost Srednich warto$ci zmien-
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nej Y. Mozemy przypuszczaé, ze zwigzek ten jest dos¢ silny, poniewaz rozproszenie
punktéw nie jest duze. ,

Inng postaé zwigzku przedstawia diagram korelacyjny — rys. 4.2. Jest to zwigzek
nieliniowy, w tym wypadku paraboliczny. Moze on wystgpowaé mi¢dzy zmienng Y
(koszty jednostkowe) oraz zmienng X (wielko$¢ produkcji). Zwigzek nieliniowy moze
mie¢ rOwniez inng postaé, na przyklad: funkcji hiperbolicznej, wykladniczej, potggo-
wej, logistycznej.

koszt jednostkowy w tys. zi.
w

0 t } t }
05 1,5 2,5 35 4,5

wielko$¢ produkciji w tys. sztuk

Rys. 4.2, Wspdizaleznos§¢ migdzy kosztami jednostkowymi i wielkoScia produkcji

Na podstawie diagramu korelacyjnego mozemy ustalié, ze wystepuje do$¢ silny
zwigzek mig¢dzy dlugoscig serii i kosztami jednostkowymi. Paraboliczny ksztalt ozna-
cza zmiang kierunku powigzai z ujemnego na dodatni. Oznacza to, ze istnieje pewna
optymalna dlugo$¢ serii, po przekroczeniu ktérej nalezy oczekiwaé wzrostu kosztow
jednostkowych.

Stwierdzenie zwigzku migdzy zmiennymi tylko na podstawie diagramu korela-
cyjnego nie moze zadowoli€ statystyka. Prawidlowosci te s3 bowiem sformutowane
nieprecyzyjnie. B¢dziemy zatem poszukiwaé odpowiednich miernikéw, ktore pozwola
zmierzy¢sile 1 ustali¢ kierunek powigzan mi¢dzy rozpatrywanymi zmiennymi. W dal-
szym ciagu bedziemy stara¢ si¢ ujaé te relacje w postaci liczbowej, wykorzystujac
w tym celu metody statystyczne. W tym zakresie mozemy zastosowaé dwa $cisle ze
sobg powigzane ujgcia, a mianowicie analiz¢ korelacji i analizg regres;ji.

Zwiazek korelacyjny wystepuje wowczas, gdy wartoéciom jednej zmiennej sg przy-
porzadkowane warunkowe rozklady drugiej zmiennej. Je$li warunkowy rozklad
ujmiemy sumarycznie za pomocg wartosci Sredniej, to mozemy powiedzie¢, ze w zwiaz-
ku korelacyjnym warto$ciom jednej zmiennej przyporzadkowane sa Srednie warun-
kowe drugiej zmienne;j.
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W tablicy 4.1 podano przykladowy rozkiady liczby m¢zczyzn i kobiet wediug wie-
ku w chwili zawarcia malzefstwa. Tablic¢ t¢ nazywamy tablica korelacyjng. Zesta-
wiono w niej dwa szeregi rozdzielcze. Rozklad liczby m¢zczyzn (kolumny) i liczby
kobiet (wiersze) wedlug wieku w chwili zawarcia malzenstwa. Wiekowi m¢zczyzny
[kolumna (1)] jest przyporzadkowany $redni wiek kobiet [kolumna (11)]. Zwigzek
ten przedstawiono na rysunku 4.3.

60

50' [
40 °

30 A b

$redni wiek kobiet

20 ®

15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 4049 50-59
wiek mezczyzn

Rys. 4.3. Zwiazek migdzy wiekiem mezczyzn i Srednim wiekiem kobiet
w chwili zawarcia mafzenstwa w Polsce w 2000 roku

4.2. Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona jest jednym z najczgéciej stosowanych
miernikéw powigzania migdzy zmiennymi®2. Wspélczynnik ten znajduje zastosowa-
nie, gdy zmienne s3 rezultatem pomiaru w skali przynajmnie)j interwalowej. Jest on
zdefiniowany jako:

H(X.Y)= cov(X,Y) ’ (4.1)
Jvar(X)-var()

gdzie:

var (X), var (Y) — wariancje zmiennych® X i Y,

cov (X, Y) — kowariancja mi¢dzy zmiennymi X i Y.
2 Por.np. M

ska, Statys,

3 Miary te




Tablica 4.1. Rozkfad liczby mezczyzn i kobiet wedtug wieku w chwili zawarcia malzenstwa w Polsce w 2000 roku

Wiek Wiek kobiet (X) Sredni wiek
mezczyzn kobiet
(Y) 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 X;
x; 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 475 52,5
(1) (2 (3 (4) ) (6) (7) (8) ) (10) n
15-19 17,5 3498 1848 79 11 1 0 0 0 19,38
20-24 22,5 16714 60412 8335 444 70 7 2 7 22,08
25-29 21,5 4577 41370 25630 2265 354 83 27 12 24,33
30-34 32,5 653 5813 8108 3529 804 265 75 15 27,29
35-39 37,5 142 1311 2452 2043 1273 572 211 57 31,12
40-49 45 73 470 1114 1412 1682 2028 1449 646 38,36
50-59 55 11 51 133 200 398 851 1684 5879 49,01
Sredni wiek mezczyzn 23,13 25,08 28,50 34,16 39,89 44,82 49,00 53,74 X

Zrc’)dio: »Rocznik Demograficzny”, GUS, Warszawa 2001.
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S (x5 —%)- (3 - F)
cov(X,Y) ==l R (4.2)
n

3 (x, - ¥ Sy, -7
var(X)==——; var(Y)==b——
n

n

>

zatem:

§<x,.—f)-(.v,-—f>

r= 7 : (4.3)

>f:l<xi % %(.vi -p)?
n ) n

W obliczeniach wygodniej jest postugiwaé si¢ wzorem, ktory uzyskujemy, uprasz-
czajac przez n utamek dany wzorem (4.3). Otrzymujemy w rezultacie™:

5 (%, ~ %) - F)
r=—= = : (4.4)
J S (5 =920~ )

Wspélczynnik korelacji liniowej przyjmuje wartosci z przedzialu [-1; 1]
i okres$la zarowno silg, jak i kierunek powigzan mi¢dzy zmiennymi.
Korelacja liniowa moze by¢:
» dodatnia - jezeli wzrostowi warto$ci jednej zmiennej towarzyszy wzrost Sred-
nich wartosci drugiej zmienne;j,
* ujemna - jezeli wzrostowi jednej zmiennej odpowiada spadek Srednich war-
tosci drugiej zmiennej.

Rozpatrzmy nastepujace szczeg6lne przypadki.
Je$li r = -1, to zachodzi Scisla liniowa zaleznosc; jest to korelacja doskonata
ujemna. Przedstawia jg rysunek 4.4.

3 Dla uproszczenia zapisu, we wzorze (4.4) pominieto symbole zmiennych (XY). Postepowa-
nic takie jest uzasadnione, gdy nie be¢dzie nieporozumienia co do jednoznaczne;j interpreta-
cji wynikow.
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'Y
Rys. 4.4. Korelacja liniowa doskonala ujemna

Gdy r = 0, to wowczas brak jest korelacji liniowej, co zilustrowano na rysunku 4.5.

A

Y

P
Rys. 4.5. Brak korelacji liniowej

r = 1 oznacza, ze zachodzi $cista liniowa korelacja dodatnia; jest to korelacja
doskonala dodatnia, kt6ra przedstawiono na rysunku 4.6.

4
Y

Py
Rys. 4.6. Doskonala korelacja liniowa dodatnia
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Kierunek zwigzku okre$la znak algebraiczny (,,+” lub ,,-), za$ jego sile war-
to§¢ bezwzgledna wspodlczynnika korelacji. Okre$lenie sily powigzan ulatwiaja pro-
ponowane w literaturze przedzialy bezwzgl¢dnych wartosci | r |, ktérym przypisano
odpowiednig interpretacje. Podano je w tablicy 4.2.

Tablica 4.2. Interpretacja wartoéci bezwzglednych wspéiczynnika korelacji liniowej Pearsona

Wartos¢ bezwzgledna Interpretacja
wspolczynnika
Irl
0,0-0,2 brak zwiazku liniowego migdzy zmiennymi
0,2-0,4 korelacja liniowa wyraZna, lecz staba
0,4-0,7 korelacja liniowa umiarkowana
0,7-0,9 korelacja liniowa znaczaca
0,9-1,0 korelacja liniowa bardzo silna

Zrodlo: A. Zelias, Metody statystyczne, Warszawa 2000.

Na szczeg6lng uwage zasluguje réwna lub bliska zeru warto$¢ wspolczynnika
korelacji. Musimy pamigtaé, ze wspolczynnik korelacji Pearsona jest miarg zalezno-
Sci liniowej. W zwiazku z tym r = 0 moze oznacza¢ jedynie brak korelacji liniowej
migdzy zmiennymi, a nie brak jakichkolwiek powigzan.

Wspdlczynnik korelacji liniowej Pearsona charakteryzuje si¢ symetria. Oznacza
to, ze warto$¢ tej miary jest taka sama zaréwno przy badaniu zalezno$ci migdzy
zmienng X i Y, jak i przy rozwazaniu zalezno$ci migdzy zmienng Y1 X, czylir (Y, X)
= 1 (Y, X). Na przyklad zalezno$¢ migdzy wzrostem i masg ciala bedzie taka sama,
jak zalezno$¢ migdzy masa ciala i wzrostem.

Przyklad 4.1

Wladze miasta opracowujg plany dotyczace ochrony przeciwpozarowej. Jednym
z punktéw analizy jest sprawdzenie, czy wystgpuje zwiazek mi¢dzy rozmiarami znisz-
czef spowodowanych pozarami a odlegloscia najblizszej jednostki strazy pozarnej od
miejsca pozaru. Zgromadzono dane o dwunastu pozarach, ktére mialy miejsce na
terenie miasta. Informacje zostaly podane w tablicy 4.3.

W celu sprawdzenia, czy wystgpuje zalezno§¢ migdzy zmiennymi X i Y, sporza-
dzimy diagram korelacyjny (rysunek 4.7).

Na podstawie wykresu mozemy przeprowadzi¢ wst¢pna analiz¢. Widzimy, ze za-
znaczone punkty ukladajg si¢ w taki sposob, ze mozemy przypuszczaé, iz zwiazek
migdzy zmiennymi ma postac liniowg. Ponadto wraz ze wzrostem warto$ci zmiennej
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Tablica 4.3. Dane dotyczace pozaréw w miescie
L.p. Odleglos¢ siedziby strazy Zniszczenia
pozarnej od pozaru [km] [tys. z1]
X; Yi
1 5,1 91,7
2 2,7 62,3
3 6,9 109,6
4 35 80,9
5 4,7 96,3
6 8,3 126,0
7 1,1 49,4
8 45 78,1
9 3,9 68,6
10 6,5 109,6
i1 32 84,0
12 1,7 60,6
Zrodio: dane umowne.
140
120 1
= L 2R 2
i 100
£ ®e
= 80 1 %o 'S
g 2
S 60 *
2 .
S 40 1
20
0 T L L) T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 9

Rys. 4.7. Diagram korelacyjny wielkosci zniszczefi wzgledem odleglosci miejsca pozaru

X — odleglo$¢ [km]

od siedziby strazy pozarnej
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X rosna roéwniez wartosci zmiennej Y. Mozemy stwierdzié, Ze wyste¢puje liniowa ko-
relacja dodatnia. Poniewaz punkty sa niezbyt rozproszone, przeto mozna wniosko-
wac, ze zwigzek ten jest raczej silny. Dla sformulowania bardziej precyzyjnych wnio-
skow obliczymy warto$¢ wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona. W tablicy 4.4
przedstawiono przebieg obliczeh pomocniczych.

Tablica 4.4. Obliczenia pomocnicze do obliczenia wspotczynnika korelacji dla przyktadu 4.1

L.p. | Odleglos¢ | Zniszczenia| x;,—X | (x;=X)2| yi=¥ | 0:i=Y)*| (% =%) (v:i=¥)
[km] [tys. zi]
X; Vi
1 51 91,7 0,79 0,62 | 697 48,58 5,51
2 2,7 62,3 -1,61 2,59 |-22,43| 503,10 36,11
3 6,9 109,6 2,59 6,71 | 24,82 | 616,03 64,28
4 3,5 80,9 -0,86 0,74 | -3,88 15,05 3,34
5 4,7 96,3 0,34 0,12 | 11,52 | 132,71 3,92
6 8,3 126,0 394 | 15,52 | 41,27 | 170321 162,60
7 1,1 49,4 -3,26 | 10,63 |-35,38( 1251,74 115,34
8 4,5 78,1 0,19 0,04 | -6,68 | 44,62 -1,27
9 39 68,6 -0,41 0,17 |-16,13| 260,18 6,61
10 6,5 109,6 2,14 4,58 | 24,82 | 616,03 53,11
11 3,2 84,0 -1,16 1,35 | -0,73 0,53 0,85
12 1,7 60,6 -2,66 7,08 | -24,18| 584,67 64,32
Razem 51,8 1016,8 X 50,14 X 5776,48 514,72

Zrédlo: dane umowne.

* $rednia arytmetyczna:
ry Yy

- 518 .
X= _lé— =431[kilometry], y= 1—0%26—-% =84,73 [tys. zlotych],
* odchylenia standardowe:

s, = J%li = 2.04kilometry], 5, = 1’—5—7—22’—‘@ = 21,94 [tys. zlotych].

Nastgpnym krokiem jest obliczenie kowariancji wedlug wzoru (4.2):
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S (e - B)y,— ¥)=514,72,
i=l

SOV(X, 1) == 514,72 = 4289,

Korzystajac ze wzoru (4.3), obliczamy warto$¢ wspdlczynnika korelacji liniowe;j
Pearsona:

42,89

Fe=—=2 0,956,
2,04-2194

b

Na podstawie otrzymanego rezultatu mozemy stwierdzic¢, ze zwigzek miedzy od-
legto$cig miejsca pozaru od jednostki strazy pozarnej a wielkoScig zniszczen spowo-
dowanych pozarem jest bardzo silny i ma kierunek dodatni (por. rys. 4.7). Oznacza
to, ze jesli wzrasta odleglo$¢ siedziby strazy od miejsca pozaru nalezy oczekiwaé wzro-
stu zniszczen spowodowanych wypadkiem. Zatem wladze miasta powinny zoptyma-
lizowa¢ liczbe jednostek pozarniczych w taki sposob, aby odleglos¢ od potencjalnego
pozaru byla jak najmniejsza. Powinno to doprowadzi¢ do zmniejszenia wielkoSci strat.

W rzeczywistosci rozwazane zjawisko jest ksztaltowane przez wiele czynnikow.
Uwarunkowania tego typu mozemy bada¢ za pomoca metod analizy korelacji czast-
kowej i wielorakie;j.

4.3. Wspotczynnik korelacji czagstkowej Kendalla

Analiza korelacji czgstkowej polega na badaniu zwigzku migdzy dwiema zmien-
nymi, przy wylaczeniu wplywu pozostalych zmiennych. W tym celu mozemy postuzyé
sic wspolczynnikiem korelacji czastkowej®.

Rozpatrzymy najprostsza sytuacj¢, w ktdérej rozwazamy trzy zmienne oznaczone
odpowiednio: X, Y, Z. Bedziemy dazy¢ do ustalenia kierunku i sity powigzah miedzy
dwiema zmiennymi przy wylgczeniu oddzialywania trzeciej, czyli:

* migdzy Y a X przy wylaczeniu wplywu Z,

* miedzy Y a Z przy wylaczeniu wplywu X,

* miedzy X a Z przy wylaczeniu wplywu Y.

Dla wymienionych sytuacji ustalimy odpowiednio warto$ci nastgpujacych wspot-
czynnikow korelacji czastkowej:

% Por. G.U. Yule, M.G. Kendall, Wstgp do teorii statystyki, Warszawa 1966.
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Poszczegblne wspolczynniki bedziemy oblicza¢ wedlug nastgpujacych wzordw:

rxz= l'm'z—rrz'r'.\z‘, s 4.5)
JU=13) (- r)

rizx =——s :’TX : 7'.\'27 s (4.6)
VU=r3)-(1=137)
rizy = [z 7oy rg 4.7)

JA=r5) (-1

Wspolczynniki korelacji liniowej migdzy dwiema zmiennymi (ryy, Iy, I'yz) obli-
czamy jako wspolczynniki korelacji liniowej Pearsona zgodnie ze wzorem (4.4).

Wspolczynnik korelacji czastkowe) przyjmuje wartosci z przedziatu [-1; 1). In-
terpretacje sily zwigzku, podobnie jak w przypadku wspolczynnika korelacji liniowej
Persona, ulatwi zestawienie podane w tablicy 4.2. Za kazdym razem nalezy zazna-
czyC, Ze jest to zwiazek przy ustalonym poziomic zmiennej kontrolowane;.

Przyklad 4.2

Firma doradcza otrzymala zlecenie od inwestora, ktory chee zainwestowac kapi-
tal w amerykanski przemysl filmowy. Inwestor oczekuje odpowiedzi na pytanie, czy
dochody generowane przez produkcje filmowe zalezg od wysokosci nakladéw ponie-
sionych na te przedsi¢gwzigcia.

Uwzgledniajac specyfike branzy, specjalidci z firmy uznali, Ze ponoszone naklady
nalezy podzieli¢ na dwie grupy kosztowe: koszty produkcji oraz koszty promocji. Okre-
$lono tez wielkoS¢ proby, ktéra stanowic bedzie 20 losowo wybranych filméw. Anali-
tycy otrzymali nastepujace dane w milionach dolaréw (tablica 4.5).

Analiza bedzie wymagala okre$lenia wspdlczynnikéw korelacji czastkowej. Na
poczatku musimy obliczy¢ wspoélczynniki korelacji liniowej Pearsona dla zmiennych
X (dochody), Y (koszty produkcji) i Z (koszty promocji) zgodnie ze wzorem (4.1).
Otrzymali$my nast¢pujgce wartosci:

r,, =087,
r,, = 0,88,
r,, = 0,64.

Na podstawie uzyskanych wynikéw stwierdzamy, ze jesli dazymy do zwigkszenia
dochodéw, to musimy liczy¢ si¢ z poniesieniem wigkszych kosztow produkcji oraz
wigkszych kosztow promocji. Pomi¢dzy rozpatrywanymi zmiennymi wyst¢puje bo-
wiem znaczaca korelacja o kierunku dodatnim. Wyrdznione grupy kosztéw polaczo-
ne s zwiazkiem o kierunku dodatnim i umiarkowanej sile.
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Tablica 4.5. Dochody i koszty z produkgji filmowych w milionach dolaréw

Film Dochdd brutto | Koszty produkcji | Koszty promocji

l Yi X; Z

1 28 42 1,0
2 35 6,0 3,0
3 50 5,5 6,0
4 20 33 1,0
5 75 12,5 11,0
6 60 9,6 8,0
7 15 2,5 0,5
8 45 10,8 5,0
9 50 8,4 3,0
10 34 6,6 2,0
11 48 10,7 1,0
12 82 11,0 15,0
13 24 3,5 4,0
14 50 6,9 10,0
15 58 7,8 9,0
16 63 10,1 10,0
17 30 5,0 1,0
18 37 7,5 5,0
19 45 6,4 8,0
20 72 10,0 12,0

Zrédlo: dane umowne.

Nastepnie, korzystajac ze wzoréw (4.5)—(4.7), obliczamy wartoéci wspolczynni-
kow korelacji czastkowe;:
0,87-0,88-0,64
ryx.z = ro— >
JI1-(0.88)°]-[1- (0,64)?]

=0,84.
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Korelacja miedzy dochodami a kosztami produkc;ji filmu przy ustalonych kosz-
tach promocji jest znaczaca, dodatnia.

0,88-0,87-0,64

rp i = =086,
T - 877 11— (0,64)°]

Korelacja miedzy dochodami a kosztami promogji filmu z wylgczeniem oddzialy-
wania kosztow produkc;ji jest rowniez znaczgca i dodatnia.

0,64—0,87-0,88 _
J1-(0,87)2)-[1 - (0,88)2]

rxzy = -0,54.

Korelacja miedzy kosztami produkcji a kosztami promocji przy ustalonych do-
chodach z produkcji filmowej jest umiarkowana i ujemna.

W tym miejscu nalezy zwrdcié uwage, ze wspolczynniki korelacji prostej i czgst-
kowej moga réznié si¢ zaréwno co do znaku, jak i co do wartosci bezwzgledne;.

4.4. Wspotczynnik korelacji wielorakiej

Wspolczynnik korelacji wielorakiej (wielokrotnej) informuje o sile zwigzku
miedzy wybrang zmienng, ktora bgdziemy okresla¢ mianem obja$nianej, a calym ze-
spolem zmiennych, nazywanych obja$niajacymi™.

W rozpatrywanym przypadku trzech zmiennych (jednej objasnianej i dwoch ob-
ja$niajacych) wspoélczynnik ten jest zdefiniowany wzorem:

(4.8)

2 2 2
_ frixtriz—étrmcryzirxz
Ry.xz= -2 :
~riz

Wspolczynnik korelacji wielorakiej przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1]. Infor-
muje on jedynie o sile zwigzku, nie méwiac nic o jej kierunku, albowiem w zbiorze
zmiennych objasniajacych nie wszystkie musza mie¢ ten sam kierunek powigzaf ze
zmienng objasniana.

Nalezy zawsze braé¢ pod uwagg, Ze na uzyskang warto$¢ wspolczynnika korelacji
wielorakiej ma wplyw nie tylko sila zalezno$ci migdzy zmienng objasniang a zmien-
nymi objasniajacymi, ale takze sila zaleznosci pomigdzy zmiennymi objasniajgcymi.
Silne skorelowanie zmiennych objasniajacych moze powodowaé sztuczne podwyz-
szenie wartosci wspdlczynnika i utrudniaé prawidlows interpretacje. Z tego powodu

% Por.: A. Zelias, Metody statystyczne, op. cit.
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do zbioru zmiennych objas$niajacych nalezy dobieraé¢ zmienne w taki sposéb, by nie
byly one ze soba skorelowane lub byly skorelowane w jak najmniejszym stopniu®’.

Jesli bedziemy rozwazaé tylko dwie zmienne (Y1 X), to mozemy przyjaé; ze ry, = 0
oraz ry; = 0. Wtedy:

_ 2 _ .
Ry x =y =y

Dochodzimy zatem do wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona, ale w ten spo-
sob mozemy ustali¢ tylko sil¢ zwiazku zmiennych X i Y, a nie potrafimy okresli¢ kie-
runku powiazan.

Interesujgcy interpretacj¢ posiada kwadrat wspolczynnika korelacji wielorakiej
(R}.xz) noszacy nazwe wspéltczynnika determinacji. Wyrazony w procentach infor-
muje, jaki procent zmienno$ci zmiennej objasniane;j jest wyjasniony przez zmienno$¢
zespolu zmiennych objasniajacych. Innymi slowy wspolczynnik ten wskazuje, jaki pro-
cent zmiennoSci zmiennej objasnianej mozemy wyrazi¢ jako liniowa funkcj¢ zmien-
nych objasniajgcych. Dopelnienie do jednosci wspodlczynnika determinacji jest nazy-
wane wspélczynnikiem braku determinacji lub wspélczynnikiem zbieznosci,
ktérego wartos§é obliczamy wedlug wzoru:

PFyz =1- sz'..\'z . 4.9)

Wspolczynnik braku determinacji wyrazony w procentach wskazuje, jaki procent
zmiennoSci zmiennej objasnianej nie jest wyjasniony przez zesp6l przyjetych zmien-
nych objasniajacych. Uwazamy, ze jest to rezultat zmiennoSci czynnikéw traktowa-
nych jako przypadkowe.

Przyklad 4.3

Powr6¢my do przykladu 4.2. dotyczacego produkcji filmowych. Sprébujmy okre-
§li¢ sile zwigzku miedzy dochodem i kosztami produkcji i promocji.

Rywn \/(0,87)~ +(088) ~2:087-088-0.64 _ o,

1-(0,64)>

Zwiazek migdzy dochodem a kosztami produkcji i promocji tacznie jest bardzo
silny.
Wspodlczynnik determinacji rowny:

R2_ =09409,

v.xZ
wyrazony w procentach informuje, ze zmienno$¢ dochod6éw generowanych przez pro-

dukgcje filmowe w 94,09% jest wyjasniona przez faczna zmienno$¢ kosztoéw produkcji
i kosztow promocji.

¥ Por. tez: A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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Wspoiczynnik braku determinacji rowny:*
92 . =1-0.9409=0,0591,

oznacza, ze 5,91% zmiennosci dochodéw z produkcji filmowej jest niewyjasniona
przez zmienno$¢ kosztéw produkcji i promocji.

4.5. Wspotczynnik korelacji rang Spearmana

W badaniach zwigzkéw migdzy zjawiskami mozemy mie¢ do czynienia z cechami
o charakterze jakoSciowym, kt6rych nie da si¢ bezposrednio zmierzy¢. Czasami brakuje
odpowiednich danych, aby ustali¢ wartosci wspdlczynnika korelacji liniowej Pearsona.

Sytuacja taka moze na przyklad wystapi¢ w przypadku badania zaleznosci miedzy
opiniami krytykéw filmowych dotyczacych wyswietlanych wlasnie filmow albo przy
analizowaniu zwiazku mi¢dzy uzdolnieniami do matematyki i do historii. Podobnie
nie bedziemy mogli wykorzysta¢ wspolczynnika korelacji Pearsona, jesli bedziemy
mie¢ dostep jedynie do informacji o uszeregowaniu firm pod wzglgdem zysku i wy-
placanej dywidendy, bez dokladnych danych liczbowych o tych wielkoSciach.

W takich przypadkach mozemy postuzy¢ si¢ wspdlczynnikiem korelacji rang
Spearmana. Miara ta pozwala bada¢ zaleznos§¢ w sytuacji, gdy poszczegdlnym zmien-
nym mozna nadac¢ rangi. Rangowanie oznacza, ze kazdej obserwacji przyporzadko-
wujemy numer w uporzadkowanym zbiorze wartosci zmiennej. W prosty sposob ran-
gowanie mozemy zilustrowaé na nastgpujacym przykiadzie:

W szkole nauczyciele WF czgsto zaczynaja zajgcia od zbidrki polegajacej na tym,
Ze uczniowie ustawiaja si¢ wediug wzrostu (cechg jest tu wzrost), a nast¢pnie na ko-
mende: , kolejno odlicz”, uczniowie podaja kolejne liczby odpowiadajgce ich miejscu
w szeregu. To wiasnie jest rangowanie. Na przyklad wéréd 10 ucznidéw najwyzszy
otrzymuje 1, a najnizszy 10. W taki sam spos6b bedziemy porzadkowaé zbiorowosci
pod wzgledem innych rozwazanych cech.

W przypadku wspolczynnika korelacji rang Spearmana dang zbiorowo$¢ bedzie-
my porzadkowac za pomoca rangowania pod wzgledem dwoch zmiennych, czyli kaz-
da obserwacja begdzie miata przypisane réownoczes$nie dwie rangi, odpowiednio ze
wzgledu na pierwsza (Y) i druga ceche (X).

Wspodlczynnik korelacji rang Spearmana obliczamy z nast¢pujacego wzoru:

G'Zn:(xi _yi)2
= 4.10
’ n-(n*-1) ( )

# Podobnie jak w przypadku wspoiczynnika korelacji Pearsona, w symbotu wspotczynnikéow
determinacji i braku determinacji mozna pomina¢ symbole zmiennych, jesli nie bgdzie nie-
porozumienia przy interpretacji.
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Miara ta przyjmuje wartoSci z przedziatu [-1; 1].

Gdy:

r,=1 - korelacja jest doskonala dodatnia, wystgpuje petna zgodnos¢ uporzad-
kowan pod wzglgdem badanych zmiennych,

r, =0 - brak korelacji, brak zgodnosci uporzadkowan,

r, = -1 - korelacja jest doskonala ujemna, wystepuje pelna przeciwstawnoS¢ upo-
rzadkowaf.

Pozostate wartosci r, (co do sily i kierunku powigzan) interpretujemy w taki sam
sposéb, jak wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona (por. tablica 4.2).

Przyklad 4.4
Poproszono dwéch znawcdéw malarstwa, aby kazdy z nich wyrazil opinie o 10

obrazach, uporzadkowujac je od najlepszego do najgorszego i nadajac poszczegdl-
nym dzietom rangi od 1 (najlepszy) do 10 (najgorszy). Gdyby obaj znawcy byli zgodni
w swych opiniach, to rangowanie wygladaloby tak, jak to podano w kolumnie A tabli-
cy 4.6. Jezeli znawcy byliby dokladnie przeciwnego zdania, to ranking przedstawialby
si¢ tak jak w kolumnie B.

Tablica 4.6. Wyniki rangowania obrazow przez dwdch znawcéw malarstwa oraz obliczenia

pomocnicze
A. Idealna zgodno$¢ ocen B. Idealna niezgodno$¢ ocen
Obraz | Znawcal | Znawca 2 (x;-y)? Znawcal | Znawca2 (x; —y)?
X; Ji X; Yi
1 5 5 0 5 6 1
2 10 10 0 10 1 81
3 1 1 0 1 10 81
4 2 2 0 2 9 49
5 6 6 0 6 5 1
6 8 8 0 8 3 25
7 3 3 0 3 8 25
8 4 4 0 4 7 9
9 7 7 0 7 4 9
10 9 9 0 9 2 49
Razem X X 0 X X 330

Zrbdlo: dane umowne.
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Obliczmy wspoiczynnik korelacji rang Spearmana dla dwoch sytuacji: A i B.

Sytuacja A Sytuacja B
S(-v) =0, 5(x-y,) =330
i=l i=1
Podstawiajac do wzoru (4.10), otrzymujemy:
Sytuacja A Sytuacja B
pemle—00 g1, =130 180, 5
10-(10% -1) 10-(102 -1) 990

Widzimy, ze jezeli znawcy byli zgodni co oceny obrazéw, to korelacja byla dosko-
nala dodatnia. Natomiast jezeli byli dokladnie przeciwnego zdania, to korelacja byla
doskonala ujemna. Sp6jrzmy na odpowiednie diagramy korelacyjne (rys. 4.8).

Sytuacja A Sytuacja B
12 ytuac] 12 ytuacj
10 o ° 10 * .
> 8 ° ¢ > 8 * °
6 L 6 L
L ] ®
4 ° 4 [ ]
[ ] *®
2 ° 2 U
L ] [ ]
0+ T v v v 0+ T T - -
0 25 5 15 10 0 25 5 15 10
X X

Rys. 4.8. Diagramy korelacyjne dla przykiadu 4.4

W tym miejscu nalezy zwr6ci¢ uwage na to, ze jezeli w badanej zbiorowosci wy-
stepuja jednostki o takiej samej wartosci cechy (np. znawca malarstwa oceni dwa
obrazy jednakowo), to przypisuje si¢ im rang¢ réwng Sredniej arytmetycznej z kolej-
nych rang. Na przykiad dwa obrazy powinny otrzyma¢ kolejno rangg 5 i 6, ale ze
wzgledu na to, ze s3 jednakowo ocenianc przez krytyka, otrzymaja rangg b¢daca $red-

5+6

nia arytmetyczng z tych rang, czyli =3.5 . Nast¢pny z kolei uzyska range 7. Ran-

gi tego typu s3 okre$§lane mianem wigzanych.

Przyklad 4.5

Analityk banku inwestycyjnego otrzymal zadanie sprawdzenia stopnia powiaza-
nia zysku z wielkoscig aktywdw przedsi¢biorstw, ktorych akcje posiada ten bank, majac
do dyspozycji wyniki dwoch rankingdw, ktdre zostaly przedstawione w tablicy 4.7.
Rankingi sg tak skonstruowane, ze przedsi¢biorstwo o najwi¢kszym zysku lub o naj-
wigkszych aktywach otrzymalo ,,10”.
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Tablica 4.7. Ranking przedsi¢biorstw pod wzgledem aktywow i zysku
Ranking ze wzgledu na wielko$¢ Ranking ze wzgledu na poziom
aktywéw w 2002 roku osiagnietego zysku w 2002 roku
Nazwa Aktywa (X) Nazwa Zysk (V)
Lexmark International 1 Alcatel 1
SAP 2 Motorola 2
LM Ericsson 3 LM Ericsson 3
Nokia 4 Lexmark International 4
Samsung 5 SAP 5
Alcatel 6 Telefonica 6
Motorola 7 Siemens 7
Intel 8 Intel 8
Telefonica 9 Nokia 9
Siemens 10 Samsung 10
Zrodlo: opracowanie wiasne na podstawie ,,BusinessWeek Global 1000” (2003).
Sporzadzimy najpierw diagram korelacyjny, ktory przedstawia rysunek 4.9.
12 -
10 -
L 4
8 1 L 4
g 6 L 4
L 2
4 - *
L 4
2 - L 4
L 4
0 T T T T 1
0 2 4 6 8 12
aktywa

Rys. 4.9. Diagram korelacyjny aktywow i zysku

Rozrzut punktéw prowadzi do przypuszczenia, ze prawdopodobnie nie wystgpu-
je zwiazek mig¢dzy analizowanymi zmiennymi. Dla sprawdzenia obliczymy wspolczyn-
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nik korelacji rang Spearmana. Niezbedne wyliczenia przedstawiono w tablicy 4.8,
a nastepnie uzyskane wyniki podstawiono do wzoru (4.10).

Tablica 4.8. Obliczenia pomocnicze do przykladu 4.5

Firma X; yi x;~y) (x;—y)?
Lexmark International 1 4 -3 9
SAP 2 5 -3 9
LM Ericsson 3 3 0 0
Nokia 4 9 -5 25
Samsung 5 10 -5 25
Alcatel 6 1 5 25
Motorola 7 2 5 25
Intel 8 8 0 0
Telefonica 9 6 3 9
Siemens 10 7 3 9
Razem X X X 136
Zrédto: obliczenia wiasne.
rs=1 _6-136 1 &=1—0,824=0,175A

T10-00°-1) 990

Otrzymany rezultat upowaznia do stwierdzenia, ze nie wyst¢puje korelacja mig-
dzy aktywami a zyskiem firm, ktorych akcje posiada bank.

4.6. Analiza regresiji

Analiza regresji polega na badaniu zwigzku migdzy zmiennymi wyrazonymi za
pomoca funkcji o okre§lonej postaci analitycznej. Zajmiemy si¢ zwigzkiem migdzy
dwiema zmiennymi, ktdry mozna przedstawi¢ za pomocg funkgcji liniowej. W tym
celu musimy $ciSle okresli¢ zmienna objasniana (Y) oraz zmienna objasniajaca (X).
Rozroéznienie to nie bylo konieczne w przypadku analizy korelacji. Mozemy rowniez
rozwazac¢ nieliniowe powiazania. Tym problemem nie b¢dziemy si¢ jednak tutaj zaj-
mowac.
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Liniowy zwigzek migdzy zmiennymi przedstawiamy w postaci:

y=a+bx+s, (4.11)
gdzie:
a, b — parametry funkcji regresji,
y -—zmienna objasniana,
X —zmienna objasniajjca,

e - skladnik przypadkowy.

Mozemy tutaj wyr6zni€ dwa skladniki:
1) wyrazajacy zwigzek migdzy zmienng objasniang Y i zmienng objasniajacg X,
przy zalozeniu, ze nie wyst¢puja inne uwarunkowania zapisany jako:
ﬁ =a +bx, (4.12)

2) okreslony mianem sktadnika przypadkowego (g), ujmujacy oddzialywanie
na zmienna Y wszystkich innych uwarunkowan.

Podstawowym zadaniem analizy regresji jest znalezienie nieznanych wartoSci pa-
rametréw funkgji regresji*® (a i b). W tym celu musimy przeprowadzié obserwacje
interesujgcych nas zmiennych w badanej populacji. Jako przyklad rozwazymy zwig-
zek miedzy wydatkami na zywno$¢ (Y) oraz dochodami gospodarstw domowych (X).

Uzyskane rezultaty obserwacji przedstawiono na rysunku 4.10.

160
155 -
150 4
145 4
140 ~
135 A
130 +
125 ~
120 A
115 A
110 T v T T v

250 300 350 400 450 500 550

dochody [w 2]

Rys. 4.10. Diagram korelacyjny wydatk6w na zywno$¢ wzgledem wysokosci dochodow
w gospodarstwach domowych

wydatki na Zywno$¢ [w 2]

¥ Por. tez: S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, op. cit., Wroctaw 1999; M. WoZniak (red.),
op. cit.; A. Zelia§, Metody statystyczne, op. cit.
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Zaobserwowane wartoSci zmiennych X oraz Y oznaczymy jako (x, y,). Kazdemu go-
spodarstwu domowemu przypisujemy zatem zaobserwowang wysoko$¢ wydatkéw na
zywnos¢ (y,) oraz uzyskany dochdd (x), gdzie i = 1, 2, ..., n. Symbol n oznacza liczeb-
no$¢ populacji.

Uklad punktéw sugeruje, ze badany zwigzek moze by¢ opisany za pomocg funk-
cji o postaci liniowej. W zwigzku z tym nalezy zastanowié si¢, w jaki sposob do danych
empirycznych dopasowa¢ odpowiednia funkcje, ktdrej odpowiada prosta na rysunku
4.10.

Jedna z najczgsciej stosowanych w tym celu procedur jest metoda najmniejszych
kwadratéw. Polega ona na wyznaczeniu takich wartosci a i b, aby funkcja:

\I/—Z(V—v,)2 Z[(V —(a+bx,)]> =min. (4.13)

Okreslenie minimum funkcji oznacza poszukiwanie ekstremum funkeji polega-
jace w naszym przypadku na ustaleniu miejsc zerowych pierwszych pochodnych czast-
kowych odpowiednio ze wzglgdu na a oraz na b. Otrzymujemy zatem:

b\;/ =-2- Zv —na- be =0
da i=1 i=1
3y

=-2-3x,¥,—a-¥x b"x.v.z().
S =2 Exn-aa -bay,

i=1
W wyniku odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy uklad réwnai normalnych
o0 postaci:

£~vi=a-n+b-znjx,-
i=1 = (4.14)
Zx; Yi=a: Zx;+b th

i=1 i=1

Uklad rownaf mozemy rozwigzad, stosujgc wzory Cramera. Ustalamy w tym celu
warto$§¢ nastgpujacych wyznacznikow:

n ixi

Al = i=l

Il %r "x; (4.15)
Pl
s

I41|— " (4.16)
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n

n >y
|A: = =
le,- S v, (4.17)
i= i=1
a=|—'ﬂ (4.18)
|4 '
|4,
b="—= 4.19
] (4.19)

Warto$¢ parametru a mozemy zinterpretowac jako oszacowanie wartosci zmien-
nej Y przy zalozeniu, Ze zmienna obja$niajaca X przyjmie warto$¢ rowng zeru. W tym
miejscu nalezy zwrdci¢ uwage na to, Ze parametr ten nie zawsze musi mie¢ interpre-
tacj¢. Z sytuacjg takag mozemy mie¢ do czynienia, gdy na przyklad badamy zwiazek
migdzy wysokoScig wydatkow gospodarstw domowych i liczbg 0sdb w rodzinie. Nie
istnieje bowiem gospodarstwo, jesli brak w nim jakiejkolwiek osoby.

Parametr b funkgcji regresji nazywamy wspoélczynnikiem regresji. Przyjmuje on
wartosci z przedzialu (—eo; +). Znak wspdlczynnika regresji wskazuje na kierunek
zwigzku migdzy zmiennymi. Jesli be (—o0; 0), to oznacza to, ze jesli warto$¢ zmiennej
objasniajacej X wzroénie o jednostke, to warto$¢ zmiennej objasnianej zmniejszy si¢
srednio o b jednostek. Jesli natomiast (0; + ), to jesli warto$¢ zmiennej objasniajgcej
X wzrosnie o jednostke, to warto$¢ zmiennej objasnianej zwigkszy sie $rednio o b
jednostek. Jezeli be = 0, to znaczy, ze migdzy zmiennymi X i Y zwigzek nie wystepu-
je, bowiem zmienna Y nie reaguje na zmiany zmiennej X.

Przyklad 4.6

Departament Kadr otrzymal od Zarzadu Banku polecenie zbadania zwigzku
migdzy generowanymi przychodami a wielko$cia zatrudnienia w placéwkach deta-
licznych banku.

Dokonano losowego wyboru 10 oddzialéw, otrzymujac dane przedstawione
w tablicy 4.9. Nalezy zbada¢ zwiazek migdzy tymi zmiennymi, wykorzystujgc metode
analizy regresji. W tym przypadku zmienna obja$niang (Y) sa przychody bankow,
a zmienng objasniajaca (X) wielko$¢ zatrudnienia.

W pierwszej kolejnosci sporzagdzamy diagram korelacyjny (rysunek 4.11).

Z ukladu punktow mozemy odczytal, ze zwigzek migdzy zmiennymi ma charak-
ter liniowy, dzigki czemu mozemy go opisaé przez liniowa funkcje regresji.

Po wykonaniu niezb¢dnych obliczefi otrzymujemy nastgpujacy ukiad réwnan
normalnych:

67.5=10a+431b
32742 =431a+21967b
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Tablica 4.9. Zatrudnienie i wielko$é przychodow w placéwkach banku oraz obliczenia

pomocnicze
L.p. Zatrudnienie Przychody x;7 XY
X; Yi
1 15 2,3 225 345
2 21 4,6 441 96,6
3 52 6,6 2704 343,2
4 31 7,2 961 223,2
5 46 7,9 2116 363,4
6 23 4,5 529 103,5
7 61 8,8 3721 536,8
8 55 8,2 3025 451,0
9 73 9,6 5329 700,8
10 54 7,8 2916 421,2
Razem 431 67,5 21967 32742
Zrédlo: dane umowne.
Yi 12
10 - °
°®
—_ i ®
I . *
E °
& 61
g
L 1)
R
2 - °
0 T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
zatrudnienie {osob.] X

Rys. 4.11. Diagram korelacyjny przychodéw wzgledem zatrudnienia w placéwkach banku

Ustalamy warto$¢ odpowiednich wyznacznikéw, poslugujac si¢ wzorami (4.15)-
(4.17):
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10 431
|A|=431 2196

7': 219670-185761=33909,

)= 675 431
17132742 2196

|A:| =

a nastgpnie, zgodnie ze wzorami (4.18) i (4.19), ustalamy wartosci parametrow:

71 =1482773-1411180=715923,

10 675

=32742~29092,5=3649.3,
431 32742

Funkcja regresji opisujaca zwigzek przychoddw i zatrudnienia w placéwkach banku
ma postaé:
y = 2,111 + 0,108x.

Wykres tej funkcji umieszczamy na sporzagdzonym wceze$niej diagramie korela-
cyjnym, ktory przedstawiono na rysunku 4.12. Na podstawie otrzymanych rezultatow
mozna stwierdzié, ze jesli w placéwcee banku Z zwigkszymy zatrudnienie o jedng oso-
be, to nalezy oczekiwaé, ze przychody wzrosng $rednio o 0,108 miliona zlotych. Wy-
raz wolny ,,a” pozostaje bez interpretacji.

12 1

10 A

przychody [min ]
[~2]

0 T T T 1
0 20 40 60 80

zatrudnienie [0sob.]

Rys. 4.12. Zwiazek migdzy wysokoScig przychodéw i wielkoscig zatrudnienia
w placéwkach detalicznych banku

Po wyznaczeniu réwnania regresji przyst¢pujemy do oceny dobroci jego dopaso-
wania do danych empirycznych. Posiugujemy si¢ w tym celu odpowiednimi miarami.
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4.7. Miary dobroci dopasowania funkcji regresiji
do danych empirycznych

Dobro¢ dopasowania rownania regresji do danych empirycznych oceniamy na
podstawie nastepujgcych miar®:

a) wariancja skladnika resztowego,

b) odchylenie standardowe skladnika resztowego (Sredni blad szacunku),

c) wspdlczynnik zmiennoSci przypadkowej (resztowej),

d) wspdlczynnik braku determinacji (zbieznosci),

€) wspOlczynnik determinacji.

Przedstawimy je teraz kolejno.

Miary te sa zdefiniowane na podstawie réznicy pomigdzy empirycznymi i teore-
tycznym wartoSciami zmiennej objasnianej (Y). WartoSci teoretyczne sg obliczane na
podstawie funkcji regresji. Oznaczaja one wartosci, jakie przyjglaby zmienna obja-
$niana, gdyby byfa ona funkcja tylko od zmiennej objasniajacej. Odchylenia teore-
tyczne i empiryczne zostaly przedstawione na rysunku 4.13. Linie pomig¢dzy punkta-
mi empirycznymi (X;, y;) a odpowiadajacymi im punktami teoretycznymi (x;, y;)
znajdujgcymi si¢ na linii regresji obrazuja poszczegoéine odchylenia, ktdre sumarycznie
ujmujemy za pomocg wariancji i odchylenia standardowego skladnika resztowego.

A
Yi 'Y

S /

X

Rys. 4.13. Odchylenia wartosci empirycznych i teoretycznych obliczonych
na podstawie funkcji regresji

“ Por. tez: S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, op. cit.; M. Wozniak (red.), op. cit.,
A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.; W. Starzynska, Statystyka praktyczna, Warszawa 2000.
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a) Wariancja skladnika resztowego zdefiniowana jest jako:

(i -5 (4.20)

Mierzy ona rozproszenie empirycznych wartoéci zmiennej Y wokét funkeji
regresji. Im wariancja jest wigksza tym gorsze jest dopasowanie funkcji re-
gresji. W mianowniku wyrazenia (4.20) wystgpuje liczba stopni swobody ozna-
czona jako n — k. Ustalamy ja, pomniejszajgc liczebno$¢ populacji (n) o licz-
be parametréw funkeji regresji (k). W przypadku liniowej regresji dwéch
zmiennych k = 2. Wariancj¢ skladnika resztowego pozostawiamy bez inter-
pretacji. Jest to miara mianowana, a jednostka jest kwadrat jednostki w ja-
kiej wyrazona jest zmienna obja$niana.
b) Odchylenie standardowe skladnika resztowego zdefiniowane wzorem:

(4.21)

informuje, o ile, §rednio rzecz biorac, wartosci empiryczne (y;) zmiennej Y
odchylaja si¢ od jej wartosci teoretycznych (;) obliczonych na podstawie funk-
cji regresji. Im wigksza warto$¢ przyjmuje ta miara, tym gorsze jest dopaso-
wanie funkcji regresji. Odchylenie standardowe skladnika resztowego jest
miarg mianowang o mianie zgodnym z mianem zmiennej objasnianej Y.

c) Wspdlczynnik zmiennosci przypadkowej (resztowej) oblicza si¢ na pod-
stawie nast¢pujgcego wzoru:

1o =22.100%, 720, (4.22)
r‘)

Informuje on, jaki procent $redniej wartosci zmiennej obja$nianej stanowi
odchylenie standardowe skladnika resztowego. Jest miarg niemianowana,
a jej warto$¢ podajemy w procentach.

W przypadku idealnego dopasowania funkcji regresji do danych empirycz-
nych wspolczynnik zmiennosci resztowej osiaga wartos¢ 0. Dlatego im lepsze
dopasowanie, tym miara ta przyjmuje mniejsza warto$¢. W praktyce ustala si¢
pewng warto§¢ progowa wspolezynnika V,” (np. na poziomie V. = 30%),
ktorej przekroczenie powoduje odrzucenie funkcji regresji, ze wzgledu na zbyt
wysoki udziat czynnikéw przypadkowych*!. Dazymy zatem do uzyskania:

v, <V (4.23)

' M. Wozniak (red.), op. cit.; A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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d) Wspélczynnik braku determinacji (zbiezno$ci) wskazuje, jaka cze$¢ zmien-
nosci zmiennej objadnianej Y nie jest wyjasniona przez zmienno$¢ zmienne;j
objas$niajacej X. Dla ulatwienia interpretacji wyrazamy go w procentach
iwoOwczas dostarcza informacji o tym, jaki procent zmienno$ci zmiennej ob-
jasnianej Y nie jest wyjaSniony przez zmienno$¢ zmiennej objasniajacej X.
Miara jest zdefiniowana wzorem:

_Z%(yi “Jt'i)2
@* =i“,—11—— (4.24)
g(yi -y

Wspolczynnik braku determinacji (zbiezno4ci) jest miarg unormowang, a mia-
nowicie:

0<op®<l.

Im ¢’ jest blizsze 0, tym dopasowanie funkcji regresiji jest lepsze.

e) Wspdlczynnik determinacji i wspélczynnik korelacji wielorakiej
Wspodiczynnik determinacji jest dopelnieniem do jednosci wspdiczynnika bra-
ku determinacji, a zatem:

R=1-¢* (4.25)
0<R*<I.

Wyrazony w procentach wskazuje, jaka cze$¢ zmienno$ci zmiennej objasnia-
nej Y jest wyjaSniona przez zmienno$¢ zmiennej objasniajacej X.

Wartosci wspoiczynnika determinacji zawieraja si¢ w przedziale [0; 1]. Przy
czym warto$¢ rOwna 1 oznacza, ze zmienno$¢ zmiennej objasnianej jest
w pelni wyja$niona (w 100%) przez zmienno$¢ zmiennej objasniajace;.

W przypadku liniowej funkcji regresji dwoch zmiennych wspolczynnik
determinacji jest rowny kwadratowi wspoiczynnika korelacji liniowej Pear-
sona®.

Przyklad 4.7

Ocenimy teraz dopasowanie do danych empirycznych funkcji regresji z przykla-
du 4.6. dotyczacego zalezno$ci przychodéw od zatrudnienia w placowkach banku.
Kazdej empirycznej wartosci (y;) zmiennej Y przyporzadkowujemy jej warto$¢ teore-
tyczng (¥;) obliczong na podstawie funkcji o postaci:

y,=2,111 + 0,108 x..

# Por. punkt 4.3.
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Odpowiednie obliczenia pomocnicze przedstawiamy w tablicy 4.10.

Tablica 4.10. Obliczenia pomocnicze od uzyskanych miar dopasowania funkcji regresji

do danych empirycznych
Nr Zatrudnienie | Przychody | , yi— Vi | Oi= ¥* yi=y | -2
i X Vi
1 15 23 3,73 -1,43 2,05 —4,45 19,80
2 21 4,6 4,38 0,22 0,05 -2,15 4,62
3 52 6,6 7,73 -1,13 1,27 -0,15 0,02
4 31 7,2 5,46 1,74 3,03 0,45 0,20
5 46 79 7,08 0,82 0,67 1,15 1,32
6 23 4.5 4,60 -0,10 0,01 -2,25 5,06
7 61 8,8 8,70 0,10 0,01 2,05 4,20
8 55 8,2 8,05 0,15 0,02 1,45 2,10
9 73 9,6 10,00 | -0,40 0,16 2,85 8,12
10 54 7,8 7,94 -0,14 0,02 1,05 1,10
Razem 431 67,5 67,66 X 7,29 X 46,57

Zrodlo: dane umowne.

W pierwszej kolejnosci obliczamy wartosci teoretyczne j,, podstawiajac do funk-
cji regresji liniowej kolejne wartosci x,. Na przyklad dlax, = 15 mamy:

yi=2,111 4+ 0,108 - 15 = 3,73.

Wartosci poszczegdlnych miar zgodnie z podanymi wzorami i wynikami obliczen
podanymi w tablicy 4.9 uzyskujemy jako:
* wariancje skiadnika resztowego

ng =0,911[miln z?].

¢
ve

Wartos¢ t¢ pozostawiamy bez interpretacji.
* odchylenie standardowe skladnika resztowego

7 29 =4/0911=0954[mln zl].

Rzeczywiste przychody placoéwek banku réznig si¢ od wartosci teoretycznych
obliczonych na podstawie rownania regresji Srednio o 954 tysigce ztotych. Sza-
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cujac przychody placowek banku na podstawie funkcji regresji, musimy liczyé
si¢ ze Srednim blgdem oszacowania réwnym 0,954 miliona zlotych.
*  wspOlczynnik zmiennoSci przypadkowej (resztowej)

0954
© 6,75

Przyjmijmy warto$é progowa na poziomie V; 30%.

Odchylenie standardowe skladnika resztowego stanowi 14,1% przeci¢tnego
przychodu oddzialu banku, co $wiadczy o tym, ze uzyskang funkcje regresji
mozemy uznaé za dobrze opisujaca badany zwiazek z punktu widzenia przy-

I'/g

-100% =14,1%.

jetego kryterium.
*  wspOlczynnik braku determinacji
2o 129 _ 0,156,
46,57

¢ -100% =15,6%.

Zmienno$¢ przychod6éw oddzialéw banku w 15,6% jest niewyjasniona przez
zmienno$¢ wielkosci zatrudnienia.
*  wspOlczynnik determinacji

R? =1-0,156=0,844,
R?-100% = 84,4%.

Zmienno$¢ przychoddéw oddzialéw banku jest wyja$niona w 84,4% zmiennoscia
zatrudnienia.

Na podstawie uzyskanych warto$ci miar mozemy uzna¢ dopasowanie funkcji re-
gresji do danych empirycznych za zadowalajace.

4.8. Uproszczona metoda najmniejszych kwadratéow

Przedstawimy teraz procedurg znajdowania wartosci parametréw funkcji regresji
tak zwang metodg uproszczong. Warto$ci zmiennych X 1 Y zastapimy odchyleniami
od ich Srednich arytmetycznych. Oznacza to rownolegle przesunigcie poczatku ukia-
du wspdlrzednych prostokatnych do punktu P(x, ¥).

Wtedy uklad réwnan normalnych przyjmuje postaé:

i(y,- —,V)=n-a+b-2"j(x,. -X)

i=] i=1
i(,v,» -¥)(x-X)=a: i(X,- —f)+b-i(xi -x)?
i=1 i=] i=1

Uwzgledniajac wlasnosci Sredniej arytmetycznej (por. punkt 3.1.1), otrzymujemy:
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na=0

5(x, —%)- (v - ¥) =b- 5(x, ).
i=1 i=1

Z pierwszego réwnania ukladu mamy: n # 0, a zatem, a = 0, a na podstawie
drugiego otrzymujemy:

%@—ﬂ(x—ﬂ

b= (4.26)

> (x, - %)?
i=1
Funkcja regresji ma postac:
y-¥=b-(x,~%). (4.27)
Wyraz wolny rdwny zeru oznacza, ze linia b¢daca wykresem tej funkcji przecho-
dzi przez poczatek ukladu wspdirzednych (x, y). Wspolezynnik regresji b przyjmuje
w obydwu ukladach t¢ samg warto$¢. Dokonali§my bowiem przesunigcia rdwnole-
glego. Warto$¢ parametru a w ukladzie prostokatnym (x, y) mozemy znalezé z row-
nania (4.27) w nastgpujacy sposob:
y=¥y+b-x-b-X=y-b-X+b-x,
a=y-b-¥. (4.28)
Niezb¢dne obliczenia zawiera tablica 4.11.

Tablica 4.11. Obliczenia pomocnicze

Yi X; yi-y X—X xi-X)- O0i-y) (x; - X)?
23 15 —4,45 -28,10 125,05 789,61
4,6 21 -2,15 -22,10 47,52 488,41
6,6 52 ~0,15 8,90 -1,34 79,21
7,2 31 0,45 -12,10 5,44 146,41
7,9 46 1,15 2,90 3,33 8,41
4,5 23 -2,25 20,10 45,23 404,01
8,8 61 2,05 17,90 36,70 320,41
8,2 55 1,45 11,90 17,26 141,61
9,6 73 2,85 29,90 85,21 894,01
78 54 1,05 10,90 11,45 118,81
67,5 431 X X 364,95 3390,90

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Powrécimy do przykladu 4.6. W celu znalezienia wartosci parametréow funkcji
regresji przychod6éw placéwek banku wzgledem wielkosci zatrudnienia zastosujemy
metode¢ najmniejszych kwadratéw w wersji uproszczone;).

36495
3390.90

=008, a=675-0108-431=2111

UzyskaliSmy zatem identyczne rezultaty jak poprzednio. Metoda najmniejszych
kwadratow w wersji uproszczonej jest przydatna wowczas, gdy wspolzalezno$é mie-
dzy zjawiskami badamy réwnoczes$nie metoda analizy regres;ji i korelacji. Nie musi-
my wowczas wykonywa¢ dodatkowych obliczen.

4.9. Uwagi o regresji wielu zmiennych

Przedstawiajac metodg analizy korelacji, zwréciliSmy uwage na badanie zwigzkéw
mi¢dzy wieloma zmiennymi. Ten sam problem pojawia si¢ w przypadku analizy regre-
sji. Funkcje regresji dwu zmiennych dang wzorem (4.11) mozemy rozwing¢, wprowa-
dzajac wiele zmiennych obja$niajacych. Bedziemy je oznacza¢ jako: X, Xj, ... X,. Funk-
cja regresji wielu zmiennych przyjmie postaé:

V=0, +a X+ 0%, ...+ a,.X; +E, (4.29)
gdzie:
y - zmienna obja$niana,
X1y Xgs «e X —zmienne objasniajace,
ay, a,, a, ... a; — parametry funkcji regresji,
a, — wyraz wolny,
a, a, ...a, —wspOlczynniki regresji czastkowe;,
€ - skladnik przypadkowy.

Wartosci parametrow funkcji regresji znajdujemy metoda najmniejszych kwa-
dratoéw, ktorej kryterium przyjmuje postac:

= i(}’i -3y = f:[(.vi —(a +ax, + axy +..ax, )P = min. (4.30)
i=1 i=1

Znajdujac minimum tej funkcji, otrzymujemy nast¢pujacy uklad réwnafi normal-
nych:
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n n n n
TVSAG + O Tt 2 Xp .+ A T Xy,

i=1 i=1 i=1 i=]

n n n n n

2
_ZI.V,' ="o§xn +a z;xil +a, Zixil Xppt..ta, ,len Xk
= I= i= = 1=

n n n n By n
{ZX2V; =‘70_leiz +q Z].\’n Xy F AT X5+ F AT Xy Xy (4.31)
i= i=

i=l i=1 i=l

n n n n n

,

2Xig Y =ay leik +q leil Xyt %xz X+ AL X
= i= i=

L i=1 i=1

Uklad réwnan (4.31) nalezy rozwigzaé. Najczgsciej postugujemy si¢ w tym celu
metoda macierzowa". Obliczenia s3 znacznie bardziej pracochlonne niz w przypad-
ku regresji dwoch zmiennych. Poslugujemy si¢ odpowiednimi pakietami statystycz-
nymi, na przyklad pakietem Statistica firmy Statsoft.

Po przeprowadzeniu obliczef nalezy zinterpretowac¢ uzyskane wyniki. Wsp6lczyn-
niki regresji czastkowej przyjmuja wartoci z przedziatu (—co; + o). Znak wspoiczyn-
nika informuje o kierunku powigzan mi¢dzy zmienng y i odpowiednig zmienng obja-
$niajaca x; (j = 1, 2, ... k). Kierunek moze by¢ dodatni lub ujemny.

Jesli a; < 0, to znaczy, ze jeSli warto$¢ zmiennej objasniajgcej x; zwigkszy si¢
o jednostke, to wartos¢ zmiennej objasnianejy zmniejszy si¢ o a; jednostek przy zalo-
Zeniu, Ze wartosci pozostalych zmiennych objasniajgcych beda ustalone.

Jedli a; > 0, to znaczy, ze jeSli warto$¢ zmiennej objasniajacej x; zwigkszy si¢
o jednostke, to warto$¢ zmiennej obja$nianej y wzrosnie si¢ o a; jednostek przy zalo-
zZeniu, ze warto$ci pozostalych zmiennych objasniajacych bedg ustalone.

Przyklad 4.8

Powrdcimy do problemu przedstawionego w przykladzie 4.2, w ktérym zajmowa-
liSmy si¢ zwigzkiem pomig¢dzy dochodami brutto wytwérni filmowej (zmienna Y),
kosztami produkcji (zmienna X,) i kosztami promocji (zmienna X,). Przeprowadzi-
my analize regresji zmiennej y wzgledem wyréznionych zmiennych objasniajacych.
W rozwazanym przypadku funkcja regresji ma postac:

V=dy+ax; +a,%, +E. (4.32)

Do znalezienia warto$ci parametrow funkcji (4.32) wykorzystano pakiet Statisti-
ca. Otrzymano nastgpujaca funkcje regresji:

}/)i = 8,1 5 + 3,26x1,- + 2734x2i'

# Por. np.: M. Wozniak, (red.), op. cit., A. Zelia§, Metody statystyczne, op. cit.
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Uzyskane wyniki wskazujg, ze zwigkszajac naklady na produkcjg filméw (koszty pro-
dukgji) o 1 milion dolaréw, mozemy oczekiwaé, ze dochody brutto wzrosng $rednio
0 3,26 miliona dolaréw, jesli naklady (koszty) na promocj¢ bgdg ustalone. Zwigkszajac
naklady na promocjg filméw o 1 milion dolaréw, oczekujemy wzrostu dochodéw brutto
0 2,34 miliona dolaréw, przy zalozeniu, ze nakiady na produkcj¢ filméw bedg ustalone.

Dobro¢ dopasowania funkgji regresji do danych empirycznych oceniamy za po-
mocg tych samych miar, co dla regresji dwoch zmiennych. Podajemy je wraz z wyni-
kami otrzymanymi jako rezultat obliczef za pomoca pakietu Statistica:

* wariancja skladnika resztowego zdefiniowana jest jako:

] »n
n—kis
* odchylenie standardowe skladnika resztowego zdefiniowane wzorem:

N

(v, — »)* =25,2536[mln $°],
1

=35,02[ min $],

€0 oznacza, ze zaobserwowane dochody brutto r6znia si¢ od dochodéw teo-
retycznych $rednio o0 5,02 min §.
*  wspolczynnik zmiennoéci przypadkowej (resztowej):

v =32 100% = 221 00% = 10,90%,
y 46,05
co oznacza, ze odchylenia przypadkowe stanowig 10,90% $rednich docho-
dow brutto z produkcji filmowej.

*  wspoOlczynnik braku determinacji (zbieznosci):

Tv-H)
@ =E——=0,06,
Z:l(yi -y )2
zatem 6% zmienno$ci dochodéw brutto z produkcji filmowej pozostaje nie-
wyjasniona przez zmienno$¢ nakladéw na produkcj¢ i promocje filmow.
*  wspOlczynnik determinacji:
RY=1-¢>=094,

czyli 94% zmienno$ci dochoddw brutto z produkcji filmowej jest wyjasniona
przez zmienno$¢ nakladéw na produkcj¢ i promocje¢ filmow.
» wspolczynnik korelacji wielorakiej:

R=vR? = J094 =097,

oznacza, ze istnieje silny zwigzek miedzy dochodami brutto wytwérni filmo-
wych i nakladami na produkcje i promocj¢ filméw.
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5.1. Szereg czasowy i jego sktadniki

Prezentowane dotychczas statystyczne metody badania zjawisk odnosily si¢ do
obserwacji przeprowadzanych w ustalonym okresie. Jako przyklad mozna podac struk-
ture ludnosci Polski wedlug stanu cywilnego w dniu 31.12.2002 roku, rozklad liczeb-
nosci gospodarstw domowych wedlug wysokosci dochodu przypadajacego na jedng
osobe w wojewddztwie Z w 2003 roku (zob. rozdzial 2 punkty 2.1.112.1.2).

Analiza dynamiki wymaga obserwowania zjawiska w réznych okresach. Powstaje
wowczas szereg czasowy, ktOry jest zbiorem wartosci zmiennej uporzadkowanych
wedlug czasu®. Przykladem takiego szeregu moze by¢ produkt krajowy brutto (PKB)
w Polsce w latach 1995-2005, konsumpcja artykuléw spozywczych w gospodarstwach
domowych w wojewodztwie malopolskim w latach 20002002, sprzedaz kosmetykow
w Krakowie w latach 1998-2003, liczba absolwentéw Akademii Ekonomicznejw Kra-
kowie w latach 1990-2000, stopa bezrobocia w Polsce w latach 1990-2004.

Analiza dynamik z jednej strony pozwala poznac przebieg interesujacego nas zja-
wiska w przeszlosci (na podstawie danych historycznych). Rezultaty te moga stano-
wié¢ podstawe do wnioskowania o przyszlosci, czyli do tworzenia prognoz®.

W szeregu czasowym wyodregbniamy nastgpujace skladniki:

* tendencj¢ rozwojowg (trend),

* wahania okresowe,

* zmiany zachodzace pod wplywem czynnikéw przypadkowych.

Trend (tendencja rozwojowa) reprezentuje trwale zmiany zachodzace sposéb
powolny, ciagly i regularny w ogélnym poziomie zjawiska w badanym okresie*’. Na
rysunku 5.1 przedstawiono tendencj¢ rozwojowa zysku pewnego przedsiebiorstwa

M A. Aczel, Statystyka w zarzgdzaniu. Petny wyktad, Warszawa 2000.
% A. Zelias, Teoria prognozy, Warszawa 1997.
* A. Zelias, Metody statystyczne, op. cit.



120 Analiza szeregbw czasowych

w pieciu okresach (tutaj w latach). Poréwnujac poszczegdlne wartosci, stwierdzamy,
ze zysk ten na przemian wzrasta i maleje w poréwnaniu do poprzedniego roku.

A
zysk

Przyrost
w badanym okresie

Wzrost .

| { | | |
| | | I "

1 2 3 4 5 rok
Rys. 5.1. Zysk przedsigbiorstwa w pieciu kolejnych latach dziatalnosci

Zmiany te s rezultatem oddzialywania réznorodnych czynnikéw ksztaltujacych
warunki gospodarowania rozwazanego przedsigbiorstwa. Stwierdzamy, ze pomimo
pojawiajacych sie wzrostow i spadkéw zysk jednak wzrastal w badanym okresie. Po-
wiemy, ze charakteryzowal si¢ tendencjg wzrostowg lub rosngcym trendem.

Niektore zjawiska podlegaja wahaniom okresowym, ktére powstajg na skutek
czynnikow oddziatywujacych w pewnych odstgpach czasu. Powoduja one regularne
odchylenia od ogdlnej tendencji rozwojowej. Takimi czynnikami s3 mi¢dzy innymi
zmiany pogodowe zwigzane z pora roku. Wplywaja one na konsumpcje wielu débr
i ustug, np. wegla opalowego (najwigksze zuzycie w okresach zimowych), lodéw, olej-
ku do opalania, uslug turystycznych itp. Tego rodzaju periodyczno$¢ nazywamy sezo-
nowoscig. Wahania okresowe moga by¢ takze rezultatem obyczajéw. Przykladem
takich zjawisk jest zawieranie malzefistw (por. rys. 2.12, s. 44). Na rysunku 5.2 przed-
stawiono jako przyklad liczb¢ zgon6w niemowlat w poszczegblnych miesigcach okre-
su 2000-2002.

Wahania okresowe mozemy podzieli¢ na:

* wahania krétkookresowe powtarzajace si¢ w obrgbie miesiecy, tygodni lub
dni, np. stale powtarzajacy si¢ wzrost sprzedazy w hipermarketach w czasie
weekendu,

* wahania sezonowe wystgpujace regularnie w odstgpach rocznych, np. zwia-
zane z czynnikami klimatycznymi lub zwyczajami (Swigta religijne),

* wahania cykliczne pojawiajace si¢ w okresach diuzszych niz rok, np. waha-
nia koniunktury ekonomiczne;.
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Rys. 5.2. Liczba zgondéw niemowlat wediug miesigcy w latach 2000-2003

Wahania przypadkowe zakldcaja przebieg zjawiska w poszczeg6lnych okresach.
S3 one spowodowane czynnikami, ktérych nie jesteSmy w stanie przewidziec. Waha-
nia przypadkowe sg rezultatem bardzo wielu czynnikéw o réznokierunkowych od-
dzialywaniach. Zaliczamy je do tak zwanych przyczyn ubocznych (por. rozdzial 1 punkt
L.1).

Celem statystycznej analizy dynamiki zjawisk jest wyodrebnienie i oszacowanie
poszczegblnych skfadnikow szeregu czasowego, a mianowicie trendu, wahan okreso-
wych oraz odchylef przypadkowych. W tym celu postugujemy si¢ odpowiednimi
metodami, ktore przedstawiamy w niniejszym rozdziale.

5.2. Indywidualne miary dynamiki

Dynamike zjawisk mozemy mierzyé za pomoca przyrostow (absolutnych i wzgled-
nych), indywidualnych indekséw dynamiki oraz indeksoéw agregatowych.

5.2.1. Przyrosty

Najprostszym sposobem zbadania zmian poziomu rozpatrywanej zmiennej w czasie
jest obliczenie réznicy migdzy warto$cia tej zmiennej w okresie badanym i jej warto-
Sciag w okresie przyjetym za podstawe poréwnan. Roznice te¢ nazywamy przyrostem
absolutnym. Przyrosty te moga mieé podstawe stala lub zmienna.

Przyrosty o stalej podstawie (jednopodstawowe) uzyskujemy, gdy wartosci
zmiennej zaobserwowane w kolejnych okresach poréwnujemy do wartosci z ustalo-
nego okresu bazowego (podstawowego) i wtedy mamy:
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At/kzyl—ykﬂ t=1,2,...,ﬂ, (5.1)

gdzie:

k — okres bazowy,

y, — warto$§¢ zmiennej w okresie ¢,

Yi — warto$¢ zmiennej w okresie stanowiacym podstawe poréwnan.

Przyrosty o podstawie zmiennej (laficuchowe) uzyskujemy, gdy jako bazowy
przyjmiemy okres bezpoSrednio poprzedzajacy okres badany. Przyrosty te definiuje-
my jako:

A=Y= Y1 (5.2)

Przyklad 5.1

Obserwujemy wysoko$§¢ miesi¢gcznych rachunkéw telefonicznych pewnego gospo-
darstwa domowego w I kwartale 2003 roku. Odpowiednie informacje podano w ta-
blicy 5.1.

Tablica 5.1. Wysoko$¢ miesigcznych rachunkéw telefonicznych w I kwartale 2003 roku

Wyszczegdlnienie Styczen Luty Marzec
w zlotych
Wysokos¢ rachunku 150 122 164

Zrédio: dane umowne.

Obliczmy przyrosty absolutne o stalej podstawie (wzor 5.1) dla lutego i marca.
Za okres bazowy przyjmiemy styczeft 2003 roku:
= 122 - 150 = -28 zlotych,

= 164 - 150 = 14 zlotych.

Aluly/styczcr'l - y luty —y styczen
'marzec/styczen - y marzec —y styczch

Wysokosé rachunku w lutym byla nizsza od rachunku ze stycznia o 28 zlotych.

Rachunek z marca byt o 14 zlotych wyzszy niz w styczniu.
Przyrost absolutny laficuchowy uzyskujemy wedlug wzoru (5.2):

A = 122 - 150 = - 28 zlotych.

luty/styczeh yluty _ystyczcr'l

W tym przypadku warto$ci obydwu miar sg jednakowe, poniewaz styczefi jest okre-
sem poprzedzajacym luty, czyli okres bazowy pozostaje w tym przypadku bez zmian.

=164 - 122 = 42 [21].

marzec/luty = ymarzcc —ylu(y

Rachunek w marcu w poréwnaniu z poprzednim miesigcem byl o 42 zlote wy-
7szy.
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Przyrosty absolutne s3 miarami mianowanymi i dlatego nie pozwalajg na po-
réwnania zjawisk scharakteryzowanych zmiennymi wyrazanymi w réznych jednost-
kach. Ponadto sg uzaleznione od skali. W celu wyeliminowania tych niedogodnosci
mozemy uzy¢ przyrostow wzglednych, ktére beda wyrazaé procentowa zmiang war-
toSci obserwowanej zmiennej. Miar¢ t¢ czesto okre§lamy tempem zmian. Jest ona
czgsto wykorzystywana w analizie finansowej. Jako przyklad zastosowania przyro-
stow wzglednych mozna podaé badanie sprawozdan finansowych, kiedy to rozpatru-
jemy zmiany poszczegdlnych sktadnikéw bilansu, rachunku zyskéw i strat oraz prze-
plywow pieni¢znych w wybranym okresie.

Podobnie jak w przypadku przyrostoéw absolutnych wyrézniamy przyrosty wzgledne:

* o stalej podstawie (jednopodstawowe):

Sure = Xk 100%. (5.3)

Vi

* ozmiennej podstawie (laficuchowe):

Sue = 2L—211.100%, (5.4)

Yea

«vI 0,

&/e1 ={-———1)-100A>_ (5.5)

St-1

Przyklad 5.2

Powr6émy do przykladu 5.1. dotyczacego rachunkéw telefonicznych. Obliczymy
tempo zmian wysokosci oplat za korzystanie z telefonu. Styczen przyjmiemy za stala
podstawe poréwnan (okres bazowy).

2 -V A _
Bruysyezen = 21 0% = 1—2215%-100% =-18,7%.

s .
Y styczen

Kwota rachunku telefonicznego w lutym obnizyla si¢ w stosunku do stycznia
0 18,7%.

8marzcc/styczel'1 = M -100% = ’1_641;% -100% = 933%

Y styczen

Wysoko$¢ oplat telefonicznych w marcu wzrosta 0 9,3% w poréwnaniu do stycz-
nia.

Scharakteryzujemy teraz dynamike wydatkoéw poniesionych w zwigzku z rozmo-
wami telefonicznymi za pomoca przyrostéw wzglednych o podstawie zmiennej (lan-
cuchowych). Warto$¢ dla lutego bedzie taka sama jak w przypadku przyrostéw
o stalej podstawie. Dla marca otrzymujemy:
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Omarzec/tuty = M' 100% = !—6—4—_—1—2 -100% = 34,4%
’ 122

yluty

Wysoko$¢ rachunku telefonicznego wzrosta w marcu w stosunku do poprzednie-
go miesigca o 34,4%.

5.2.2. Indywidualne indeksy dynamiki

Indywidualne indeksy dynamiki okre$lane mianem prostych s najczesciej wy-
korzystywanymi miarami przedstawiajgcymi zmiany badanego zjawisku w czasie. In-
deks indywidualny (prosty) jest stosunkiem dwoch warto$ci zmiennej wyrazonym
w procentach. Ze wzgledu na przyjmowany okres bazowy mozemy wyr6zni¢ indeksy
dynamiki:

* o stalej podstawie (jednopodstawowe), gdy przyjmujemy jeden, staly okres

bazowy, do ktérego wartosci odnosimy poziom badanej zmiennej w pozosta-
lych okresach, liczony ze wzoru:

e =2L-100%, (5.6)
Vi

* o zmiennej podstawie (laficuchowe), jesli podstawa do obliczei jest poziom
zjawiska z poprzedniego okresu.

g = 100%. (5.7)
Ya
Przyklad 5.3

Na podstawie danych z przykladu 5.1. obliczamy indeks dynamiki o stalej podsta-
wie (wWzor (5.6)). Za okres bazowy przyjmiemy styczen:

Yy 122

ilutysstyczen = -100% =—-100% =8 1,3%,
ystyczer'l 150
Imarzec/sty czen = m 100% = % 100% =1 09,3%.

Ystyczen

Wysoko$¢ rachunku telefonicznego z lutego stanowila 81,3%, a z marca 109,3%,
jego wartosci ze stycznia, a wigc rachunek z lutego byl 18,7% nizszy, a z marca 0 9,3%
wyzszy niz rachunek ze stycznia.

Otrzymane wyniki mozemy interpretowaé tylko w stosunku do roku bazowego.
Nie mozemy zatem powiedzieé, ze rachunek z marca w stosunku do lutego wzrost
0 109,3% minus 81,3%, czyli 0 28%, gdyz jest to nieprawda, o czym przekonamy si¢,
poslugujac si¢ indeksem o zmiennej podstawie zdefiniowanym wzorem (5.7):
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» dlalutego warto$¢ indeksu bedzie taka sama jak w przypadku indeksu o sta-
lej stopie (ten sam okres bazowy).
* dla marca:
Y, 164

; _ < marzec _
Imarzec/luty =— 100% = 123
vvluty

-100% =134,4%.

Rachunek z marca stanowil 134,4% wartosci rachunku z okresu poprzedniego —
wzr6st o 34,4% w poréwnaniu z lutym.

Indeksy o zmiennej podstawie mozemy otrzymac z indeksow o stalej podstawie
w rezultacie nast¢pujacego przeksztalcenia®’:
Ve Y o M (5.8)

it =—
Ye Moo ¥n

Zauwazamy, ze z prostego indeksu dynamiki mozemy w latwy sposéb otrzymac
przyrost wzgledny (tempo zmian), stosujgc formuly:
* dlastalej podstawy:

Stk = irsx —100%, (5.9)

* dla zmiennej podstawy:
8t/e-1 = ipse-1 — 100%. (5.10)

Na postawie indeksow laficuchowych obliczamy $rednioroczne tempo zmian jako

ich $rednig geometryczng®.
- n-1 ’
i:n_‘ln,-m_l :,,.‘I/}nl, (5.11)
t=1 Yo

Przyklad 5.4

Nalezy obliczyé srednioroczne tempo zmian wysokosci oplat za telefon pewnego
gospodarstwa domowego w I kwartale 2003 roku (por. tab. 5.1).

-_,[l64
150

=3/1,0933 =1,046.

Oznacza to, ze $redni wzrost oplat za telefon w 2003 roku wynosit 4,6%.

Jesli stopien pierwiastka jest wyzszy, gdy analizujemy dynamike w dluzszym okre-
sie, to dla obliczenia $redniego tempa logarytmujemy stronami formule (5.11).

47 M. Wozniak (red.), Statystyka ogdlna, op. cit.
*® Por. np.: J. Joiwiak, J. Podgorski, Statystyka od podstaw, Warszawa 1992.
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Przyklad 5.5

Obliczamy $rednie tempo zmian liczby ludnosci w Polsce w latach 1995-2003.
W 1995 roku ludnos¢ Polski wynosita 38609 tysigey, a w 2002 roku 38232 tysigce®.
Srednie tempo zmian wynosilo:

i=1 38232 _ ,7/0,9902,

38609
logi = % log0,9902 = % (-0,00426) = —0,00061,

i =0,9986,
(i ~1)-100% = (0,9986 1) - 100% = - 0.14%.

W latach 1995-2002 liczba ludnosci w Polsce zmniejszala si¢ $rednio 0 0,14% na
rok.

5.2.3. Indeksy agregatowe

Indeksy agregatowe mierza wzglgdne zmiany zjawiska scharakteryzowanego za
pomocg zmiennych, w ktérych mozna wyr6znié skladniki stanowigce pewne struktu-
ry. Na przykiad badajgc dynamike akcji obserwowang na gieldzie, musimy wzia¢ pod
uwagg, ze dynamika ta moze by¢ wywolana zaréwno zmiang cen akcji, jak i ich liczby.
Mamy tu zatem do czynienia z agregatem, ktoérego skladniki musimy uwzglednié
w badaniach dynamiki.

Klasycznym obszarem zastosowan indeksow agregatowych sa badania dynamiki
cen, masy towarowej, wydajnosci pracy. Znajdujg one réwniez zastosowanie w bada-
niach demograficznych w procedurze okreslanej mianem standaryzacji wspélczynni-
kow demograficznych™.

Przedstawimy teraz metod¢ badania dynamiki cen i masy towarowej. W tym za-
kresie najczesciej stosuje si¢ indeksy cen i masy towarowej Laspeyresa lub Paasche-

£o.
* Indeks cen Laspeyresa jest zdefiniowany jako:

Ly Py
15=L—100%, (5.12)
E]qkj : pkj

% Zrédto: www.stat.gov.pl
* Por. np.: J. Z. Holzer, Demografia, Warszawa 2004; J. Kurkiewicz, Podstawowe metody ana-
lizy demograficznej, Warszawa 1992.


http://www.stat.gov.pl
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gdzie:

m - liczba skladowych agregatu,

g, — 1108¢ j-tego skladnika agregatu w okresie badanym ¢,

qi;— 1108¢ j-tego skladnika agregatu w okresie bazowym k,
P, — cena j-tego skladnika agregatu w okresie badanym ¢,

Pi;i— cena j-tego skladnika agregatu w okresie bazowym k.

W symbolu /" indeks gorny L oznacza, Ze jest to indeks Laspeyresa, a dolny p
oznacza, ze indeks ten odnosi si¢ do zmian cen (ang. price).

W tym przypadku ceny dobr w obydwu okresach (badanym i bazowym) sa wazo-
ne iloScig dobr z okresu bazowego. Zatem nie musimy znac ilo$ci dobr w roku bada-
nym. Poslugujemy si¢ jedynie iloSciami z roku bazowego. Indeks ten ma zastosowa-
nie w sytuacjach, gdy ilo$ci dobr nie zmieniaja si¢ gwaltownie z okresu na okres. Gdy
wystepuja duze roznice, indeks nie oddaje zbyt dobrze efektu zmian poziomu cen®'.

Przyklad 5.6

Producent jogurtow wytwarza swoje produkty z czterech podstawowych surow-
cow: mleka, cukru oraz owocow (bananéw i jablek). Ceny tych débr (w zlotych) oraz
ilosci (zapotrzebowanie miesigczne) w roku 1995, 1998 1 2000 podano w tablicy 5.2.
Zarzadzajacy przedsigbiorstwem interesujg si¢ dynamikg cen. Zbadamy ja za po-
mocg indeksu cen Laspeyresa dla surowcéw zuzywanych w procesie produkcyjnym.
Jako bazowy przyjmujemy 1995 rok.

Tablica 5.2. Dynamika ilo$ci i cen surowcéw do produkeji jogurtow w latach 1998-2000

Surowiec{ Jednostka 1995 1998 2000
miary liczba cena liczba cena liczba cena
1995 P1ossj 1993 Phossj 2000 P2000)
Mileko tys. litrow 500 1730 750 2080 1000 2200
Cukier tona 50 1900 51 2120 70 2670
Jabtko tona 17 1590 16,5 1870 25 1860
Banan tona 15 2380 14 2370 17 3250

Zrodlo: Ceny — Maly Rocznik Statystyczny, GUS, Warszawa 2000 i 2003, iloéci - dane umowne.

Zgodnie ze wzorem (5.12) obliczamy sumy iloczynéw ilosci poszczegdlnych su-
rowcow z roku bazowego (1995) i ich cen z badanego okresu:

' Por. np.: A. Aczel, Statystyka w zarzqdzaniu. Petny wyklad, op. cit.
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Warto$¢ mianownika bedzie stata rowna:

5 05, * Pross,; = 5001730+ 501900 +17-1590+ 15 - 2380 = 102273,
=

Wartos¢ licznika dla 1998 roku otrzymujemy jako:

S ioos; * Pross; = 5002080+ 50-2120 +17-1870+15-2370 = 121334,
j=1

Licznik dla 2000 roku:

iqlg%j-pm,j=500-2200+50-2670+17-1860+15-3250=131387.
J=t

Podstawiajac do wzoru (5.12), otrzymujemy nast¢pujace wartosci indeksu:
dla 1995: I} = 100%,

dla 1998: [ = 118,64%,

dla 2000: I, = 128,47%.

W rezultacie przeprowadzonych obliczef stwierdzamy, ze ceny agregatu skiada-
jacego si¢ z czterech surowcdw do produkcji jogurtéw wzrosly w 1998 roku o 18,64%,
aw 2000 roku o 28,47% w stosunku do roku bazowego, przy zalozeniu stalej wielko-
Sci zapotrzebowania przedsi¢biorstwa na poziomie z 1995 roku.

Przykiadem zastosowania indeksu cen Laspeyresa jest amerykanski Indeks Cen
Konsumpcyjnych (CPI — consumer price index) publikowany przez U.S. Bureau of
Labor Statistics’. Jest on obliczany na podstawie koszyka débr skladajacego si¢
z kilkuset artykuldow uzywanych przez amerykanskie gospodarstwa domowe. Indeks
ten pozwala ustalic sit¢ nabywcza dochod6éw gospodarstw domowych. Podobng miarg
jest Wskaznik cen towarow i ustug konsumpcyjnych stosowany dla Polski przez Giéw-
ny Urzad Statystyczny™.

Jesli w poréwnywanych okresach wystepujg znaczne wahaniach iloéci débr, to
bardziej poprawne bedzie zastosowanie indeksu cen Paaschego. Wagami w tym
przypadku sg bowiem iloSci z okresu badanego. Miarg t¢ definiujemy za pomoca
nastgpujacego wzoru:

24y Py
5=L —.100%. (5.13)

n

Xq,- Piy
7=l

52 Por. www.bls.gov
33 Por. www.stat.gov.pl


http://www.bls.gov
http://www.stat.gov.pl

Indywidualne miary dynamiki 129

Indeks cen Paaschego ma réwniez pewne ograniczenia. Pierwsze z zwigzane jest
z konieczno$cig kazdorazowego pozyskiwania danych o ilosci w badanych okresach,
co czesto jest bardzo kosztowne, a czasem nawet niemozliwe. Wymaga na przyktad
przeprowadzania corocznych bada ilo$ci dobr konsumowanych przez gospodarstwa
domowe. Drugi problem powstaje przy poréwnaniach indekséw cen Paaschego dla
dwoch réznych okreséw, z ktérych zaden nie jest okresem bazowym. Wowczas nie
wiemy, czy réznica mi¢dzy indeksami wynika ze zmian cen, czy tez z roznych ilosci
dobr w poszczegolnych okresach.

Przyklad 5.7

Obliczmy teraz warto§¢ indeksu cen Paaschego w celu ustalenia dynamiki cen
skiadnikow jogurtow (przyktad 5.6). Dla roku bazowego warto$¢ indeksu wynosi 100%.
Obliczamy licznik i mianownik dla 1998 roku:

% diosg,; " Piosg, = 7502080 +51-2120 +16,5-1870+14-2370 =1732155.
j=1

S Qioos; " Pross; = 750-1730+ 511900+ 16,5-1590 +14-2380 = 1453955,
j=l

Dla 2000 roku:

3 Qa0 * Paoon = 1000-2200 +70- 2670+ 251860 +17- 3250 = 2488650,
j=1

m

S Gao, * Proos; = 10001730+ 70-1900+ 251590 +17 - 2380 =1943210.
j=l

Podstawiajac do wzoru (5.13), otrzymamy:
—dla 1995: I} = 100%,

—dia 1998: 1, = 119,13%,

— dla 2000: I, = 128,07%.

Ceny agregatu skiadajacego si¢ z czterech surowcow do produkcji jogurtu w 1998
roku wzrosly o 19,13%, a w 2000 roku o 28,07% w poréwnaniu z rokiem bazowym,
przy zaloZeniu stalego zapotrzebowania z roku badanego.

Indeksy dla poszczeg6lnych lat mozemy przyrownywaé do roku bazowego. Jednak
nie mozemy poréwnaé mi¢dzy sobg wynik6éw indeksu z roku 1998 1 2000, poniewaz ich
mianowniki sa ro6zne. Problem ten nie wystepowal w przypadku indeksu cen Laspeyre-
sa. Posluzymy si¢ wigc Srednia geometryczng indekséw cen Laspeyresa 1 Paaschego.
Srednia ta jest nazywana indeksem cen Fishera. Obliczamy ja wedlug wzoru:

15:1/131{;. (5.14)

Indeks ten podaje $redni wzrost cen agregatu dobr w poréwnywanych okresach.
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Przyklad 5.8

Obliczamy warto$¢ indeksu cen Fishera dla przykiadu 5.6 dotyczacego agregatu
surowcOw do produkcji jogurtow.

o dla 1995 roku: 75 =100%,

* dla 1998 roku: [5:,/118,64-119,13 =118,89%,

* dla 2000: ]}; =4/128.47-128.07 =128,27%.

Zatem Sredni wzrost cen agregatu skladajacego si¢ z czterech surowcoéw do pro-
dukcji jogurtéw w 1998 roku wynosi 18,89%, a w 2000 roku jest rowny 28,27%
w relacji do 1995 roku.

W przypadku indekséw agregatowych masy towarowej badamy dynamike ilo-
$ci towaru i wowczas wagami stajg si¢ ceny. Zajmiemy si¢ dwiema miarami tego typu:
indcksem masy towarowej Laspeyresa oraz indeksem masy towarowej Paaschego.
Obliczamy je na podstawic nast¢pujacych wzoréw:

Indeks masy towarowej Laspeyresa:

24y Py
S 100%. (5.15)

L_
1‘1 T m
Z%j'l’kf
J=l

Indeks masy towarowej Paaschego:

Eqrf Py
L 100%. (5.16)

1=
2y Py
Jj=1

Oznaczenie g stojace przy symbolu I informuje, zZe jest to indeks ilosci przy sta-
lym poziomie cen. Zauwazamy, ze we wzorach (5.15) 1 (5.16) indeks Laspeyresa przyj-
muje w liczniku i mianowniku ceny z roku bazowego, a indeks Paaschego ceny z roku
badanego .

W tym przypadku mozemy réwniez zdefiniowaé indeks masy towarowej Fishe-

ra dany jako:
F= 5T (5.17)

Przyklad 5.9

Nalezy zbada¢ dynamike ilo$ci surowcow zuzywanych do produkeji jogurtéw,
przyjmujac za rok bazowy 1995 (przyklad 5.6).
* dla 1995 roku (rok bazowy):
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Iy = 100%, I =100%, I, = 100%.
* dia 1998 roku:

m
21908 Proos

=i 100%-= 11‘1323297’ 3’ 100% =142,16%,,
_21111995,- “Prgos
j=
]§1q2(uil0j'pl995j 1943210

lf=L— - 100% = ————-100% =190,00%.
102273

m
Zlqlwsj" Progs j
1:

Ilo$¢ nabywanych surowcow wehodzacych w skiad analizowanego agregatuw 1998
roku wzrosia o 42,16%, a w 2000 roku o 90%, w poréwnaniu z 1995 rokiem, przy

zalozeniu, ze ceny tych surowcéw w 1998 i 2000 roku byly na tym samym poziomie, co
w 1995 roku.

_”2,419980"171998,' g5
A =%————-—-l()0% = 17321?3 -100% =142,76%,
5141995;‘ Pioos j
_”Z’q 20004 Pa000 j
[P =2 100% = 2388630 1 1604 — 189 41%.
131387

m
Zl‘llggs i P2o00j
j=

Ilo$¢ nabywanych surowcéw wzrosla w 1998 roku o 42,76% w odniesieniu do
1995 roku, przy zalozeniu, ze ceny w badanych okresach byly na poziomie z 1998 ro-
ku. W 2000 roku ilo$¢ ta wzrosta o 89,41% w poréwnaniu z 1995 rokiem, przy zaloze-

niu, Ze ceny surowcdéw byly w obydwu okresach na poziomie z 2000 roku.
Obliczamy warto$¢ indeksu Fishera:
* 1998 rok

15 =\142,16-142,76 =142,46%.

e 2000 rok

15 =4/190,00-189,41 =189,71%.

Sredni iaczny wzrost ilosci kupowanych surowcéw badanego agregatu w 1998
roku wynosi 42,46%, a w 2000 roku 89,71% w stosunku do 1995 roku.
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5.3 Metody wyodrebniania trendu

Wystepowanie trendu oraz wahan przypadkowych w dynamice zjawisk jest zwiaza-
ne z oddzialywaniem dwé6ch rodzajéw przyczyn: gléwnych oraz ubocznych. Przyczyny
glowne wplywaja stale i regularnie na badany proces, wywolujac w nim systematyczne
zmiany. Przyczyny uboczne majg natomiast charakter przypadkowy i zakiocajg syste-
matyczne zmiany w procesie (por. rozdzial 1 punkt 1.1).

W celu zilustrowania oddzialywania tych przyczyn wyobraZmy sobie nast¢pujacy
przyklad: stuchamy koncertu saksofonisty w Zle wyciszonej sali koncertowej. Co jaki§
czas, nieregularnie przed budynkiem przejezdza tramwaj i do naszych uszu dochodzi
jego stukot. W tym przypadku procesem, ktéry obserwujemy jest dzwigk muzyki sak-
sofonowe;j. Przyczyng gléwng jest wysilek muzyka, ktdry przy uzyciu instrumentu two-
rzy muzyke, natomiast czynnikiem ubocznym, zaki6cajacym sa dzwigki tramwaju.

W analizowanych zjawiskach chcielibySmy wyodrebnié zmiany zachodzace w szere-
gu czasowym pod wplywem obydwu omawianych przyczyn, a w szczeg6lnosci zalezy nam
na poznaniu tendencji rozwojowej (trendu), ktdra jest wynikicm przyczyn gléwnych.

Aby okresli¢ trend, musimy wyeliminowac¢ z szeregu czasowego dzialanie wahan
przypadkowych. W tym celu mozemy wykorzysta¢ dwa rodzaje metod:

* mechaniczne metody eliminacji wahan przypadkowych,

* analityczne metody eliminacji wahan przypadkowych.

5.3.1 Mechaniczne metody wyodrebniania trendu

Jedng z metod zaliczanych do procedur mechanicznego wyodrgbniania trendu
jest metoda Srednich ruchomych. Jest to prosta i czgsto stosowana metoda wygla-
dzania szeregdw czasowych. Polega na obliczaniu Srednich arytmetycznych z kilku
kolejnych wartoSci szeregu czasowego, zaczynajac od poczatkowych wartosci az do
wyczerpania wszystkich wyrazéw szeregu. Otrzymujemy w ten sposob ciag Srednich
ruchomych. Wykorzystujac t¢ metodg, musimy okreslic¢ m, czyli liczbe jednostek cza-
su, ktore obejmuje Srednia.

W zaleznoSci od tego, czy m jest parzyste, czy nieparzyste bedziemy wykorzystywac
rozne formuly obliczeniowe. Dla m nieparzystych §rednia ruchoma obliczamy jako:
v+ y

= ] — t+1
}.H_m 1=

+...+}’H"H (5.18)
m B

gdzie:

t=12 ..n-m+1,

m — liczba nieparzystych okresow czasu, ktore obejmuje §rednia (np. 3, 5, 7 itd.),
¥, —warto$¢ zmiennej w f-tym okresie czasu.

m-1

Przy takim sposobie postgpowania tracimy obserwacje dla —- poczatkowych

i f’;—] koncowych okres6w badanego zjawiska. Na przykiad wzor dla Sredniej rucho-

mej 3-okresowej bedzie mial posta¢é:
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}’z+}’z;+yf+2_ (5.19)

Y=

Stwierdzamy, ze w przypadku 3-okresowej Sredniej nie bedziemy posiadaé wy-
gladzonej wartosci dla pierwszego i ostatniego okresu.

Przyklad 5.10

Wiasciciele firmy fonograficznej chcg dowiedzie¢ sig, jaki jest trend sprzedazy
najnowszego albumu znanego artysty rockowego, ktory nagrywa plyty w tej wlasnie
firmie. Od premiery minglo 10 miesigcy. Dane przedstawiajace liczbe sprzedanych
plyt podano w tablicy 5.3. Wyznaczamy trend za pomoca 3-okresowej i 5-okresowe;j
Sredniej ruchomej. Obliczamy kolejne Srednie ruchome 3-okresowe wedlug wzoru
(5.19), rozpoczynajac od wygladzonej wartosci dla drugicgo miesiaca.

5 S /
- w =190,7 [tys. sztuk].
5, w =1503]tys. sztuk].

Tablica 5.3. Liczba sprzedanych plyt w kolejnych miesiacach po premierze
oraz obliczenia pomocnicze

Miesiac Liczba sprzedanych Srednia ruchoma
po premierze egzemplarzy|tys. szt.]

t ¥i 3-miesigczna 5-miesi¢gczna
1 175 - -

2 250 190,7 -

3 147 150,3 171,0
4 129 1433 148,0
5 154 139,3 140,0
6 135 1413 140,0
7 135 139,0 1394
8 147 136,0 131,4
9 126 129,0 -
10 114 - -

Zrodto: dane umowne.
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Kolejne obliczone wartosci znajduja si¢ w trzeciej kolumnie tablicy 5.3. Nastgp-
nie obliczamy 5-okresowe Srednie ruchome. W tym przypadku tracimy wartosci tren-
du dla dwdch poczatkowych i dwoch koncowych okresow.

5 _175+250+147+129+154

3 3 =171][tys. sztuk],

5 = 2504147 +129+154+135
B e
5

=148 [tys. sztuk].

Obliczone wartosci dla kolejnych okreséw znajdujg si¢ w czwartej kolumnie ta-
blicy 5.3.
Graficznie otrzymane wyniki przedstawiamy na rysunku 5.3.
260 -
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liczba sprzedanych piyt (tys. szt)
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Rys. 5.3. Liczba sprzedanych plyt artysty rockowego w ciagu 10 miesi¢cy od premiery

Jezeli liczba okres6w, jakie obejmuje Srednia jest wartoscia parzysta (m — parzy-
ste) przy wyznaczaniu trendu postugujemy si¢ tzw. Srednig ruchomga scentrowana,
obliczang jako:

StV t Vot S Ve
2 ") (5.20)

=

t+

MK

m
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Jak zauwazamy, w celu obliczenia §redniej scentrowanej bierzemy potowy warto-
Sciskrajnychy,iy,,,,. W przypadku §rednich scentrowanych utracimy wartosci trendu

dla Z poczatkowych i % koficowych okresow obserwacji analizowanego zjawiska.

Sprzedaz plyt w ciggu 10 miesigcy od momentu premiery wykazywala tendencjg
malejaca. Dla m = 4 formula obliczeniowa przyjmuje postac:

1 1
Eyt ¥t Y2t Vst E."r+4

4

(5.21)

Y2 =

Ciag srednich ruchomych wyznacza trend badanego zjawiska. Istotnym proble-
mem jest tutaj ustalenie dlugosci okreséw, z ktoérych bedziemy obliczali $rednie.
Musimy pamigtaé, ze im dluzsze beda okresy, tym lepiej bedzie wyréwnany szereg
czasowy, inaczej mdwiac, lepiej ,,oczyszczony” z wahan przypadkowych. Z drugie;j
jednak strony im dluzsze okresy, tym wygladzony szereg czasowy jest krotszy. Traci-
my informacje dla skrajnych okreséw szeregu.

Przyjmuje si¢, ze ilo$¢ okreséw, z ktorych oblicza si¢ §rednig ruchoma m-okre-
sowg nie powinna przekraczaé 0,51 okresow w przypadku szeregu o parzystej liczbie
okreséw oraz 0,5(n — 1) okresow, dla szeregu o nieparzystej liczbie okresow™.

Metoda $rednich ruchomych ma wiele ograniczei, migdzy innymi nie daje w re-
zultacie czystego trendu. Srednie ruchome obarczone sg bledami wynikajacymi z pro-
stoty obliczefi, ktdra nie pozwala w pelni wyeliminowaé wahaf przypadkowych. Ogra-
niczeniem tej metody jest rdwniez brak mozliwosci ekstrapolacji trendu na okresy
przyszie, czyli prognozowania badanego zjawiska™.

Przyklad 5.11

Dynamike sprzedazy plyt artysty rockowego zbadamy, stosujgc scentrowang $red-
nig ruchomg 2 i 4-okresowa (przyklad 5.10). Dane i obliczenia pomocnicze podano
w tablicy 5.4. Scentrowane Srednie ruchome 2-okresowe obliczamy, korzystajac ze
wzoru (5.20) w nastepujacy sposéb:

%-175+250+l-l47

¥,= > 2 = 2055]tys. sztuk].

%-250+147+l-129

V= ; 2 _1683(tys. sztuk] itd.

Kolejne wygladzone wartosci zapisano w trzeciej kolumnie tablicy 5.4.

> Por. M. Woiniak (red.), Statystyka ogdina, op. cit.
% A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.
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Tablica 5.4. Liczba sprzedanych plyt artysty oraz obliczenia pomocnicze

Miesiac Liczba sprzedanych Srednia ruchoma
po premierze egzemplarzy|tys. szt.]
t 32 2-miesieczna 4-miesieczna
1 175 - -
2 250 205,5 -
3 147 168,3 172,6
4 129 139,8 155,6
5 154 143,0 139,8
6 135 139,8 140,5
7 135 138,0 139,3
8 147 138,8 133,1
9 126 128,3 -
10 114 - -
Zrodto: dane umowne.
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Rys. 5.4. Liczba sprzedanych plyt artysty rockowego
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Wyznaczamy Srednie scentrowane 4-okresowe (wzor (5.21)):

%-175+250+147+129+l-154

5= y 2 _172.6(tys. sztuk].

%-250+147+129+154+i-135

F= y 2 _1556(tys.sztuk]itd.

Obliczone wartosci §rednich 4-okresowych dla rozwazanego przykladu podano
w czwartej kolumnie tablicy 5.4. Trendy wyznaczone mechaniczng metoda scentro-
wanych $rednich ruchomych 2 i 4-okresowych dla przykladu 5.11 zostaly przedsta-
wione na rysunku 5.4.

5.3.2. Analityczne metody wyodrebniania trendu

Metody analityczne wyodre¢bniania trendu polegaja na dopasowaniu do da-
nych empirycznych funkcji, w ktoérej zmienng objasniang jest poziom zjawiska obser-
wowanego w okreslonych okresach czasu, a zmienng objasniajgcg jest czas t.

Funkcja trendu bedzie przedstawiala prawidlowosci w ksztaltowaniu si¢ badane-
go zjawiska w przeszlo$ci. Posta¢ funkcyjna umozliwia ekstrapolacje trendu w okresy
przyszie. W takiej sytuacji musimy bra¢ pod uwage charakter badanego zjawiska,
mig¢dzy innymi, czy zmienno$¢ okolicznosci wplywajacych na badane zjawisko w przy-
szioSci mozliwa jest do przewidzenia.

Podstawowym problemem w przypadku metody analitycznej jest wybdr odpo-
wiedniej postaci funkcji trendu, czyli takiej, ktoéra bgdzie w najlepszy sposéb opisy-
wala ksztaltowanie si¢ badanego zjawiska w czasie. Najcz¢Sciej wykorzystywane sg
funkcje: liniowa, wiclomianowa, logarytmiczna, wykladnicza, potggowa. Jednym ze
sposobdw pomagajacych w podjeciu decyzji jest analiza graficzna. W ukladzie wspo6i-
rzgdnych prostokatnych zaznaczamy punkty empiryczne odpowiadajace wartosci przyj-
mowanych przez zmienna obja$niana Y w kolejnych okresach czasu. Sposdb, w jaki
ukladaja si¢ zaznaczone punkty, moze wskazywa¢ na rodzaj krzywej, ktéra bedzie
opisywala zjawisko™.

Jesdli w poszczegdlnych okresach bezwzgledne przyrosty warto$ci zmiennej Y, sa
w przyblizeniu stale, to tendencj¢ rozwojowa (trend) mozemy opisa¢ za pomocg funkceji
liniowej o postaci:

vi=a+bh-r+e, (5.22)

5% Por. M. Wozniak (red.), Statystyka ogdlna, op. cit.; A. Zelia$, Metody statystyczne, op. cit.;
W. Starzyhska, Statystyka praktyczna, op. cit.
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gdzie:
Y. —zmienna obja$niana obrazujgca dynamik¢ badanego zjawiska w czasie t,
t -zmienna objasniajgca w postaci zmiennej czasowej,

a, b - parametry modelu,
g, —skladnik przypadkowy charakteryzujacy odchylenia przypadkowe zmien-
nej od linii trendu.

Funkcje trendu liniowego mozemy przedstawiaé w postaci:

P, =a+b-1. (5.23)

Przyrost zmiennej t migdzy dwoma okresami (na przyklad migdzy latami, miesia-
cami, kwartalami) jest rowny 1. W obliczeniach zamiast lat kalendarzowych (np. 1991,
1992 itd.), mozemy posluzy¢ si¢ numerami zmienne;j ¢, rozpoczynajac od ¢t = 1 ozna-
czajacej pierwszy badany okres (czyli np. 1991 rok).

Wyraz wolny ,,a” funkcji (5.23) mozemy interpretowac jako oszacowanie pozio-
mu rozwazanej zmiennej w okresie ¢ = 0, a wigc bezposrednio poprzedzajacym okres
obserwacji. Wspdlczynnik kierunkowy ,,b” interpretujemy jako Srednioroczny przy-
rost lub spadek wartosci zmiennej w rozwazanym okresie.

Najczgsciej stosowang metoda dopasowania funkcji trendu do danych empirycz-
nych jest metoda najmniejszych kwadratéw, ktdra zostala przedstawiona podczas
omawiania regresji liniowej (rozdzial 4 punkt 4.6). Spos6b postgpowania dotyczacy
okreslania postaci funkgji liniowej trendu jest analogiczny do poszukiwania funkcji
regresji liniowej i dlatego w tym miejscu pomijamy szczegélowe rozwazania. Przypo-
minamy jedynie, ze podstawowym zadaniem tej metody jest ustalenie nieznanych
wartosci parametréw a i b na podstawie danych pochodzacych z obserwacji. Dodaj-
my, ze wartosci zmiennej objasnianej (x;) w regresji liniowej zastgpujemy zmienna
czasowg t, otrzymujac uklad réwnan normalnych o postaci:

iy,=n-a+b-§t
L , ‘:‘n . (5.24)
St-y,=a-Tt+b-31?
=1 =1 t=1

Uklad ten mozemy rozwigza¢ metoda wyznacznikéw:

n ot
|Al= =1 (5.25)
pH th
t=1 t=1
Sy, St
I4]|___ t=1 1=
A n LN (5.26)

zt-y, Xt-

=1 t=1
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n

no 2y
4= A (5.27)
Xt Xty
=1 t=1
|Al| K
=t b=t (5.28)
|4 |4

Sposéb dopasowywania funkcji trendu do danych empirycznych zilustrujemy
w przykladzie 5.12.

Przyklad 5.12

Zarzadzajacy przedsigbiorstwem produkujacym sprzet gospodarstwa domowego
interesuja si¢ dynamika zysku netto firmy w latach 1991-2001. Niezb¢dne dane za-
wiera tablica 5.5. Tendencj¢ rozwojowa chcemy opisa¢ za pomoca funkcji trendu
o postaci liniowe;j.

Tablica 5.5. Zysk netto przedsigbiorstwa produkujacego sprzet AGD w latach 1991-2001

Rok Zysk netto [w mlin z1]
1991 | 126
1992 122
1993 125
1994 119
1995 121
1996 120
1997 117
1998 119
1999 115
2000 116
2001 113

Zrodio: dane umowne.

Analiz¢ rozpoczynamy od sporzadzenia rysunku 5.5. Na podstawie analizy wy-
kresu mozemy stwierdzié, ze punkty empiryczne ukladaja si¢ wzdluz pewnej linii pro-
stej. Przystapmy do wyznaczenia wartosci nieznanych parametréw funkcji. Zastosu-
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jemy w tym celu metod¢ najmniejszych kwadratéw. Wedlug wzoréw (5.25, 5.26, 5.27,
5.28) obliczamy wartosci a oraz b. Dzialania pomocnicze podano w tablicy 5.6.
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Rys. 5.5. Zysk netto (w min zl) przedsiebiorstwa produkujacego sprzet AGD w latach 1991-2001

Wyniki obliczefi s3 nastgpujace:

1166 '
|4]= =5566-4356=1210,
66 50
1313 66
4= =664378-511830=152548,
7755 50
11 1313
o] = =85305-86558=-1353,
66 7755
DBV _ 607, p="22_ g
1210 1210

Funkcja trendu przyjmuje postac:

5, = 126,07 1,12t
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Na podstawie uzyskanych rezultatéw mozemy stwierdzi¢, ze ksztaltowanie si¢
zysku netto przedsigbiorstwa produkujacego sprz¢t AGD w badanym okresie cha-
rakteryzowalo si¢ trendem malejacym. Srednioroczny spadek zysku wynosit 1,12 min
ztotych. Mozemy rowniez oszacowaé wielko$¢ zysku w 1990 roku. Jesli podstawimy

t=0,to

uzyskamy y, = 126,07 mln zi.

Kolejnym krokiem jest obliczenie wartosci hipotetycznych (,) dla poszczegdl-
nych okreséw. Podano je w tablicy 5.6. Natomiast na rysunku 5.6 przedstawiono prze-
bieg wyznaczonej linii trendu wraz z punktami empirycznymi.

Tablica 5.6. Zysk netto przedsi¢gbiorstwa AGD oraz obliczenia pomocnicze

Rok Okres | Zysk netto 2 t-y, y O=-9» | =y
t (w min zl)
Vi
1991 1 126 1 126 124,95 1,10 44,04
1992 2 122 4 244 123,83 3,35 6,95
1993 3 125 9 375 122,71 5,24 31,77
1994 4 119 16 476 121,59 6,71 0,13
1995 5 121 25 605 120,47 0,28 2,68
1996 6 120 36 720 119,35 0,42 0,40
1997 7 117 49 819 118,23 1,51 5,59
1998 8 119 64 952 117,11 3,57 0,13
1999 9 115 81 1035 115,99 0,98 19,04
2000 10 116 100 1160 114,87 1,28 11,31
2001 11 113 121 1243 113,75 0,56 40,50
Razem 66 1313 506 7755 1312,85 25,01 162,55

Zrodlo: dane umowne.

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej, musimy oceni¢ dopasowanie funkcji
trendu do danych empirycznych. W tym celu b¢dziemy korzystac z przedstawionych
w punkcie 4.7 miar, do ktdrych naleza:

odchylenie skladnika resztowego (Sredni blad szacunku) s,
wspodlczynnik zmiennosci resztowej V,,

wspdlczynnik braku determinacji o2,

wspolczynnik determinacji R>.
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Rys. 5.6. Dynamika zysku przedsi¢biorstwa AGD w latach 1991-2001

Przyklad 5.13

Ocenimy dopasowanie funkcji trendu do danych empirycznych dla przykiadu 5.12,
gdzie:
¥, = 126,07 - 1,12¢.
Obliczenia pomocnicze do uzyskania wartosci poszczegdlnych miar dobroci do-

pasowania zawiera tablica 5.6.
* odchylenie standardowe skladnika resztowego:

Z(yi_j}l)z 25.0
n-k V11—

21 = \/ 2,278 =1,67 min zlotych].

Zaobserwowane w poszczegodlnych latach wielkosci zysku netto w przedsig-
biorstwie produkujgcym sprzgt AGD r6znig si¢ od wielkosci teoretycznych
obliczonych na podstawie funkc;ji trendu $rednio o 1,67 mln zlotych.

*  wspolczynnik zmiennos$ci przypadkowej:

V. =2£.100%.
%

W celu obliczenia wspoélczynnika zmiennosci przypadkowe;j, obliczamy wartos§é
$redniej arytmetycznej:
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y= 1?;—13 =119,36 [mln. zlotych].

Sredni zysk netto osiagany przez przedsicbiorstwo w badanym okresie wynosit
119,36 min zlotych.
V.= i§7—--100% =1,4%.
119,36
Odchylenie standardowe skiadnika resztowego stanowi 1,4% przecigtnego zysku netto
przedsigbiorstwa, co $wiadczy o dobrym dopasowaniu wyznaczonej funkgji trendu.
*  wspélczynnik braku determinacji (zbieznosci):

Zn:(yi - JA"t) 3
=& - 12632015 0,154,
AR

t=1

2

¢

Zmienno$¢ zysku netto przedsigbiorstwa w 15,4% nie jest wyjasniona przez
funkcje trendu.
*  wspdlczynnik determinacji:

R2=1-¢%=1-0154=0.846.
Zmienno$¢ zysku netto jest wyjasniona w 84,6% przez funkcj¢ trendu.

Podsumowujac uzyskane rezultaty, mozemy stwierdzi¢, ze dopasowanie funkcji
trendu do danych empirycznych jest zadowalajace.

5.4. Analiza wahan okresowych

Celem analizy wahafi okresowych jest wyodrgbnienie regularnych odchylen od
ogdlnej tendencji rozwojowej, wystepujacych w ustalonych odstgpach czasu. W tym
celu bedziemy rozpatrywacé szeregi czasowe, w ktorych jednostka obserwacji jest na
przyklad: miesiac, kwartal, potrocze, a wigc okresy krotsze niz rok. Rozwazania zilu-
strujemy przyktadem.

Przyklad 5.14

Dla zapewnienia cigglosci produkeji firma Z utrzymuje pewien poziom zapasow
surowca. W tablicy 5.7 podano stan zapaséw w poszczegdlnych pdiroczach w latach
2000-2004.

Na rysunku 5.7 przedstawiono ksztaitowanie si¢ zapaséw w rozwazanym okresie.
Przebieg krzywej pozwala przypuszczad, iz w tym szeregu czasowym mozemy wyroz-
ni¢: trend, wahania okresowe i wahania przypadkowe. Zajmiemy si¢ wyodr¢bnia-
niem poszczeg6lnych skladnikéw. Analiza sklada si¢ z nastgpujacych etapow:
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1) wygladzenie szeregu czasowego metodg mechaniczng lub analityczng,
2) wyeliminowanie trendu,
3) wyodre¢bnienie wahan przypadkowych — okre§lenie surowych wskaznikow se-
Zonowosci,
4) ustalenie czystych wskaznikoéw sezonowosci.
Tablica 5.7. Zapasy surowca w firmie Z w pdtroczach 2000-2004
Rok Pélrocze Zapas [tys. szt.]
2000 I 96
2000 II 204
2001 I 132
2001 II 216
2002 I 192
2002 II 264
2003 I 228
2003 II 324
2004 I 252
2004 II 384
Zrédto: dane umowne.
450
400
350 -
¥ 300 -
2
& 250
o>
8
S 200 -
150
100

50

20004 2000-1 20014 2001-i 2002-1 2002-i 2003-f 2003-Ii 20041 2004-I
Rys. 5.7. Zapasy surowca w firmie Z w péiroczach 2000-2004
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Wygladzanie szeregu czasowego polega na przyporzadkowaniu kazdej wartoSci
empirycznej odpowiedniej wartosci teoretycznej, kt6rg obliczamy albo jako Srednig
ruchomg (por. 5.3.1), albo ustalamy na podstawie funkcji trendu (por. 5.3.2).

W rozwazanym przykiadzie posluzymy si¢ analityczng metoda wyodrebniania
tendencji rozwojowej. Na postawie rysunku 5.7 mozna uznaé, ze zapasy przedsig-
biorstwa charakteryzowaly si¢ trendem liniowym. W zwiazku z tym metoda najmniej-
szych kwadratéw znajdujemy wartos$ci parametréw funkcji o postaci:

y=a+b-t

Po wykonaniu odpowiednich obliczefi otrzymujemy: §, = 96,00 + 24,22 - 1.

Obliczmy wartosci teoretyczne zmiennej Y, ktore zostaly zapisane w tablicy 5.8.

Tablica 5.8. Empiryczne i teoretyczne wartosci zapasow

Ye ¥ w, =2

M
96 120 0,799
204 144 1,412
132 169 0,783
216 193 1,120
192 217 0,884
264 241 1,094
228 266 0,859
324 290 1,118
252 314 0,803
384 338 1,135

Zrédlo: dane umowne.

Otrzymali$my wygladzony szereg czasowy zapaséw. W dalszej kolejnosci nalezy
zastanowi¢ si¢, w jaki sposob wyeliminowaé trend. Mozna to uczyni¢ dwoma sposo-
bami, a mianowicie:

1) od wartosci empirycznych (y,) odejmujemy odpowiadajace im wartosci teo-

retyczne (¥,

2) wartoSci empiryczne (y,) dzielimy przez odpowiadajgce im wartosci teore-

tyczne (,).
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W podjeciu decyzji pomoze przesledzenie, jak zmieniajg si¢ przyrosty bezwzgledne
(wz6r 5.2) lub wzgledne (wzér 5.7). Przebieg ich przedstawiono na rysunkach 5.8
(przyrosty bezwzgledne) oraz 5.9 (przyrosty wzgledne).
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Rys. 5.8. Przyrosty bezwzgledne zapasdow w potroczach 2000-2004
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Rys. 5.9. Stopy przyrostu zapaséw w poiroczach okresu 2000-2004



Analiza wahan okresowych 147

Stopy przyrostu charakteryzujg sig staloscia, dlatego trend wyeliminujemy, dzie-
lac wartoSci empiryczne przez odpowiadajace im wartosci teoretyczne. Oznaczymy je
jako w,. Wyniki obliczefi zapisano w tablicy 5.8. Szereg w, zawiera wahania okresowe
1 przypadkowe. Wahania przypadkowe usuwamy, obliczajgc $rednie arytmetyczne
wartosci w, dla jednoimiennych okreséw (dla tego samego cyklu wahan). Srednie te
nazywamy surowymi wskaznikami sezonowosSci.

Surowe wskazniki sezonowosci informuja, jaki bytby poziom obserwowanej zmien-
nej (poziom zapaséw), gdyby nie wystgpowaly wahania, a tendencja rozwojowa ksztat-
towalaby si¢ zgodnie z funkcja trendu®’. W celu tatwiejszego zaprezentowania omawia-
nej procedury dane z tablicy 5.8 zgrupujemy wedlug pdtroczy, ktére sa okresami
jednoimiennymi, czyli tymi samymi cyklami wahan. Zapiszmy je w tablicy 5.9.

Tablica 5.9. Ustalanie wskaznikow sezonowosci zapasoéw surowcow

Rok Pétrocze
1 1
Wk
2000 0,800 1,412
2001 0,780 1,120
2002 0,880 1,094
2003 0,860 1,118
2004 0,800 1,135
Suma 4,120 5,879
Srednie pétroczne wskazniki surowe w, 0,8240 1,1758
w, + wy 1,9998

Wskazniki czyste 0,8241 1,1759

Zrédlo: dane umowne.

Surowe wskazniki sezonowosci ustalamy jako:
s
>w Tk

— j=1

“‘k = .;’
s

(5.29)

s — liczba jednoimiennych okreséw,
k — liczba faz wahan.

7 Por. np.: S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, op. cit., Wroctaw 1999.
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Dla rozwazanego przykiadu s = 5 lat, poniewaz w okresie 10 lat wystgpowalo po
pi¢¢ pierwszych i drugich péiroczy, za$ k = 2, gdyz wystgpowaly dwie fazy (I i II
polrocze).

W rezultacie obliczefi otrzymujemy:

5

zwy
w =L =5’15ﬁ =0,8240,

S

(0.8240-1)-100% = —17,49%.

.Zs:wﬂ
w, =2 _38P 11758,
5

s
(1.1758-1)-100% =17.58%.

Surowe wskazniki sezonowosci informuja, ze gdyby nie wystgpowaly wahania okre-
sowe, to poziom zapasow w pierwszych pélroczach bylby o 17,49% nizszy, a w drugich
potroczach o 17,58% nizszy przy tendencji rozwojowej zgodnej z funkcja trendu.

Suma surowych wskaznikéw powinna byé réwna 2, poniewaz tyle jest faz cyklu.
W naszym przykladzie mamy: 0,8240 + 1,1758 = 1,9998. Nalezy skorygowaé wskaz-
niki. W tym celu kazdy z nich dzielimy przez ich $rednig arytmetyczna.

Obliczamy:

1) $rednig arytmetyczng surowych wskaznikow:

0.8240+1.1758 1.9998

=0.9999,
2
2) czyste wskaZniki sezonowosci:
dla I kwartalow: w; = 08240 _ 0,8241,
0,9999
dla I kwartalow: w;, = L1758 =1,1759,
0,9999

0,8241 + 1,1759 = 2,0000.

Czyste wskazniki informuja, ze gdyby nie bylo wahan okresowych, to stan zapa-
sOw w I pdlroczu bylby o 17,59% wyzszy, a w II poiroczu o 17,59% nizszy od poziomu
przecigtnego.
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rachunku prawdopodobienstwa @

6.1. Zmienna losowa

Wprowadzenie zmiennej losowej rozpoczniemy od nastgpujacego przykiadu®.

Przyklad 6.1

Gra polega na rzucie trzema monetami i otrzymaniu wygranej w wysokosci 100
zlotych, jesli wypadng trzy orly; przegranej 50 zlotych, gdy wypadng trzy reszki.
W pozostalych przypadkach nie ma wyplat. Nalezy obliczyé prawdopodobiefistwo
poszczegdlnych wygranych.

Najpierw rozwazamy realizacj¢ zdarzen losowych, jakimi sa wyniki rzutu trzema
monetami. Liczebno$¢ zbioru wszystkich mozliwych zdarzefi (wynikéw rzutu trze-
ma monetami) wyznaczamy zgodnie ze wzorem na wariacje z powtdrzeniami jako
n* = 2} = 8 element6w. Kazdy wynik ma jednakowe prawdopodobiefistwo realizacji
réwne 1/8. W tablicy 6.1 podano wszystkie mozliwe wyniki rzutu trzema monetami
wraz z odpowiadajacymi im prawdopodobiefistwami i wysokoScig wygranych.

Tablica 6.1. Prawdopodobiefstwo zdarzen i odpowiednich wygranych
W rzucie trzema monetami

Realizacje zdarzenia (A)) OOO|RRR {ORR|ROR [RRO [ RRO | RRO [ ORR
Prawdopodobieristwo P(A)) /8 | 18 1/8 ] 118 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8
Wygrana (x;) 100 | -50 0 0 0 0 0 0

Legenda: O - orzel; R — reszka.

% Por.: T. Gerstenkorn, T. Srodka, Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa, Warszawa
1973, s. 187.
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Wygrana w grze jest funkcja okreSlong na zbiorze zdarzen elementarnych poda-
nych w tablicy 6.1. Jesli zrealizuje si¢ zdarzenie A, (uzyskanie trzech oriéw), to funk-
cja przyjmie warto$¢ 100, a prawdopodobiefstwo jej uzyskania jest takie samo jak
zajScia zdarzenia A,. W kontekScie ustalonych warunkow gry, nie musimy rozr6zniaé
wynikow rzutu, w ktorych nie uzyskujemy wyplat. Takich przypadkow jest szesé. Funk-
cja przyjmie warto$¢ 0 z prawdopodobienstwem 6/8. Mamy tu do czynienia z sumg
szeSciu wylgczajacych si¢ zdarzen. Jesli zrealizuje si¢ zdarzenie Ay, to przegramy 50
zlotych, co oznacza, ze funkcja przyjmie warto$¢ 50 z prawdopodobienstwem 1/8.
WysokoS¢ wygranej w grze jest zatem zmienng losowg. Rozklad prawdopodobiefi-
stwa wygranych podamy w tablicy 6.2.

Tablica 6.2. Prawdopodobienstwo wygranych

x; PX =x)=p,
-50 1/8
0 6/8
100 1/8
Suma 1

Zmienna losowa jest to funkcja, ktorej polem jest podstawowy zbior zdarzen
elementarnych®. Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami, najcz¢iciej X, Y, Z.

Mozemy interesowac si¢, jakie jest prawdopodobienistwo, Ze w opisanej grze wy-
gramy mniej niz 100 zlotych, a wigc szukamy P(X < 100), ktére obliczamy jako:

P(X <100)=P(X =-50)+ P(X =0) = %
Mozemy znaleZ¢ wartosci tej funkcji w kazdym punkcie x;.
P(X <-50)=0.
P(X <0)=P(X =-50)= %

P(X <lOO)=P(X=—50)+P(X=O)=%.

P(X <100 +€) = P(X =-50)+ P(X = 0)+ P(X =100) =1,

% Por.: M. Fisz, Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematyczna, Warszawa 1967,
T. Gerstenkorn, T. Srédka, op. cit.
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Prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa X przyjmie warto$¢ mniejszg od liczby
rzeczywistej x nazywamy dystrybuanta lub funkcja rozkladu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X, co zapisujemy:

F(x)=P(X <x). (6.1)

Funkcja F(x) posiada nastepujace wlasnosci, ktore podamy bez dowodu®:
1) 0<F(kx)<1,
2) F(x) jest przynajmniej lewostronnie ciagla,
3) F(x) jest niemalejaca,
4) lim F(x)=F(-0)=0, lim F(x)=F(0)=1.
X——0 X0

Wiasnosci te stanowig warunek konieczny i dostateczny, aby funkcja F(x) byla
dystrybuanta.

Prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa przyjmie warto$¢ z przedzialux, <x <x,
obliczamy jako:

P X <xy) = F(xy) = F(x). (6.2)

Wsrdd zmiennych losowych wyrézniamy zmienne typu skokowego i ciaglego.

Zmienng losowa skokowa nazywamy taka zmienna losowa X, dla ktorej istnieje
funkcja P(X = x;) = p. >0 (k = 1, 2, ...) taka, ze dla kazdego rzeczywistego x zacho-
dzi relacja:

F(x)=P(X <x)= Zp(X =x;). (6.3)
Funkcje
F(x)=P(X <x)= £p(X =x,). (6.4)

X, <x

nazywamy funkcja prawdopodobienstwa skokowej zmiennej losowej X. Wartosci x,
nazywamy punktami skokowymi, a prawdopodobiefstwa p, — skokami®’.

Tpi=t (6.5)

Przyklad 6.2

Liczbe dzieci w rodzinie mozemy rozpatrywac jako zmienna losowa. Zalézmy, ze
przyjmuje ona nastgpujace wartosci: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Rozklad i dystrybuant¢ zmien-
nej losowej mozna podaé w postaci: tabeli, wykresu, wzoru analitycznego oraz ujgé
za pomoca odpowiednich miar. W tablicy 6.3 podano rozklad prawdopodobiefistwa

& quody mozna znaleZ¢é na przykiad w pracach: M. Fisz, op. cit., s. 43; T. Gerstenkorn,
T. Srodka, op. cit., s. 189.
o Ibidem.
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(funkcj¢ prawdopodobiefistwa) i dystrybuante (funkcj¢ rozkladu prawdopodobien-
stwa) tej zmiennej losowe;.
Na rysunkach 6.1 i 6.2 przedstawiono odpowiednio rozktad prawdopodobiei-
stwa i dystrybuante liczby dzieci w rodzinie rozpatrywanej jako zmienna losowa.
Zmienna losowa ciagla nazywamy zmienna losowa X, dla ktorej istnieje taka
nieujemna funkcja f(x), ze dla kazdego rzeczywistego x zachodzi relacja:

Fx)= [ f(n)ad. (6.6)
Funkcje f(x) spetniajgca warunek (6.6) nazywamy gestoscia prawdopodobiefistwa

lub gestoscig zmiennej losowej ciagle;.
Funkcja f(x) musi spelniaé warunek:

[f(x)=1. (6.7)
Jezeli gestosé f(x) jest funkcja ciagla w punkcie x, to zachodzi zwigzek:
F(x)=f(x). (6.8)

Przyklad 6.3

Autobus kursuje co 15 minut i dla tego okresu prawdopodobiefistwo przyjazdu
na przystanek jest stale. Czas oczekiwania na autobus rozpatrujemy jako zmienna
losowg. Nalezy podac jej funkcje gestosci i dystrybuante. Funkcje gestosci zapiszemy
jako:

0 x<0
f(x)=¢c 0<x<IS.
0 x215

Warto$¢ ¢ wyznaczymy z warunku (6.7), a wiec:

® 0 15 ®
[f(x)= [0dx+ fcdx+ [0dx=1, a zatem:

-0 - 0 15

15
fede=1 o’ =1  15c=1 =
0 0 15

Funkcje¢ gestoSci mozemy zapisa¢ w postaci:

0 x<0

1 0=<x<l5.

)= 15
0 xx15

Dla wyznaczenia dystrybuanty bgdziemy rozpatrywac kolejno poszczegélne prze-
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Tablica 6.3. Rozklad prawdopodobiefistwa i dystrybuanta zmiennej losowej X

(liczba dzieci w rodzinie)

Liczba dzieci PX =x) Liczba dzieci F(x)
w rodzinie (x;) w rodzinie (X < x)
0 0,2097 0 0,0000
1 0,3670 1 0,2097
2 0,2753 2 0,5767
3 0,1147 3 0,8520
4 0,0287 4 0,9667
5 0,0043 5 0,9953
6 0,0004 6 0,9996
Suma 1,0000 6+ ¢ 1,0000

Zrodlo: dane umowne.

pl'“
0,40 |
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

0

Rys. 6.1. Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej typu skokowego

F t
1,00 |
0,90
0,80
0,35
0,70
0,607
0,50
0,407
0,30

T

T

T

1

0,207 ——

0.00

2

>

0 1

Rys. 6.2. Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego

2

3

4

5 6

X;
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dzialy wartosci, jakie moze przyja¢ zmienna X.
1) dlax e (—o0; 0]

F(x)= | f()dt= [0dt=0,

2) dlax e (0;15]

o . 1] LI° 1
F(x)= [0dl +]—dt =0+—1| =—
ol3

[ x’
15, 15

-

3) dlax e (15; )

15

0 151 +a0 1 1
F(x)= [0dt+[—dt+ [0dt=0+—1] =—-15=1.
“w ol Is 159, 15
Zapisujemy zatem:
0 x<0

F(x)= L_x 0<x<lIs.
13
| x>13

Funkcje gestosci i dystrybuant¢ zmiennej losowej, ktdra jest czas oczekiwania na
autobus przedstawiono na rysunkach 6.3 i 6.4.

A
flx)
c ——
1 I »
a b x
Rys. 6.3. Funkcja ggstosci
Fixi 4
1+
0 | >

a b X
Rys. 6.4. Dystrybuanta
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6.2. Parametry rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej

Rozkiad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej mozemy ujaé sumarycznie za
pomocg pewnych wartosci liczbowych, ktére nazywamy parametrami rozkladu. Omé-
wimy tylko niektore z nich, a mianowicie te, ktére sg uzywane najczesciej. Naleza do
nich warto$¢ oczekiwana (nadzieja matematyczna), wariancja i odchylenie standar-
dowe.

Warto$¢ oczekiwana (nadzieja matematyczna) jest to warto$¢ przecietna zmien-
nej losowej. Oznaczamy j3 jako E(X).

Jest ona zdefiniowana odpowiednio:

* dla zmiennej losowej typu skokowego:

E(X):__ilx,.-p,., (6.9)
» dla zmiennej losowej typu ciaglego:
E(X)= [x- f(x). (6.10)

Dla przyktadu 6.2 obliczymy warto$¢ oczekiwang liczby dzieci w rodzinie. W tym
celu wykonamy odpowiednie dzialania zapisane w tablicy 6.4:

E(X)=¥x - p, =139~ 14 [dzieci].
i=l
Srednia liczba dzieci w rodzinie wynosi w przyblizeniu 1,4 dzieci.

Tablica 6.4. Obliczanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X (liczba dzieci w rodzinie)

Liczba dzieci PX=x)=p, X pi
w rodzinie (x,)

0 0,2097 0,0000

1 0,3670 0,3670

2 0,2753 0,5505

3 0,1147 0,3441

4 0,0287 0,1147

5 0,0043 0,0215

6 0,0004 0,0022

Suma 1,0000 1,3999

Zrodlo: dane umowne.
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Obliczymy Sredni czas oczekiwania na autobus w warunkach okreslonych w przy-
kiadzie 6.3.

15 ]

0 15 «w
E(X)= [x-Od+ = xdx+ [0de = Le2| =L 52222
o1 15 15 2

— =7.5[min].
30 [min]

30

—w { 0

Sredni czas oczekiwania na autobus jest rdwny 7,5 minuty.

Wariancja jest miara rozproszenia wartosci zmiennej losowej wokol wartosci
oczekiwanej. Jest to warto§é oczekiwana zmiennej [X - E(X)]* zdefiniowana wzo-
rem:

D*(X) = E|X - E(X))*. (6.11)
Mozna wykazad, ze
D*(X)=EX?)-|EX))>. (6.12)

Wariancj¢ obliczamy wedtug odpowiednich wzorow:
* dla zmiennej losowej typu skokowego:

DZ(X)=§[X,~—E(X)F-P,-, (6.13)
* dla zmiennej losowej typu cigglego:

D*(X)= flx- EQOP - f(x)dx (6.14)

-0

Odchylenie standardowe zmiennej losowej jest dane wzorem:

D(X)=\/D2(X). (6.15)

Odchylenie standardowe informuje, o ile $rednio warto$ci zmiennej X r6znig si¢
od wartosci oczekiwanej E(X).

Wracamy do przykladéw 6.2 i 6.3. Obliczymy najpierw wariancj¢ liczby dzieci
w rodzinie (przyklad 6.2). Odpowiednie obliczenia zapisano w tablicy 6.5.

Wariancja jest réwna 1,1196 [dzieci’]. Obliczamy odchylenie standardowe jako

D(X)= ,/l,l 196 =1,0581~1.06 dzieci. Liczba dzieci w poszczegdlnych rodzinach rdz-
ni si¢ od wartosci oczekiwanej §rednio o 1,06 [dzieci].
Jesli postuzymy sig¢ wzorem (6.12), to otrzymujemy:

E(X?)=Sx p,=3,0794 [EX)) = 1,9597 D¥(X) = 3,0794-1,9597 = 1,119%.
i=1

Zgodnie z oczekiwaniami rezultat jest identyczny. Poslugujac si¢ wzorem (6.12),
unikamy ucigzliwego obliczania odchyleft wartosci zmiennej od wartosci oczekiwa-
nej.
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Tablica 6.5. Obliczanie wariancji liczby dzieci w rodzinie

Liczba dzieci | PX=x)=p, | X,—-EX) | [x,-EQX)]*| [x;,-EX)]p; x2p;
w rodzinie x;
0 0,2097 -1,3999 1,9597 0,4110 0,0000
1 0,3670 -0,3999 0,1599 0,0587 0,3670
2 0,2753 0,6001 0,3601 0,0991 1,1010
3 0,1147 1,6001 2,5603 0,2936 1,0322
4 0,0287 2,6001 6,7605 0,1938 0,4588
5 0,0043 3,6001 12,9606 0,0557 0,1075
6 0,0004 4,6001 21,1608 0,0076 0,0129
Suma: 1,0000 1,1196 3,0794

Zrodlo: dane umowne.

Zbadamy teraz zroznicowanie czasu oczekiwania na autobus w pordwnaniu
z czasem §rednim (przyklad 6.3). Tym razem posluzymy si¢ wylacznie wzorem (6.12).
Przypomnimy, ze funkcja gestoSci ma postac:

0 x<0

f={L o<x<ls

5]

1
0 x>0

Obliczamy:

E(X?) = [x*- f(x)dx,

15

] 15 @
E(X?)= [0-x2de+ [o—x?+ 0.2 de=t. Lol = L.asp =3B _75
Zen ol5 15 153 |, 45 45

D*(X)=75-(7,5)* =75~56,25=18,75 [min2], [min?]

D(X)=/18,75 =4,33{min).

Przychodzac na przystanek autobusowy, musimy si¢ liczy¢ z tym, ze czas oczeki-
wania na autobus rdzni si¢ od czasu Sredniego przeci¢tnie o 4,33 minuty.
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6.3. Wybrane rozktady prawdopodobienstwa
zmiennej losowej

6.3.1. Podstawowe rozktady prawdopodobienstwa
zmiennej typu skokowego

Rozpoczniemy od prostego przypadku, w ktérym zmienna losowa przyjmuje tyl-
ko dwie wartoscix, = 0 orazx, = 1. Tak zdefiniowang zmienng nazywamy zmienng
zerojedynkowg. Rozktad prawdopodobieinstwa tej zmiennej podano w tablicy 6.6.

Tablica 6.6. Rozktad prawdopodobienstwa i parametry zmiennej losowej zerojedynkowej

Xk Px Xy - P x; Xi-Di

0 =1-p 0 0 0

1 p=1l-gq p 1 P
Suma 1 4

Wartos¢ oczekiwana: E(X) =‘§lxk - p; = p jest rowna prawdopodobiefistwu, ze
zmienna losowa przyjmie warto$¢ i

Wariancja: D*(X)=E(X?)~[E(X)P=p-p*=p-(I-p)=p-q.

Rozklad dwumianowy

Przyklad 6.4

Dwie druzyny siatkdwki rozgrywaja seri¢ spotkan zlozong z czterech meczow.
Oznaczymy druzyny jako A i B. Dla druzyny A prawdopodobienstwo wygrania me-
czu (sukces) jest rowne p = 0,6, a prawdopodobiefistwo przegrania (porazka) wynosi
q = 0,4. Traktujac liczb¢ meczé6w wygranych przez druzyng A jako zmienna losowa,
podamy rozklad jej prawdopodobienstwa. Najpierw zanalizujemy rozwazany przypa-
dek:

1) Zmienna losowa przyjmuje wartoéci: 0, 1, 2, 3, 4. Sg to liczby catkowite nie-

ujemne.

2) Zmienne te mozemy traktowac jako niezalezne, poniewaz wyniki meczu s3

niezalezne.

3) Mecz moze zakoficzy¢ sig zwycigstwem (zmienna przyjmie warto$¢ 1) lub

porazka (zmienna przyjmie wartoé¢ 0), a zatem w pojedynczym przypadku
mamy do czynienia z rozkladem zerojedynkowym.
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Rozwazana zmienna X jest suma n — niezaleznych zmiennych losowych o rozkta-
dzie zerojedynkowym. Taka zmienna podlega rozkladowi dwumianowemu, ktory jest
takze nazywany rozkladem Bernoulli’ego. Funkcja rozkladu jest dana wzorem:

P(X=k)=(:)-p"'-q""", (6.16)

gdzie: " =L.
k) Kn-=-k)!

Rozkiad zmiennej losowej dla przykladu 6.4 podano w tablicy 6.7.

Tablica 6.7. Rozklad prawdopodobienstwa liczby meczow wygranych przez druzyng A

Xy P(X =k) = p, Xy - Px Xi - Pi
4
0 PX =0)= 0 -(0,6)° -(0,4H* = 0,0256 0,0000 0,0000
v 4 e 3
1 P =)= | (0,6)' -(0,4)* =0,1536 0,1536 0,1536
4
2 PX =2)= ) (0,6)* -(0,4)* =0,3456 0,6912 1,3824
- 4 a g
4 PX =3)= 3 -(0,6)* (0,4 =0,3456 1,0368 3,1104
4
5 P(Y =d)= 4 -(0,6)* -(0,4)° =0,1296 0,5184 2,0736
Suma 2,4 6,7200

Zrbodlo: obliczenia wiasne.

Obliczymy teraz §rednig liczbg wygranych meczéw, wariancj¢ i odchylenie stan-
dardowe:

o E(X)=Yx-p =24,

i=l
s DYX)=EXV)-[EX)]*=6,72-(2.4)2 =6.72-5.76 = 096,
. D(X)= ,/(),96 = () 98.
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Druzyna A moze oczekiwaé, ze w seriach po 4 spotkania z druzyna B wygra Sred-
nio 2,4 mecz6w). Liczba wygranych meczéw w poszczegdlnych seriach r6zni si¢ od
Sredniej przecigtnie o 0,98 meczu, czyli o okolo 1 mecz.

W tym miejscu nalezy zwrdci¢ uwagg na to, ze jesli zmienna ma rozklad dwumia-
nowy, to dla ustalenia wartosci oczekiwanej i wariancji nie musimy zna¢ calego roz-
ktadu. Wartosci tych parametréw mozemy obliczy¢ na podstawie nast¢pujacych wzo-

réow:
E(X)=n-p. (6.17)
D*(X)=n-p-q. (6.18)
Dla przykladu 6.4 mamy:
E(X)=4-0,6=24, D*(X)=4-0.6-0,4=0.96.

Wyniki sg wigc identyczne.

6.3.2. Wybrane rozktady zmiennej losowej typu ciagtego

Sposrod rozkladow zmiennej losowej typu ciaglego oméwimy tylko dwa, a mia-
nowicie:

1) rozklad jednostajny (prostokatny),

2) rozklad normalny.

Rozklad jednostajny (prostokatny) zostal wprowadzony praktycznie w przy-
kladzie 6.3, w ktérym jako zmienna losowa rozwazaliémy czas oczekiwania na auto-
bus. Tutaj podamy og6lng jego postac. Zmienna losowa podlega rozktadowi jedno-
stajnemu, jesli jej funkcja gestosci jest dana jako:

0 x<a

flx)= L a<x<b. (6.19)
b-a
0 xzb

Dystrybuanta ma postac:

0 x<a

Fx)={X"2 a<x<b. (6.20)
b-a
1 x2b

% Wyprowadzenie wzoréw mozna znaleZé w podrecznikach do rachunku prawdopodobieii-
stwa.
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Wartos$¢ oczekiwana jest rowna:

E(X)=a;b. (6.21)
Wariancja jest dana wzorem:
D)=L ;2") (6.22)

Sredni czas oczekiwania na autobus z przykladu 6.3 jest réwny:
0+15
2

E(X)= = 7,5[min].
Wariancja jest rOwna:

DX(X)=

(15-0)" 225 _ 18,75[min?].
12 12

Odchylenie standardowe D(.X) = ,/l 8.75 = 4.33[min].

Rezultaty obliczefi sa identyczne jak te, ktore otrzymaliSmy wediug wzoréw defi-
nicyjnych.

Rozklad normalny
Zmienna losowa podlega rozkladowi normalnemu, jesli funkcja gestosci jest dana
wzorem:

1 [0 ey _
S === exp[ —— } (6.23)

gdzie:

u=E(X) -wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X,

o’ = D*(X) — wariancja zmiennej losowej X,

o = D(X) - odchylenie standardowe zmiennej losowej X.

Dystrybuanta jest zdefiniowana jako:

l

[“ =
) ovin

i exp[—l- ("‘f‘)z}zx. (6.24)
Zw 2 o

Rozkiad normalny jest w pelni okreslony przez dwa parametry: warto$¢ oczeki-
wang (o) oraz przez odchylenie standardowe (p; o). W dalszym ciggu uzywac bedzie-
my zapisu N( (i; o)), ktory czytamy jako: zmienna X podlega rozkladowi normalne-
mu z parametrami E(X) = p; D(X) = o. Sformulujemy teraz podstawowe wlasnosci
funkcji gegstosci danej wzorem (6.23).
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1. Jest to rozkiad zmiennej losowej typu cigglego, ktoéra przyjmuje wartosci
z przedzialu (—oo; w0).

2. Jest to rozklad symetryczny, a osig symetrii jest warto$¢ przecigtna £(X) = p.
Wynika stad, ze P(X < p) = P(X 2 p) = 0,5.

3. Posiada dwa punkty przegigcia o odcigtychx, = p—oc orazx, = p + o.

1
ov2n

4.  Warto$¢ maksymalng przyjmuje w punkcie p i jest ona rowna Jf(x) =

5. Wartos¢ p okreSla polozenie rozkladu w ukladzie wspdlrzgdnych, a odchyle-
nie standardowe o jego splaszczenie.

Funkcja gesto$ci rozkladu normalnego nie nalezy do funkcji elementarnych,
a wigc jej analityczna postac jest do$¢ skomplikowana. Dlatego obliczanie na przy-
kiad prawdopodobienstwa P(x, < X < x,) wymaga obliczenia odpowiednicj caiki
z funkcji gestoSci danej wzorem (6.24). Dla uniknigcia tej niedogodnos$ci wprowadza-
my zmienng standaryzowang U zdefiniowang jako:

UX—EX)_X-u
T DX) o

(6.25)

Zmienna ta ma stale parametry, a mianowicie warto$¢ przeci¢tna E(U) = 0,
a wariancja D*(U) = 1.
Biorac pod uwage, ze:
1) warto$¢ przecigtna stalej C jest rtowna E(C) = 0,
2) warto$¢ oczekiwana rdéznicy zmiennych jest rowna réznicy wartoéci oczeki-
wanych:
E(X-Y) = E(X) - E(),
3) EX-EX)] =0,
4) wariancja stalej jest réwna zeru; D*(C) = 0,

5) wariancja iloczynu stalej i zmiennej jest rowna: D*(CX) = C? - D*(X), otrzy-

mujemy:

_dX-EX)) 1 5 __ _ -
E(U)—E( D) J-D(X) {E[(X - E(XN)1} DD [E(X) - E(X)]=0,
s | X-EX) 1 R T L
D (U)~D[ DX) j_DZ(X) D[ X - E(X)] D' (X) D*(X)=1.

Funkcja gestosci standaryzowanej zmiennej U jest dana jako:

)= ! -exp{ﬁ} (6.26)

J2r 2
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Dystrybuanta ma postac:

1 u
- [o(u)du. 6.27
v2n -{n(p ( )
Na rysunku 6.5 przedstawiono funkcj¢ gestosci, a na rysunku 6.6 dystrybuante
rozktadu normalnego dla zmiennej standaryzowanej U. Rozklad normalny zmiennej
standaryzowanej ma te same wlasno$ci, co rozklad zmiennej X.

) =

0,60
045 |- ................................ ...............................
020 ............................... ...............................
T E— COST T—— —
0,00

-3,50 -1,7% 0,00 1,57 3,50

Rys. 6.5. Funkcja gesto$ci rozktadu normalnego zmiennej standaryzowanej N(0; 1)

1,0
0,8 [ .............................. ...............................
0,6 [-eereeeremreimeneieeinend .............................. ...............................
7Y ................................ ...............................
0,2 |- ................................ ...............................
0.0

-3,50 -1,75 0,00 1,57 3,50

Rys. 6.6. Dystrybuanta zmiennej losowej standaryzowanej
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Wartosci funkcji gestosci i dystrybuanty zmiennej standaryzowane;j zaleza tylko
od wartosci zmiennej U. Opracowano wigc tablice, z ktérych korzystamy, gdy intere-
suje nas prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa przyjmie warto$¢ z danego prze-
dzialu. Tablica 6.8 zawiera fragment tablicy dystrybuanty rozkladu normalnego zde-
finiowanej wzorem (6.27).

Przyklad 6.5

Wzrost mgzczyzn jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym z parametrami
p = 170 cm i odchylenicm standardowym ¢ = 3 cm.

Obliczy¢ prawdopodobiefstwo, ze losowo wybrany me¢zczyzna ma wzrost niz-
szy niz 184 cm. Mamy zatem znalez¢é: P(X < 184). Skorzystamy z tablic roz-
kiadu normalnego. W tym celu zmienna X przeksztalcimy w zmienng U we-
dlug wzoru (6.24):

185-170
W=

2o L.67.
3 3

Szukane prawdopodobienstwo znajdujemy na skrzyzowaniu wiersza 1,6 i ko-
lumny 0,07, gdzie odczytujemy, ze P(U < 1,67) = P(X < 184) = 0,9525.
Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze losowo wybrany me¢zczyzna jest nizszego
wzrostu niz 168 [cm]?

P(X <168) = P(U <1—6-8-#] = PU <-0,67)=02514.

Prawdopodobiefistwo to odczytujemy na przecigciu wiersza —0,60 z kolumna
-0,07.

Obliczy¢ prawdopodobieiistwo, Ze losowo wybrany me¢zczyzna ma przynaj-
mniej 176 cm wzrostu.

P(X 2176) = P(U > MJ
=PU22)=1-PU <2)=1-09767 =0,0233.

Znalez¢ prawdopodobiefstwo, ze losowo wybrany m¢zczyzna ma przynaj-
mniej 165 cm wzrostu.

P(X 2165) = P(U > =PU >-1,67)=

165 - 17())
3
=1-PU <-1,67) =1-0,9525 = 0,0475.

Z tablicy dystrybuanty mozemy odczyta¢ P(U < 2). Skorzystajmy wigc z rela-
gi: PU<2)=1-PU<2).
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* Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wzrost losowo wybranego mezczyzny wy-
nosi przynajmniej 167 cm, ale nie przekracza 173 cm?

(167—170 173—170)
3

P167<X <173)=P, <U«<

= P(-1<U <),
P(67< X <173) = P(-1<U <1) = 0,6827.

Przyklad 6.6

Dom Mody postanawia przygotowa¢ garnitury dla me¢zczyzn o nietypowych wy-
miarach. Do takich zaliczono osoby o wzroscie co najwyzej 160 [cm] i przynajmniej
205 [cm]. Nalezy ustalié, jaki procent klientéw mieéci si¢ w tych przedzialach wzro-
stu. Znajdujcmy zatem:

=P <£-3)=0,0013,

. P(Xsl()O):P[U 51—6—0—;-29)

. P(X>180)= P(U > =P(U >3)=0,0013.

180 170]
3
Wyrazajac prawdopodobiefistwa w procentach, otrzymujemy, Ze na obydwa prze-

dzialy wzrostu przypada 0,26% populaciji.

Otrzymane wyniki mozemy wykorzystaé do oszacowania zapotrzebowania na
garnitury dla me¢zczyzn uznanych za nietypowych.

Wedlug danych Narodowego Spisu Ludnosci i Mieszkan w 2002 roku w Polsce
zarejestrowano 14962106 mezczyzn w wieku przynajmniej 15 lat. Gdyby populacja ta
podlegata rozkladowi normalnemu z parametrami p = 170 [cm] i odchyleniem stan-
dardowym ¢ = 3 [cm], to mozna oszacowac, ze wirdd nich jest 14962106 - 0,0026 =
= 38901,48 ~ 38901 oséb, ktore na podstawie przyjetego kryterium mozna zaliczyé
do nietypowych. Jest to populacja potencjalnych nabywcow przygotowywanej kolek-
cji.



Tablica 6.8. Dystrybuanta rozkiadu normalnego

u -0,01 | -0,03 | -0,05 | -0,07 | 0,09 | -0,11 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11
-3,0 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0010 | 0,0009 | 0,0013 | 0,0014 | 0,0015 | 0,0016 | 0,0017 | 0,0018 | 0,0019
-2,8 | 0,0025 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0019 | 0,0018 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0028 | 0,0030 | 0,0032 | 0,0034 | 0,0036
-2,6 | 0,0045 | 0,0043 | 0,0040 | 0,0038 | 0,0036 | 0,0034 : 0,0047 | 0,0048 | 0,0051 | 0,0054 | 0,0057 | 0,0060 | 0,0064
-2,2 | 0,0136 | 0,0129 { 0,0122 | 0,0116 | 0,0110 | 0,0104 | 0,0139 | 0,0143 | 0,0150 | 0,0158 | 0,0166 | 0,0174 | 0,0183
-2,0 | 0,0222 | 0,0212 | 0,0202 | 0,0192 | 0,0183 | 0,0174 | 0,0228 | 0,0233 | 0,0244 | 0,0256 | 0,0268 | 0,0281 | 0,0294
-1,8 | 0,0351 | 0,0336 | 0,0322 | 0,0307 | 0,0294 | 0,0281 | 0,0359 | 0,0367 | 0,0384 | 0,0401 | 0,0418 | 0,0436 | 0,0455
-1,6 | 0,0537 1 0,0516 | 0,0495 | 0,0475 | 0,0455 | 0,0436 | 0,0548 | 0,0559 | 0,0582 | 0,0606 | 0,0630 | 0,0655 | 0,0681
-1,4 | 0,0793 | 0,0764 | 0,0735 | 0,0708 | 0,0681 | 0,0655 | 0,0808 | 0,0823 | 0,0853 | 0,0885 | 0,0918 | 0,0951 | 0,0985
-1,2 | 0,1131 | 0,1093 | 0,1056 | 0,1020 | 0,0985 | 0,0951 | 0,1151 { 0,1170 | 0,1210 | 0,1251 | 0,1292 | 0,1335 | 0,1379
-1,0 | 0,1562 | 0,1515 | 0,1469 | 0,1423 | 0,1379 | 0,1335 | 0,1587 | 0,1611 | 0,1660 | 0,1711 | 0,1762 | 0,1814 | 0,1867
-0,6 | 0,2709 | 0,2643 | 0,2578 | 0,2514 | 0,2451 | 0,2389 | 0,2743 | 0,2776 | 0,2843 | 0,2912 | 0,2981 | 0,3050 | 0,3121
-0,4 | 0,3409 | 0,3336 | 0,3264 | 0,3192 | 0,3121 | 0,3050 | 0,3446 | 0,3483 | 0,3557 | 0,3632 | 0,3707 | 0,3783 | 0,3859

0,0 0,4960 | 0,4880 | 0,4801 | 0,4721 | 0,4641 | 0,4562 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5120 | 0,5199 | 0,5279 | 0,5359 | 0,5438
0,2 0,5753 | 0,5675 | 0,5596 | 0,5517 | 0,5438 | 0,5359 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5910 | 0,5987 | 0,6064 | 0,6141 | 0,6217
0,4 0,6517 | 0,6443 | 0,6368 | 0,6293 | 0,6217 | 0,6141 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6664 | 0,6736 | 0,6808 | 0,6879 | 0,6950
0,6 0,7224 | 0,7157 | 0,7088 | 0,7019 | 0,6950 | 0,6879 | 0,7257 | 0,7291 | 0,7357 | 0,7422 | 0,7486 | 0,7549 | 0,7611
1,0 0,8389 | 0,8340 | 0,8289 | 0,8238 | 0,8186 | 0,8133 | 0,8413 | 0,8438 | 0,8485 | 0,8531 | 0,8577 | 0,8621 | 0,8665
1,2 0,8830 | 0,8790 | 0,8749 | 0,8708 | 0,8665 | 0,8621 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8907 | 0,8944 | 0,8980 | 0,9015 | 0,9049




Tablica 6.8. ciag dalszy

u -0,01 | -0,03 | -0,05 | -0,07 { -0,09 | 0,11 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11
1,4 09177 | 0,9147 | 0,9115 | 0,9082 | 0,9049 | 0,9015 | 0,9192 | 0,9207 | 0,9236 | 0,9265 | 0,9292 | 0,9319 | 0,9345
1,6 0,9441 | 0,9418 | 0,9394 | 0,9370 | 0,9345 | 0,9319 | 0,9452 | 0,9463 | 0,9484 | 0,9505 | 0,9525 | 0,9545 | 0,9564
1,8 0,9633 | 0,9616 | 0,9599 | 0,9582 | 0,9564 | 0,9545 | 0,9641 | 0,9649 | 0,9664 | 0,9678 | 0,9693 | 0,9706 | 0,9719
2,0 09767 | 0,9756 | 0,9744 | 0,9732 | 0,9719 | 0,9706 | 0,9772 | 0,9778 | 0,9788 | 0,9798 | 0,9808 | 0,9817 | 0,9826
2,2 0,9857 | 0,9850 | 0,9842 | 0,9834 | 0,9826 | 0,9817 | 0,9861 | 0,9864 | 0,9871 | 0,9878 | 0,9884 | 0,9890 | 0,9896
2,8 0,9974 | 0,9972 | 0,9970 | 0,9968 | 0,9966 | 0,9964 | 0,9974 | 0,9975 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9981 | 0,9982
3,0 0,9986 | 0,9985 | 0,9984 | 0,9983 | 0,9982 | 0,9981 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9991
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7.1. Podstawowe statystyki z préby i ich rozktady

W punkcie 1.2 wprowadzono pojegcie zbiorowosci (populacji) generalnej w spo-
sob intuicyjny. Pojecie to mozna réwniez definiowaé formalnie™. Wedlug M. Fisza:
,» W statystyce przyjeto nazywac zbiorowo$¢, ktdrej elementy obserwujemy, populacja
generalng lub zbiorowoscig generalng. Elementy populacji mozemy badac ze wzgleg-
du na rézne cechy. Jezeli méwimy, ze populacja generalna ma rozklad F(x), to chce-
my przez to powiedzie¢, ze badamy ceche X elementéw tej populacji generalnej i ze
ta cecha X jest zmienng losowa o dystrybuancie F(x). Zesp6l pewnej czgsci elemen-
tow populacji generalnej przyj¢to w statystyce nazywaé proba. My bedziemy nazywa-
li proba cigg wartosci badanej cechy pewnej ilosci elementéw populacji generalnej”®.

W dalszych rozwazaniach bgdziemy wnioskowac o cechach populacji generalne;j
na podstawie proby wybranej w drodze losowego doboru. ,,Metoda wyboru jest loso-
wa, jezeli cecha stanowigca kryterium wyboru jest niezalezna od cechy badanej”®.

Przykiad 7.1

Nalezy okresli¢ struktur¢ zatrudnionych wedlug poziomu wyksztalcenia w Kra-
kowie. Jako probe traktujemy ogdl pracownikéw zatrudnionych w wybranej uczelni
wyzszej. Taka proba nie moze stanowi¢ podstawy do wnioskowania o strukturze za-
trudnionych wedlug wyksztalcenia w calym Krakowie. W uczelniach wyzszych prze-
wazaja bowiem osoby posiadajgce wyksztalcenie wyzsze. Kryterium wyboru (uczel-
nia wyzsza) jest zalezne od badanej cechy (struktura wedlug wyksztalcenia). Jesli
natomiast intercsowac nas be¢dzie odleglo$¢ miejsca zamieszkania od miejsca pracy,

8 Por. np.: A. Iwasiewicz., Z. Paszek, Statystyka z elementami statystycznych metod monitoro-
wania procesow, Krakow 2004.

* M. Fisz, op. cit., s. 351-352.

% Ibidem, s. 522.
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to takg probe moglibySmy potraktowac jako wybrana w sposéb losowy. ,,Stad wynika,
ze pewna metoda wyboru moze by¢ losowa wzglgdem jednej cechy i nie by¢ losowa
wzgledem innej”%.

Do zrozumienia metod wnioskowania statystycznego konieczne jest uwiadomie-
nie sobie, Ze proba jest punktem w n-wymiarowej przestrzeni. Zilustrujemy to nastg-
pujacym przykladem.

Przyklad 7.2

Populacje generalng stanowig studenci wydziatu F pewnej uczelni w roku akade-
mickim t. Interesujaca nas cechg sg oceny otrzymane przez studentéw w roku akade-
mickim t. Ceche t¢ oznaczamy jako X. Moze ona przyja¢ sze$¢ nastgpujacych warto-
Sci: 2,0; 3,0; 3,5; 4,0; 4,5; 5,0. Takie bowiem oceny mogg uzyskiwaé studenci na
egzaminach. W uczelnianej bazie danych kazdy student posiada swoj dokument,
w ktOrym zapisane sa wszystkie jego oceny. Zbiorowos¢ generalng stanowi zbior wszyst-
kich dokumentéw w bazie danych. Ich liczebnos¢ jest rowna liczbie wszystkich stu-
dent6w oznaczonej jako N.

Z tej zbiorowosci pobieramy losowo ze zwracaniem # = 10 dokumentéw. Zaob-
serwowane wartosSci zmiennej losowej X, czyli zesp6t liczb (x, x,, ...., x,,) s3 warto-
Sciami 10-wymiarowej zmiennej losowej. Przestrzeft prob skiada sie ze wszystkich
mozliwych podzbioréw liczb (x, x,, ..., x},). Liczebnos$¢ przestrzeni prob ustalamy
jako wariacje z powtérzeniami. Jest ich V;'= k". Rozwazana w przykladzie przestrzen
sklada si¢ wigc z 6' punktow. Jest to ilosé prob jaka mozemy wylosowaé z rozwazanej
populacji.

Teraz okre$limy wazne w statystyce matematycznej pojecie, jakim jest statystyka
z proby. Statystyka z proby jest to zmienna losowa bgdaca funkcja obserwowane;j
lacznej zmiennej losowej (X, Xs,...X,).

Przyklad 7.3

Nawigzujemy do przykiadu 7.2. Chcemy ustali¢ $rednia ocen uzyskanych przez
studentéw Wydzialu F w roku akademickim ¢. Srednia zdefiniowana wzorem:

X+ X,+..+X, _,.:Z,X"
n n

X = (7.1)

jest statystyka z proby.
Jako zmienna losowa statystyka z proby posiada rozktad prawdopodobienstwa.
Mozemy zatem rozwazac:
1) jaki jest dokladny rozklad statystyki Z, = Z(X, X,,...,X,), co oznacza, ze
szukamy rozktadu tej statystyki dla kazdego naturalnego n,

& Ibidem.
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2) jakijest rozklad graniczny statystyki Z,, to znaczy, ze interesuje nas rozklad
tej statystyki gdy n — co.

Rozktady dokladne maja szczegblne znaczenie w przypadku malych préb, a roz-
ktady graniczne rozwazamy wowczas, gdy dysponujemy duzg préba statystyczng. Kry-
terium zaliczenia préby do duzych lub malych zalezy od rozwazanych statystyk z pro-
by. Nie istnieje natomiast kryterium ogélne wyrdézniania prob matych i duzych®’.

Przedstawimy teraz rozklady wybranych statystyk z proby, a mianowicie tych, ktére
b¢da pdzniej wykorzystane do wnioskowania statystycznego.

Rozklad $redniej arytmetycznej niezaleznych zmiennych losowych

o rozkladach normalnych

Zajmiemy si¢ najpierw sytuacja, w ktorej zmienna X w populacji generalnej ma
rozktad normalny okres§lony wzorem:

I O I WY T
f(x)—o_mexp[ 2 GZ :|’ (72)

gdzie:
p —warto$¢ przecigtna,
o —odchylenie standardowe zmiennej losowej X.

Rozpatrujemy $rednia z proby okre$long wzorem:

v-lsx, (7.3)
n k=1

gdzie zmienne X, sa niezalezne i majg jednakowy rozklad okreslony wzorem (7.2).
Metodg funkcji charakterystycznych® znaleziono rozklad tej zmiennej dany wzorem:

I (x—p)?
——exp _51 e (7.4)
Sy haall

Jn n

Zmienna X ma t¢ sama warto$¢ przecigtna (p), co zmienna X. Wariancja zmien-
nej X jest n razy mniejsza od wariancji zmiennej X.
Jest ona réwna:

h(x)=

_o® (7.5)

n

=1t

¢

 Por.: A. Iwasiewicz, Z. Paszek, op. cit.
® Por. np.: M. Fisz, op. cit., s. 354.
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Odchylenie standardowe jest rowne zmiennej X i jest rowne:

o
Op = . (7.6)
Jn
Oznacza to, zc rozproszenie wartosci zmiennej X wokodl wartosci przecigtnej p
jest mniejsze niz zmicnnej X wokél tej samej wartoSci.

Przyklad 7.4

Zmienng X jest ci¢zar czekoladek produkowanych przez automat. Zmienna ta
podlega rozkladowi normalnemu z parametrami p = 10 [g] i o = 2 [g], co zapiszemy
krotko N(10; 2).

Rozpatrujemy Sredni cigZar czekoladek w probach pobranych w sposob losowy
1liczacych po n = 16 czekoladek.:

a) obliczymy prawdopodobieifistwo, ze ci¢zar losowo wybrancj czekoladki roz-

ni si¢ od ci¢zaru Sredniego nic wigcej niz o 2 [g]:

PB<X <12} =P{8_210 X1 12—1()}=P{_ISX;1() <l}=0.68266.

2 2

Z tablicy 6.6 odczytujemy w wierszu ,,—1,0” i kolumnie ,,0,00” oraz w wierszu
,»1,0” 1w kolumnie 0,00, odpowiednio prawdopodobienistwa: 0,8389110,15625.
Prawdopodobienstwa te odejmujemy i otrzymujcmy podany wyzej wynik.
Prawdopodobiefistwo wylosowania czekoladki, ktdrej cigzar rézni si¢ od $red-
niego ci¢zaru czekoladek nie wigcej niz o 2 [g] jest réwne 0,68266.

b) znajdziemy rozklad zmiennej losowej X:

= I ] (x-10)* | (x- lO)
SO e T SR

2n
Ji6 16

Wariancja zmiennej X jest réowna o® = 0,25 [g’], a odchylenie standardowe
o =0,5]g)

¢) dlawylosowanego ciggu 16-elementowych préb niezaleznych obliczymy praw-
dopodobienistwo, ze uzyskany na ich podstawie §redni cigzar rézni si¢ od
Sredniego ci¢zaru czekoladek w populacji generalnej nie wigcej niz o 2 [g]:

PB<T <12)= P{s-10<x—10 12—10}=1,{_4SX—10

< < <45=0,99997.
05 = 05 0,5

’

W tym przypadku prawdopodobieistwo, ze §redni cigzar czekoladek w wybrane;j
losowo probie rozni si¢ od Srednicgo ich cigzaru w populacji generalnej nic wigcej
niz o 2 [g] jest rowne 0,99997.
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Uzyskane rezultaty wskazuja, ze w duzej serii 16-elementowych préb prostych
99997 razy na 100000 otrzymamy takie warto$ci zmienne;j X, ktore beda roznié sig od
wartoéci p nie wigcej niz o 2 [g]. Gdyby$my do szacowania Sredniego cigzaru czekola-
dek uzyli prob jednoelementowych, a wigc wiclokrotnie losowalibySmy po jednym
elemencie, to tylko 68266 razy na 10000 otrzymamy warto$ci X r0znigce si¢ od warto-
§ci przeci¢tnej w populacji generalnej nie wigcej niz o 2 [g].

Rozklad 42 (Chi?)

Interesuje nas rozklad n niezaleznych zmiennych losowych X, (k = 1, 2, ..., n)
o jednakowym rozkiadzie normalnym z wartoscig przecigtng p = 0 i odchyleniem
standardowym o, a wi¢c o gesto§ci prawdopodobiefistwa danej wzorem:

L expl 2
f(x)=6—‘/2=-;expl2.02 ] (7.7)

Rozpatrujemy statystyke, ktora jest suma kwadratéw n niezaleznych zmiennych
losowych X, z ktoérych kazda ma rozklad normalny o gestosci danej wzorem (7.7).
Jest to statystyka y* zdefiniowana jako:

x2=EIX,§. (7.8)
Warto$¢ przecigtna tej zmiennej jest réwna:
ml =n.02’ (7.9)
wariancja jest rowna:
My=2-n-0% (7.10)

Parametr n nosi nazwe liczby stopni swobody.

Przyklad 7.5
Zmienne losowe X, (k = 1,2, ..., 16) sa niezalezne i kazda z nich ma jednakowy
rozklad N(0; 2). Rozpatrujemy statystyke:
2 16 2
= ZX;.
k=1
Zmienna ta ma 16 stopni swobody oraz warto$¢ przecigtna:
m =16-22 =64,
wariancje réwna:
B, =2-16-24=32-16=512,

odchylenie standardowe réwne:

JH =512 =22.63.
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Rozklad Studenta

Rozwazamy zmienng losowa X zdefiniowana jako:

gdzie:

zmienne losowe X, sa niezalezne i maja jednakowy rozklad normalny N(i; 5). Zmicnna
losowa X ma rozklad normalny dany wzorem (7.4). Rozklad ten jest okreslony, jesli
znamy pio.

Jesli znamy tylko y, a nie znamy o, to rozklad zmiennej losowejX jest nieznany®.
Dlatego musimy rozwazy¢ takg statystyke, ktora, bedgc funkcjg p, nie zalezy od o.
Statystyke takg wprowadzil Gosset, ktory bardziej znany jest pod pseudonimem Stu-
dent. Wykazal on, ze jesli zmienne X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi majgcy-
mi ten sam rozklad normalny N(y; ), a zmienna X jest okre$lona jako:

N k=)
za$ S jest danc jako:
s=1 3, -1, (7.12)
n =i

to statystyka dana wzorem:

t= ;“J;1—1, (7.13)

nie zalezy od .
Zmienna okre§lona wzorem (7.13) jest zmienng losowg o rozkladzie £ — Studenta
o n-1 stopniach swobody.

7.2. Estymacja jako metoda indukcyjnego
whnioskowania statystycznego

7.2.1. Estymatory i ich wlasnosci

Estymacja jest to metoda postgpowania prowadzaca do oszacowania nieznanych
wartoSci parametréw na podstawie wynikow zaobserwowanych w prébie. Uzyskanie
szacunkow nieznanych warto$ci parametréw przebiega w nastepujacych etapach:

1) ustalenie parametru, ktérego warto$¢ nalezy oszacowac;

% W miejsce nie mozemy wstawié wartosci s obliczonej na podstawie proby, poniewaz jest to
realizacja zmiennej losowe;j S.
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2) okreslenie modelu populacji generalnej;

3) scharakteryzowanie proby statystycznej;

4) wybdr odpowiedniej statystyki z proby, ktorej rozklad zalezy od interesuja-
cego nas parametru;

5) obliczenie wartosci tej statystyki dla wylosowanej proby statystyczne;.

W tym miejscu mozliwe sg dwie metody postgpowania. Jedng z nich jest to meto-
da estymacji punktowej, ktdora polega na tym, ze obliczong dla proby warto$¢ staty-
styki przyjmujemy za oszacowanie parametru. Druga procedurg jest metoda estyma-
cji przedzialowej, polegajaca na skonstruowaniu przedzialu, ktdry z zadanym z gory
prawdopodobiefistwem pokrywa szacowang warto$¢ parametru.

W obydwu przypadkach postugujemy si¢ pewnymi statystykami, ktore nazywamy
estymatorami. Wprowadzamy nast¢pujace oznaczenia:

Q - parametr, ktérego warto$¢ chcemy oszacowac,

0, - estymator parametru Q,

Q" - oszacowana warto$¢ (ocena parametru Q).

Estymatorem 0, parametru Q nazywamy statystyke, ktorej rozklad zalezy od
parametru Q i ktora spelnia nastepujacy warunek:

lim [ P\Qﬂ -0

N0

chzu. (7.14)

Wynika stad, ze jesli 0, jest estymatorem parametru Q, to, zwigkszajgc liczeb-
nosci proby, (n - ) oczekujemy, ze prawdopodobiefistwo, iz warto$¢ estymatora
w n-elementowej probie nie odchyli si¢ od wartosci szacowanego parametru wigcej
niz o dowolng stalg ¢ zmierza do zera.

W niektdrych podrgcznikach warunek ten jest podawany jako:

lim[P

co oznacza ze jesli jest estymatorem parametru Q, to, zwigkszajac liczebnosci proby,
(n - =) oczekujemy, ze prawdopodobienstwo, iz warto$¢ estymatora w n-elemento-
wej probie odchyli si¢ od wartosci szacowanego parametru mniej niz o dowolng stalg
¢ zmierza do jednosci.

Sposrdd statystyk, ktore moga by¢ estymatorami danego parametru bedziemy
chcieli wybiera¢ takie, ktére dadzg jak najlepsze oszacowania. Kryterium wyboru sa
wlasnosci estymatorow”. Wyrdzniamy bowiem:

0,-0

<CJ=L (7.15)

" Wtasnosci te podamy bez dowoddw, ktére mozna znalezé w pracach ze statystyki matema-
tycznej (por.: M. Fisz, op. cit.; A. Iwasiewicz, Z. Paszek, op. cit.).
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1) estymatory zgodne

2)

3)

Ciag {0, } (n = 1,2, ....) estymatoréw parametru Q jest zgodny, jesli spelnia
nastepujacy warunek:

lim(l’*QAn—Q m):o (7.16)
lub

lim(I’QAn—Q <8]=1. (7.17)

H—

Warunek (7.16) oznacza, ze jesli 0, jest zgodnym estymatorem parametru
Q, to, zwigkszajac liczebnosci proby, (n — «), oczekujemy, ze prawdopodo-
bienstwo, iz warto$¢ estymatora w prébie n-elementowej odchyli si¢ od war-
toéci szacowanego parametru wigcej niz o dowolnie malg warto$é e zmierza
do zera. Biorgc pod uwage warunek (7.17), mozemy powiedzied, ze jesli 0.
jest zgodnym estymatorem parametru O, to zwigkszajac liczebnosci pro-
by (n » ), oczekujemy, ze prawdopodobienstwo, iz warto$é estymatora
w n-clementowej probie odchyli si¢ od wartosci € szacowanego parametru
mniej niz o dowolnie malg warto$¢ zmierza do jednoSci. O takich estymato-
rach méwimy, ze sa one stochastycznie zbiezne do wartoéci parametru. Zgod-
nos$¢ estymatora rozwazamy w odniesieniu do duzych prob statystycznych.
Nastgpna wlasno$¢ dotyczy estymatoréw o dowolnej liczebnosci;
estymatory nieobciazone

Warto$¢ estymatora uzyskana dla danej proby statystycznej rozni si¢ od war-
tosci parametru w populacji generalnej. Rozwazamy wartosci tych estyma-
toréw w serii prob. Gauss wykazal, ze jesli estymator jest nieobcigzony, to
jego warto$¢ oczekiwana (w serii prob) jest rOwna wartosci szacowanego
parametru. Zachodzi zatem zwigzek:

EQ,)=0. (7.18)

Roéznice B, = (Q,,) - (0 nazywamy obciazeniem estymatora,

estymatory najefektywniejsze

Estymatorem najefektywniejszym jest ten sposrdd estymatoréw nieobcia-
zonych, ktéry ma najmniejsza wariancj¢. Taki estymator daje najmniejszy
rozrzut wynikow uzyskanych w serii prob, a zatem wigksze jest wowczas
prawdopodobienstwo, ze oszacowana warto$¢ parametru bedzie bliska jego
prawdziwej wartodci. Efektywno$¢ estymatora zostala wprowadzona przez
Fishera.
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7.2.2. Estymacja punktowa

Zasady estymacji punktowej przedstawimy na przykladzie wnioskowania o §red-
nim czasie dojazdu studentéw do uczelni.

Przyklad 7.6

Studenci studiéw dziennych pewnej krakowskiej uczelni zostali poddani obser-
wagcji ze wzgledu na czas poSwigcany na wykonywanic najwazniejszych czynnosci
w ciggu tygodnia, do ktérych zaliczono réwniez czas wymagany na dojazd do uczelni.

Zbiorowo$¢ studentdw tej uczelni stanowi populacj¢ generalng. Cechg statystyczng
jest czas dojazdu do uczelni. Jest to zmienna losowa typu ciaglego mierzona w skali
interwalowej. Podjeto decyzj¢ o przeprowadzeniu badan metoda reprezentacyjna.
Proba bedzie wybierana w drodze losowania indywidualnych dokumentow z uczel-
nianej bazy danych o studentach.

Czas dojazdu do uczelni oznaczamy jako X. Przyjmujemy zalozenie, ze jest to
zmienna losowa o rozkladzie normalnym, ktérego warto$¢ przecigtna p jest niezna-
na. Znane jest natomiast odchylenie standardowe o = 8 [min}. Rozklad tej zmienne]
ujmiemy sumarycznie przez przecietny czas dojazdu do uczelni. Wyrazimy go za po-
mocg $redniej arytmetycznej. Interesuje nas Sredni czas, jaki po$wigcaja na dojazd
wszyscy studenci uczelni. Wnioskowaé bedziemy na podstawie proby liczacej n ele-
mentdéw. Do wnioskowania uzyjemy statystyki z proby, ktorg jest Srednia arytmetycz-
na dana wzorem (7.3). Jest to zgodny, nieobcigzony i najefektywniejszy estymator
wartosci przecigtnej w populacji generalnej’'. W rozwazanym przypadku ma ona roz-
klad normalny (por. wzory (7.4)—(7.6)) o wartoSci przeci¢tnej p oraz odchyleniu stan-

c - . c
dardowym —, co zapisujemy jako: N(i,—).
wy T pisujemy j (1 ‘/;)

Dla oszacowania $redniego czasu dojazdu studentéw do uczelni wylosowano probg
o liczebnosci n = 9 studentéw. Otrzymano nast¢pujace wyniki:

x, [min] 18 20 24 28 28 35 40 45 50

Po wykonaniu obliczeni uzyskano $redni czas dojazdu do uczelni rownyx = 32 [min).

Jest to wartos¢ estymatora X. Postepujac zgodnie z zasadami estymacji punkto-
wej, warto§¢ te przyjmujemy za oszacowanie Sredniego czasu dojazdu w populacji
generalnej. W rozwazanym przypadku znamy warto$¢ odchylenia standardowego
w populacji generalnej. Dzigki temu mozemy poda¢ $redni blad oszacowania tego
parametru. Jest on rowny:

" Formalne dowody na to, Ze srednia arytmetyczna jest estymatorem zgodnym, nieobcigzo-
nym i najefektywniejszym, znajdujemy np. w pracy M. Fisza, op. cit.; A. Iwasiewicza, Z. Pasz-
ka, op. cit.
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c 8 )
O.=—==—F4=2067[min].

NG

Oznacza to, ze przyjmujac jako $redni czas dojazdu do uczelni warto$¢ $rednicj
arytmetycznej uzyskang na podstawic 9-clementowej proby statystycznej, musimy li-
czy¢ si¢ ze $Srednim odchyleniem od wartosci parametru (z bigdem oszacowania) row-
nym 2,67 [min].

Jesli odchylenie standardowe w populacji generalnej jest nicznane, to nic potra-
fimy poda¢ dokladnoéci oszacowania parametru.

Przyklad 7.7

Przeprowadzamy analize¢ zachowai matrymonialnych. Obserwujemy wick kobiet
w chwili zawarcia picrwszego malzefistwa. Wiek ten rozpatrujemy jako zmienng lo-
sowa X o rozkladzie normalnym, ktérego parametry sg nieznane. Interesuje nas $redni
wick 1 wariancja wicku kobiet w chwili zawierania pierwszego malzefistwa. Wyloso-
wano 10 kobict, ktore zawieraly pierwszy zwigzck malzeniski w podanym nizej wieku:

x[lata] | 21 | 19 | 18 | 24 | 22 | 23 | 26 | 21 | 22 | 24

W tej probic Sredni wick kobiet jest rowny ¥ = % =22 [lata].

Do oszacowania wariancji mozemy wybraé’
1) estymator obcigzony, ktory jest dany wzorem:

Sr=Bl (7.19)

2) cstymator nicobcigzony zdefiniowano jako:

I R 7.20
1 (7.20)

Postuzymy si¢ estymatorem nicobcigzonym. Dla wylosowanej proby przyjmuje
on wartosc:

§2 === =578[lat?].
5 = > 78[lat’]

Odchylenie standardowe jest réwne:

” Wiasnosci estymatoréw wariancji i odchylenia standardowego sg szczegdlowo przedstawio-
ne np. w pracach: M. Fisz, op. cit.; A. Iwasiewicz, Z. Paszek, op. cit.
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§= "%2 =4/3,78 =2.40|(lat].

Zgodnie z zasadami estymacji punktowej wartosci estymatorow X, 82 § przyjmu-
jemy za oszacowanie odpowicdnio $redniego wieku, wariancji i odchylenia standar-
dowego. W tym przypadku nie mozemy podac bigdow oszacowania, poniewaz nie sa
znane warto$ci wariancji w populacji generalnej (wartosci parametréw).

7.2.3. Estymacja przedziatowa

Estymacja przedzialowa polega na skonstruowaniu przedzialu nazywanego prze-
dzialem ufnosci, ktéry z zadanym z gory prawdopodobienistwem bliskim jednosci row-
nym 1 — o pokrywa warto$¢ parametru Q. Prawdopodobiefistwo to nazywamy wspol-
czynnikiem (poziomem) ufnosci. Przedzial ufnosci jest przedzialem losowym. Musimy
si¢ liczy¢ z istnienicm przedzialéw, ktore nie pokrywajg wartoéci parametru. Przyj-
mujac wspolczynnik ufnosci, okreslamy, jaka bedzie czgsto$¢ przedzialéw pokrywa-
jacych warto$¢ parametru w dlugiej serii niezaleznych préb. Ze wszystkich przedzia-
16w wybieramy ten, ktéry przy danym 1 — o ma mozliwie najmniejszg dlugosé. Przedzial
ufnosci konstruujemy na podstawie rozkladu odpowiedniej statystyki z proby (esty-
matora). Mogg to by¢ rozklady dokladne lub graniczne (por. punkt 7.1).

Zasady estymacji przedzialowej przedstawimy na przykladach 7.8 do 7.14.

Przyklad 7.8

Podj¢to badania majace na celu okreslenie Srednich wydatkéw na opieke zdro-
wotng w gospodarstwach domowych emerytéw i rencistow. Wiadomo, ze wydatki te
sa zmienng losowa o rozkladzie normalnym, ktoérego warto$é §rednia p jest nieznana.
Znane jest natomiast odchylenie standardowe o = 20 [z1]. Jako estymatora uzyjemy
Sredniej arytmetycznej danej wzorem (7.3), ktéry w tym miejscu podajemy dla przy-
pomnienia:

Estymator ten ma rozklad N (]..L;~—G—-) . Aby skonstruowa¢ przedzial ufnosci, przyj-
¥

mujemy wspolczynnik ufnosei 1 - o z 0,95. Oznacza to, ze w serii zlozonej ze 100
niezaleznych prob uzyskamy 95 przedzialéw pokrywajacych §rednie wydatki na opie-
k¢ zdrowotna w populacji generalnej w gospodarstwach domowych emerytow i ren-
cistow. Poszukujemy granic przedzialu:

r —ua<X;M<ua =l-o. (7.21)

Jn
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Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

o)

= = o
PsX —uy - ——=<p<X+u —=r=1-ou 7.22
{For T o

Wartoé¢ u, odczytujemy z tablic rozkladu normalnego dla zadanego wspdlczyn-
nika ufnodci I — a (por. tabl. 7.1), w taki sposéb, aby P(|U| < u,) = 1-a.

Dla przedzialowego oszacowania $rednich wydatkéw na ochrong zdrowia wylo-
sowano 16 gospodarstw domowych emerytow i rencistow. Zaobserwowano nast¢pu-
jace wydatki (x; w z1):

100 180 300 500 120 200 380 600
160 200 400 650 180 240 430 320

Po wykonaniu obliczen dla tej zbiorowosci otrzymano $rednie wydatki rowne:

4960
16

X =

=310[zl].

Wartosci u, odczytujemy z tablic dystrybuanty rozkladu normalnego, ktorej frag-
ment podano w tablicy 7.1.

Tablica 7.1. Fragment dystrybuanty rozkladu normalnego

u, -0,01 0,03 0,04 -0,05 -0,06
~1,9 0,0281 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250
-1,6 0,0537 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485

u, 0,01 0,03 0,04 0,05 0,06
1,6 0,9463 0,9484 0,9406 0,9505 0,9515
1,9 0,9719 0,9732 0,9686 0,9744 0,9750

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Po podstawieniu odpowiednich wartosci do wzoru (7.21) mamy:

20 20
310-196-— <p<310+196- =\ = 310-1,96-5<p <310+1,96-5
{ J16 Jl6} { }

{310-98<nu<310+9.8}.

Ostatecznie przedzial ufnosci ma postac: {300,2 < u < 319,8}.
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Jest to jeden z losowych przedziaidw, ktore z prawdopodobiefistwem 0,95 pokry-
wajg $rednie wydatki na opick¢ zdrowotng w gospodarstwach domowych emerytow
1 rencistow.

Przyklad 7.9

W celu podjgcia decyzji w zakresie zarzadzania personelem przeprowadzo-
no analiz¢ fluktuacji zatrudnienia w firmie G. Z wykazu pracownikow wylosowano
w sposob niezalezny 26 oséb i zebrano dane dotyczace stazu pracy. Cecha ta jest
zmienng losowg o rozkladzie normalnym, ktérego parametry s3 nieznane. Nalezy
oszacowa¢ Sredni staz pracy wszystkich zatrudnionych w firmie G.

Warto$¢ odchylenia standardowego w populacji gencralnej jest nieznana i dlate-
go musimy wprowadzi¢ jego punktowe oszacowanie uzyskane wedlug wzoréw (7.18)
lub (7.19). W przypadku estymacji przedzialowej nie ma znaczenia, czy wybierzemy
estymator obcigzony, czy nieobcigzony. W obydwu przypadkach otrzymamy iden-
tyczne wyniki.

W celu skonstruowania przedzialu ufnosci musimy wykorzysta¢ funkcj¢ £-Stu-
denta zdefiniowang wzorem (7.15). Poszukujemy granic przedzialu ufnosci danego
odpowicdnio:

* dla estymatora obcigzonego:

Pt <——<t,¢=1-a. (7.23)

* dla estymatora nieobcigzonego:

ar=l-o (7.24)

W rezultacie odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy nastgpujace przedzialy
ufnosci:

PIX 1, = <pu<X +1, -

a J; n

=1-o. (7.25)

P{)?—ta- f cp< Xt }:1—(1. (7.26)
n-1 n-1
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Wartos$¢ ¢ odczytujemy z tablic rozkladu Studenta dla n - 1 stopni swobody
1 wspolczynnika ufnosci 1 - o w taki sposdb, aby P(|T| < ¢,) = 1 - a. Tablice rozkla-
du Studenta sg tak skonstruowane, ze warto$¢ statystyki £, odczytujemy dla poziomu.
Wybrane wartoSci statystyki ¢ — Studenta podano w tablicy 7.2.

Tablica 7.2. Fragment tablicy rozkladu Studenta

n-1 o
0,01 0,05 0,09 0,1
5 4,032 2,571 2,098 2,015
8 3,355 2,306 1,928 1,860
9 3,250 2,262 1,899 1,833
10 3,169 2,228 1,877 1,812
15 2,947 2,131 1,812 1,753
20 2,845 2,086 1,782 1,725
25 2,787 2,060 1,764 1,708
30 2,750 2,042 1,752 1,697

Zrédio: opracowanie wiasne.
Do oszacowania Sredniego stazu pracy zebrano dane dotyczace wybranych do
proby 26 pracownikéw (x; staz pracy w latach):
1 7 14 18 28 2 7 14 20 30 3 7 15
22 33 5 10 17 25 35 5 12 18 27 35 25

Po wykonaniu obliczefi otrzymano:

*  Sredni staz pracy rowny: X = %—362 =17,4[lata],

=113,1504 [lata?],

S . . . 828,
*  wariancja stazu pracy jest rowna: s* = 2 28‘ 76

¢ odchylenie standardowe réwne: s = /1131504 =10,64 [lata.

Przyjmujemy wspodlczynnik ufnosci 1 — o = 0,9, ktéremu przy 25 stopniach swo-
body odpowiada wartos¢ ¢, = 1,708 (por. tab. 7.2). Podstawiamy do wzoru (7.25)
i otrzymujemy:

Q
18—1,708-2’5—)<u<18+l,708-£}.
V25 V25

Po wykonaniu obliczeh mamy: {16,77 < p < 19,22}.
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Jest to jeden z losowych przedzialéw, ktdre z prawdopodobienistwem 0,90 pokry-
waja §rednie zatrudnienie w firmie G. W tym przypadku wielko§ciami losowymi sg
zaréwno kofice przedzialu, jak i jego diugo$¢ wynoszaca S - ¢,.

Przykiad 7.10

W budzecie czasu studentéw powinien si¢ znalezé czas poSwigcony na lekturg
literatury pigcknej. Przeprowadzajac badania metoda reprezentacyjna, zebrano dane
dotyczgce czytelnictwa wiréd wybranych losowo 100 studentéw pewnej uczelni. Czas
po$wigcony na lekturg jest zmienng losowa o nieznanym rozkladzie. Nalezy oszaco-
waé metodg przedzialows §redni czas poswigcony na lekture literatury pigknej przez
wszystkich studentéw uczelni, przyjmujac wspdlczynnik ufnosei 1 — o = 0,90.

Gdy posta¢ rozktadu zmiennej w populacji generalnej nie jest znana, a dysponu-
jemy duzg prdbg statystyczna, to dla skonstruowania przedziatu ufnosci wykorzysta-
my statystyke dang wzorem (7.16):

UZX_“.J;_

N

Poszukujemy zatem koficow przedziatu:

ap=l-o. (7.26)

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

P{)_(- aJ_<p<X+14 J—} (7.27)

Tablica 7.3. Rozkiad liczebnosci studentéw pewnej uczelni wedtug czasu
poswiecanego tygodniowo na czytanie literatury pigknej

X; fi x; fi-xi fi- x-x)
0-2 17 1 17 242,90
2-4 24 3 72 76,04
4-6 27 5 135 1,31
6-8 17 7 119 83,78
8-10 15 9 135 267,13

Suma 100 X 478 671,16

Zrbédlo: dane umowne.
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Dla wylosowancj proby skonstruowano szereg rozdziclczy podany w tablicy 7.3.
Po wykonaniu odpowiednich obliczef otrzymano:
* $redni tygodniowy czas czytania literatury pigkne;j:
478

¥ =—— =4.78[godz.],

¥ =y = H78lgodz ],
* wariancj¢ tygodniowego czasu czytania literatury pigkne;:

2o 67L16

100

*  odchylenie standardowe tygodniowego czasu czytania:

§=+/6,71 =259 [g0dz.].

Odczytana z tablic warto$¢ u, = 1,65. Podstawiajgc do wzoru, otrzymujemy:

=6.71[godz.2]. [godz"],

N (
{4’78_1’65'£<H<4,78+l,65~ 2’5)}

V100 V100
{4,78-0,43 < <4,78 + 0,43}

Ostateczna postac przedzialu ufnosci jest nastgpujaca: {4,25 < p < 5,21},

Jest to jeden z losowych przedzialow, ktdre z prawdopodobienstwem 0,90 pokry-
wajg Srcdni czas tygodniowo poswigcany przez studentdéw pewnej uczelni na czytanie
literatury pigkne;.

Zastanowimy si¢ teraz, jak liczna powinna by¢ proba, aby z zadanym z gory wspdl-
czynnikiem ufnosci zapewni¢ dokladno$¢ oszacowania wartosci przecigtnej z bigdem
nie przekraczajgcym ustalonej wielko$ci d. Jako maksymalny dopuszczalny blad (do-
ktadno$¢ oszacowania) przyjmicmy polowe dlugosci przedzialu ufnosci.

Przykliad 7.11

Dla sytuacji rozwazanej w przykladzie 7.7 ustalimy liczebno$¢ proby pozwalaja-
ca oszacowaé Srednie wydatki na opiek¢ zdrowotna w gospodarstwach domowych
emerytow i rencistow z bigdem nie wigkszym niz 4,50 zI. Polowa diugosci przedzialu
ufnosci przyjmowana jako bigd oszacowania jest dana wzorem:

U, -G

=

Poniewaz poszukujemy liczebnoSci proby u, to przeksztalcamy odpowiednio wzér
(7.28).
W rezultacie otrzymujemy:

d=

(7.28)

(7.29)
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Podstawiajac bedace do dyspozycji dane, otrzymujemy:

,_ 400-(1L96)°

~2) 7588~ 76,
2525

Aby zapewni¢ zadana dokiadno$¢ oszacowania, nalezy dysponowac préba o liczeb-
noscin = 76 obserwacji. Wiclko$¢ proby ustalamy, zaokraglajac do najmniejszej liczby
catkowitcj przekraczajacej uzyskany wynik. Nalezaloby wigc dolosowaé 76 ~ 16 = 50
gospodarstw domowych.

W rozwazanym przykladzie znana byla a priori warto$¢ odchylenia standardowego
w populacji generalnej. W praktyce trudno jest spotkaé taki przypadek. Najczgsciej
warto$¢ o jest nicznana. Postgpujemy wowczas tak, jak w podanym nizej przykladzie.

Przyklad 7.12

Przygotowywane s3 reprezentacyjne badania czasu pozostawania bezrobotnym
przez absolwentow wyzszych uczelni. Jednym z szacowanych parametréw jest Sredni
czas pozostawania bezrobotnym. Nalezy ustali¢ wielko$¢ proby, ktora przy wspol-
czynniku ufnosci 1 — o = 0,99, da oszacowanie tego parametru z bigdem maksymal-
nymd = 0,5 [miesiaca]. Zakiadamy, Ze czas przebywania absolwentéw w stanie bez-
robocia jest zmienng losowg o rozkladzie normalnym, ktérego parametry s3 nicznane.
Najpierw znajdziemy wzor podajacy zadana dokladno$¢ oszacowania, czyli ustalimy
polowg dtugosci przedziatu ufnosci danego wzorem (7.25). Jest ona réwna:

Sooar, (7.30)

(7.31)

Dla ustalenia wielko$ci # musimy znaé warto$¢ estymatora 2w tym celu prze-
prowadzamy badanie pilotazowe. Losujemy malg prébe statystyczna o liczebnosci
ny < 30. Obliczamy warto$¢ cstymatora 52 (wzér (7.22)). Ustalamy niczb¢dna wiel-
kos¢ préby n wediug wzoru (7.31).

Jesli okaze sig, ze n > ny, to musimy dolosowacé brakujace n ~n, clementow. Jesli
natomiast n < n,, to dalsza analiz¢ przeprowadzamy na podstawie proby pilotazo-
wej, poniewaz jej liczebno$¢ zapewnia wigksza od zalozonej dokiadno$¢ oszacowa-
nia.
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Do wstepnego oszacowania wariancji czasu pozostawania bezrobotnych spo$rod
absolwentow wyzszej uczelni wylosowano 9 oséb. Otrzymano nastgpujace realizacje
badanej zmiennej (x; w miesigcach).

Tablica 7.4. Czas pozostawania bezrobotnym po ukoficzeniu uczelni wyzszej

X 5 6 6 | 7 9 (12 | 13 | 14 | 18
(;=x)* | 16 | 25 | 16 | 9 1 4 9 | 16 | 64

Zrodto: dane umowne.

Na podstawie tych danych ustalamy:

A ) L
§2 = lg—( = 20[miesiecy*”].

Dlan -1 = 8 stopni swobody idla 1 — a = 0,99, to znaczy dla « = 0,01 z tablic
rozkladu ¢ - Studenta (por. tabl. 7.2) odczytujemy ¢, = 3,355. Podstawiajac do wzoru,
mamy:

12-52  (3335)2-20 66,7
2 (0,250 0,25

n=

=889,778.
d

Zgodnie z zasada zaokraglania do najmniejszej liczby calkowitej przekraczajacej
uzyskany wynik, stwierdzamy, ze dla zapewnienia oszacowania, z zadang dokladno-
Scig Sredniego czasu, jaki absolwenci uczelni wyzszych pozostaja bezrobotnymi nale-
zy dysponowac proba liczagca n = 890 [osoby]. Wobec tego nalezy dolosowaén —n, =
= 790 - 9 = 781 [osoby].

Zajmiemy si¢ teraz konstruowaniem przedzialu ufno$ci dla wariancji i odchyle-
nia standardowego.

Przyklad 7.13

Przeprowadzamy analiz¢ zréznicowania plac zasadniczych pracownikéw firmy
M. Zakiadamy, ze cecha ta jest zmienng losowg o rozkladzie normalnym, ktérego
parametry sg nieznane. Jako miar¢ zréznicowania przyj¢to wariancje¢. Dla jej oszaco-
wania z listy plac wylosowano 8 pracownikow.

W rozwazanym przypadku wiemy, ze cecha w populacji generalnej ma rozklad
normalny o nieznanych parametrach. Z populacji tej wylosowano malg prébg staty-
styczng. Do skonstruowania przedzialu ufnoéci uzyjemy wigc statystyki z proby zdefi-
niowane;j jako:

=l (7.32)

Poszukujemy zatem koncoéw przedziatu:
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P{c, <n-.§’~ <cz}=l—oc, (7.33)
o2
a po przcksztalceniach otrzymujemy przedzial ufnosci:
P{n-S“ <03<n-5'}=1_0¢, (7.34)
IoX o)

gdzie:
S? jest estymatorem wariancji w populacji generalnej zdefiniowany wzorem (7.19),
¢, oraz ¢, oznaczaja wartosci zmiennej losowej odczytane z tablic rozktadu y* dla
n — 1 stopni swobody i poziomu istotnosci 1 — o odpowiednio jako:

a =% o CZ:XZ L&

n-Lil-— n-
2

Jesli postuzymy si¢ estymatorem nieobcigzonym, ktory jest zdefiniowane wzo-
rem (7.20), to przedzial ufnosci przyjmie postaé:

_1.82 ~1.82
p (n-1-5 <02<(rl D-S
c, ¢

=l-a. (7.35)

W sposob najbardziej ogélny przedzial ufnosci dla wariancji przedstawiamy jako:

Z(xi —f)z .Z(xi _35)2
P <ol <l =l-a. (7.36)
5] g

Na podstawie wylosowanej proby nalezy skonstruowaé przedzial ufnosci, przyj-
mujgc wspolczynnik ufnodci 1 — o = 0,95. Zebrane w tym celu informacje podano
w tablicy 7.5.

Tablica 7.5. Place zasadnicze pracownikéw firmy M

X; 1000 1200 1280 1300 1400 1570 1700 1700
(x,.—f)2 155039,1 37539,1|12939,1| 8789,1 | 39,1 |31064,1{93789,1|93789,1

Zrédto: dane umowne.

Po wykonaniu odpowiednich obliczef otrzymano:

11150
8

* $rednig placg zasadniczg: ¥ = =1393,75[zl].

432987.5

* warlancj¢ plac zasadniczych: s2 = =54123,48[z1].
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Teraz nalezy znalez¢ wartoSci ¢, oraz ¢, W tym celu ustalamy: o = (),05;% =0,025;
n-1=17.
W tablicy 7.6 podano fragment rozkladu 7.

Tablica 7.6. Fragment tablicy rozkladu y?

Stopnie swobody
n-1

Poziom istotnosci o

0,025 0,05 0,01 0,975 0,95 0,99

5 12,832 | 11,070 | 15,086 0,831 1,145 0,554
6 14,449 | 12,592 | 16,812 1,237 1,635 0,872
7 16,013 | 14,067 | 18,475 1,690 2,167 1,239
8
9

17,535 15,507 | 20,090 2,180 2,733 1,647
19,023 | 16,919 | 21,666 2,700 3,325 2,088
10 20,483 | 18,307 | 23,209 3,247 3,940 2,558

Zrodlo: opracowanic wlasne.

Odczytane warto$ci sg nast¢pujace:
c] = X%;U,975 = 13690- 02 = x%;(’,()ZS = 1670 1 3
Po podstawieniu do wzoru (7.35) otrzymujemy:

$-5412344 , 8-54123.44
<6°<
16,013 1,690

}, a po wykonaniu obliczen przedzial ufno$ci ma

postac:
{27039,75 < 62 <160128.50}.
Jest to jeden z losowych przedzialow, ktdre z prawdopodobiefstwem 0,95 pokry-
wajg wariancj¢ plac zasadniczych pracownikow firmy M.
Jesli interesuje nas przedzialowe oszacowanie odchylenia standardowego plac

zasadniczych pracownikéw firmy M, to wystarczy obliczyé pierwiastki kwadratowe
z koficow przedzialu dla wariancji. Otrzymujemy w rezultacie:

2703975 <o < 16012850},

{164,44 <0 < 400,16}.

Jest to jeden z losowych przedzialow, ktére z prawdopodobienstwem 0,95 pokry-
wajg odchylenie standardowe plac zasadniczych pracownikéw firmy M.
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Przyklad 7.14

W celu usprawnicnia obsiugi klientow pewnego banku przeprowadzono analiz¢
czasu ich oczekiwania na obslug¢ przy okienku kasowym. Cecha ta jest zmienng lo-
sowa, ktorej rozklad jest nieznany. Nalezy oszacowac odchylenie standardowe czasu
oczekiwania. W tym celu wybrano w spos6b losowy probe o liczebnosci n = 100
klientéw. Rozwazana tutaj sytuacja rozni si¢ od poprzednicej, a mianowicie: nie jest
znany rozklad i dysponujemy duzg proba statystyczna.

Przedzialowe oszacowanic odchylenia standardowego otrzymujemy jako:

P—S;——<c<—'5— =l-a. (7.37)
l+_._ig__ l_._za_

v2onr 0 am

Po wykonaniu odpowicdnich przeksztalcen otrzymujemy réwnowazng postac
wzoru (7.37):

P{S—ua' S <o<S+uy- S }=l—a. (7.38)

V2-n V2-n

Dla wybrancj losowo proby otrzymano rozklad liczebnosci wedlug czasu oczeki-
wania na obsluge podany w tablicy 7.7.

Tablica 7.7. Rozklad liczebnosci klientéw wedlug czasu oczekiwania na obstuge w banku

X; J; x; fi xi Ji- (/=-X)
4-8 15 6 90 693,6
8-12 25 10 250 196,0
12-16 40 14 560 57,6
16-20 15 18 270 405,6
20-24 5 22 110 423,2
100 x 1280 1776

Zrodio: dane umowne.

Dla tej proby obliczono:

*  S§redni czas oczekiwania na obsluge: X = 11280

=12.80[min}.

*  wariancj¢ czasu oczekiwania na obslugg: s° 1776 _ 17,76 [min?|,
100 '

*  odchylenie standardowe czasu oczekiwania na obsluge: s = /17,76 = 4,21|min].
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Skonstruowano przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego czasu oczekiwa-
nia na obsluge, przyjmujac wspdélczynnik ufnosci 1 — o = 0,95. Ma on posta¢:

421 << 421
1,96 1 196 [

2-100 V2-100

1 ostatecznie {3,69 < o < 4,89}.

1+

Jest to jeden z losowych przedzialow, ktore z prawdopodobiefistwem 0,95 pokry-
waja odchylenie standardowe czasu oczekiwania na obstuge w banku.

Jesli konieczne jest oszacowanie wariancji rozpatrywanej zmiennej, to wystarczy
podnies¢ do kwadratu kofice przedzialu ufnosci dla odchylenia standardowego. Otrzy-
mujemy:

{13,67 < o? < 23,89}.

Jest to jeden z losowych przedzialow, ktore z prawdopodobiefistwem 0,95 pokry-
waja wariancj¢ czasu oczekiwania na obsiuge w banku.

Po wprowadzeniu zarysu zasad estymacji warto$ci wybranych parametrow w po-
pulacji generalnej, zajmiemy si¢ teraz druga metoda wnioskowania statystycznego,
ktora jest weryfikacja hipotez.

7.3. Weryfikacja hipotez jako metoda
indukcyjnego wnioskowania statystycznego

Ponizej oméwimy metod¢ wnioskowania polegajaca na weryfikacji hipotez staty-
stycznych. Hipotezy statystyczne sa przypuszczeniami, w ktorych sformulowano sady
o nieznanym rozkladzie zmiennej losowej w populacji generalnej. Przypuszczenia te
moga odnosié si¢ do wartosci parametru lub do analitycznej postaci rozkladu rozwa-
zanej zmiennej. Sluszno$¢ wysunigtych przypuszczen jest weryfikowana na podsta-
wie wynikOw zaobserwowanych w probie statystyczne;j.

Najczgsciej zanim hipoteza zostanie sformulowana posiadamy juz pewne infor-
macje a priori. Informacje te wyznaczaja zbidér hipotez dopuszczalnych. Oznacza
to, ze ze zbioru wszystkich mozliwych przypuszczen potrafimy wyeliminowac te, kto-
rych rozwazanie nie byloby uzasadnione.

Zbioér dopuszezalnych hipotez oznaczamy przez Q. Jezeli elementy tego zbioru
roznig si¢ tylko wartosciami parametréw rozkladu zmiennej w populacji generalnej,
to hipotezy te nazywamy parametrycznymi. Jesli natomiast elementy zbioru Q moga
rozni€ si¢ zarowno warto$ciami parametrow, jak i postacig rozkiadu zmiennej w po-
pulacji generalnej, to hipotezy te nazywamy nieparametrycznymi.
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Hipotezy sa weryfikowane za pomocg testow statystycznych. Testem statystycz-
nym nazywamy regule¢ postepowania rozstrzygajaca, jakie wyniki uzyskane na podsta-
wie proby wskazuja, zc postawiong hipotez¢ nalezy odrzucié, a jakie nic dajg podstaw
do podjecia takicj decyzji. Decyzja o przyjeciu hipotezy moze by¢ podejmowana tylko
w §ciSle okreslonych warunkach. Podzialowi hipotez na parametryczne i nieparame-
tryczne odpowiada takie samo rozréznienie testow parametrycznych i nicparametrycz-
nych.

Jezeli wysuwamy tylko jedng hipotez¢ i celem testu jest zweryfikowanie, czy jest
ona prawdziwa, to taki test nazywamy testem istotnosci. Rezultatem jego zastoso-
wania jest decyzja o odrzuceniu hipotezy lub uznanie, ze nie ma podstaw do jej od-
rzucenia. W tym przypadku mozliwe jest jedynic wyeliminowanie hipotez fatszywych,
a niemozliwe jest ustalenie, czy sformuiowana hipoteza jest prawdziwa. Na podsta-
wie testu istotnoéci nie mozna podjac¢ decyzji o przyjeciu hipotezy.

Hipoteza jest weryfikowana na podstawie wynikow zaobserwowanych w probie
statystycznej. Decyzj¢ o jej odrzuceniu podejmujemy wowczas, gdy uzyskane tg droga
wyniki s3 malo prawdopodobne, jesli sprawdzana hipoteza jest prawdziwa’. Musimy
przyjaé kryterium, na podstawie ktoérego uznamy, ze zrealizowalo si¢ takie mato praw-
dopodobne zdarzenie. W tym celu przyjmujemy poziom istotnosci o. Jest to praw-
dopodobieristwo odrzucenia weryfikowanej hipotezy wéwczas, gdy jest ona prawdzi-
wa. Jezeli prawdopodobieiistwo otrzymania wynikéw zaobserwowanych w probie jest
nic wigksze niz zalozony poziom istotnoéci, to odrzucamy sprawdzang hipotezeg. Je-
zeli prawdopodobiciistwo uzyskania wyniku jest wigksze niz zalozony poziom istot-
nosci o, to nalezy rozumieé, ze przeprowadzone badanie nie przeczy postawionej
hipotezie i nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Przyjmowanie hipotezy na podstawie jednego doswiadczenia, w wyniku ktorego
nastapilo zdarzenie mogace przy prawdziwosci postawionej hipotezy pojawic si¢ czg-
Sciej niz o na 100, nie jest uzasadnione.

Najczgéciej bezposrednie poréwnywanie wartosci o z odpowiednim prawdopo-
dobicfistwem uzyskania wyniku, ktdry zrealizowal si¢ w probie statystycznej, zastg-
puje si¢ porownaniem wartoéci odpowiednich statystyk. Statystyki te okreSlane sa
miancm testow statystycznych.

Test statystyczny, czyli sprawdzian hipotezy, jest pewna statystyka z proby. Spraw-
dzian hipotezy jest micrnikiem rozbieznosci migdzy wynikami uzyskanymi na pod-
stawic proby (warto$¢ empiryczna) a przypuszczeniami sformulowanymi w postaci
hipotezy przy zalozZeniu, Ze jest ona prawdziwa (warto$c¢ teoretyczna). Podjecie decy-
zji jest poprzedzone poréwnaniem wartosci teoretycznej z empirycznag, co jest row-
noznaczne z poréwnywaniem prawdopodobiefistw. Rezygnujemy z porOwnywania
prawdopodobienstw ze wzgl¢du na wigksza pracochlonnos¢ ich obliczania w pordw-
naniu z obliczanicm warto$ci testu statystycznego. Jesli obliczenia sa przeprowadza-

” Zob. tez: H. M. Blalock, Statystyka dla socjologéw, Warszawa 1975; M. Fisz, op. cit.; A. Iwa-
siewicz, Z. Paszek, op. cit.
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ne za pomocy statystycznych pakietow komputerowych, to obydwie wartosci otrzy-
mujemy réwnocze$nie.

W dalszym ciaggu zajmowac si¢ bedziemy testami istotnosci, czyli b¢dziemy spraw-
dza¢, czy postawiona hipoteza jest prawdziwa. W tym celu formulujemy:

1) hipoteze zerowa, to znaczy weryfikowang, oznaczang jako H,

2) hipotezy alternatywne, czyli inne dopuszczalne hipotezy.

Do sprawdzenia slusznosci sformulowanego przypuszczenia wybieramy odpowied-
ni test. Jest to statystyka (funkcja) przyjmujaca w réznych probach rézne wartodci.
Ze zbioru tych wartosci wyodrgbniamy obszar krytyczny.

Zbidr wszystkich wartosci testu oznaczymy jako U, a obszar krytyczny jako v.
Granice jego ustalamy tak, aby spelniony byl warunek, ze jesli hipoteza H, jest praw-
dziwa, to prawdopodobiefistwo, ze warto$¢ testu znajdzie si¢ w obszarze krytycznym
jest rowne przyjetemu poziomowi istotnosci, co zapisujemy, ze P{U e v|H,} = a.
Oznacza to, Ze za kazdym razem, gdy warto$¢ testu znajdzie si¢ w obszarze krytycz-
nym, to zerowa hipoteze odrzucamy, na korzys¢ hipotezy alternatywnej H,. Obszar
przyjec jest dopelnieniem obszaru krytycznego. Gdy warto$¢ testu znajdzie si¢ poza
obszarem krytycznym (U e v), to uznajemy, Ze nie ma podstaw do odrzucenia hipo-
tezy H,,.

Odrzucenie prawdziwej hipotezy jest decyzja bledna. Blad polegajacy na odrzu-
ceniu hipotezy H,, gdy jest ona prawdziwa nazywamy bledem pierwszego rodzaju.
Prawdopodobiefistwo jego popelnienia jest rowne a.

Mozna popelni¢ blad w przeciwnym kierunku, to znaczy przyja¢ hipotez¢ Hy, gdy
prawdziwa jest hipoteza alternatywna. Jest to blad drugiego rodzaju. Prawdopo-
dobiefistwo takiego zdarzenia jest: P{U ¢ v{H,} = B. Spo§réd prawdopodobiefistw
o i B znacznie trudniej jest oceni¢ prawdopodobiefistwo . Musimy bowiem zna¢
rozklad cechy w populacji generalnej oraz posiada¢ informacj¢ o stopniu rozbiezno-
$ci migdzy hipotetyczng i prawdziwa wartoscig parametru’®,

7.3.2. Weryfikacja hipotez o wartosci przecietnej
w populacji generalnej

Rozwazana zmienna losowa X ma rozklad normalny o nieznanej wartoSci prze-
cigtnej p oraz o znanym odchyleniu standardowym o. Formulujemy hipoteze¢ zerowa,
gloszaca, ze wartos¢ przecigtna zmiennej X w populacji generalnej jest rowna hipote-
tycznej wartosci i, co zapisujemy jako:

Hy: p = .

Roéwnoczesnie stawiamy hipotezg alternatywna, ktdra moze przyjac jedna z trzech
podanych nizej postaci:

™ Por.: M. Fisz, op. cit.; A. Iwasiewicz, Z. Paszek, op. cit.; S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Sie-
dlecka, op. cit.; A. Zelia$, op. cir.
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a) Hpp=w,
b) Hpp<p,
¢) Hpp>p,

Do zweryfikowania hipotezy wylosowano malg probe statystyczng o liczebnosci
n < 30. W okreslonych warunkach test statystyczny (sprawdzian hipotezy) ma po-
stac:

v=X=P fn (7.39)
[¢)

gdzie:
U jest zmienng losowa standaryzowang o rozkladzie normalnym.

Po obliczeniu warto$ci U (empiryczna warto$¢ testu) musimy podjaé decyzje
o losach hipotezy zerowej. W tym celu wyznaczamy obszar krytyczny. Zmienna U
przyjmuje wartoSci z przedzialu (—oo; +). Obszar krytyczny wyodrgbniamy przy za-
lozeniu, Ze hipoteza zerowa jest prawdziwa. W tym celu niezbgdne sa:

» statystyka testowa (U),

* hipoteza alternatywna (H,),

*  poziom istotnosci .

Obszar krytyczny bedzie konstruowany na podstawie rozkladu normalnego, bo
jest to rozklad testu danego wzorem (7.39). Hipoteza alternatywna typu a) wyznacza
dwustronny obszar krytyczny. Hipotezy typu b) i ¢) wyznaczajg jednostronne obszary
krytyczne odpowiednio lewo- (typ b) i prawostronny (typ c). Poziom istotnosci okre-
§la granice obszaru krytycznego.

Postepowanie prowadzace do zweryfikowania przypuszczenia o wartosci prze-
cigtnej w populacji generalnej przedstawimy na przykladzie.

Przykiad 7.15

Rozpatrujemy sytuacj¢ przedstawiong w przykiadzie 7.6, w ktérym przeprowa-
dzano analiz¢ czasu dojazdu studentéw na zajecia w uczelni. Przypominamy zaloze-
nia wazne nie tylko w przypadku estymacji przedzialowe;j, ale réwniez dla zweryfiko-
wania postawionej hipotezy, a mianowicie:

* czas dojazdu do uczelni jest zmienng losowa X, ktdra ma rozklad normalny

0 nieznanej wartosci przeci¢tnej oraz o znanym odchyleniu standardowym o,

* estymator tej Sredniej dany wzorem (7.3) ma rozkiad normalny z parametra-

. 5 - c
mi oraz T co zapisujemy N| p; J;J

Przypuszczamy, ze $redni czas dojazdu do uczelni w calej populacji studentéw
moze by¢ réwny p, = 35 [min]. Jest to hipotetyczny $redni czas dojazdu do uczelni.
Przypuszczenie to jest hipoteza zerowa poddawana weryfikacji. Zapisujemy to jako:
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H,: 1 = 35 [min], co oznacza, ze¢ hipoteza zerowa glosi, ze §redni czas dojazdu do
uczelni jest rowny 35 [min].

Roéwnoczesdnie stawiamy konkurujaca z nig hipotezg alternatywna H,, ktdra przyj-
mie postaé: H,: u# 35 [min], a wigc przypuszczamy, ze czas ten jest rézny od 35 [min].

Bedziemy sprawdzaé, czy roznica migdzy wartoscia hipotetyczng i wartoscia za-
obserwowang w probie jest istotna. Wobec przyjetych zalozen jako sprawdzian tej
hipotezy wybieramy test dany wzorem 7.39. Liczac si¢ z mozliwoscig podjgcia bled-
nej decyzji, polegajace) na odrzuceniu hipotezy prawdziwej, przyjmicmy prawdopo-
dobiefistwo popelnienia tego bigedu réwne o = 0,05.

Do zweryfikowania sformulowanej hipotezy z populacji generalnej studentéw
wybrano w sposéb losowy n = 9 0s6b. Dla tej proby otrzymano nastgpujace wyniki:

x, [min] 18 20 24 28 28 35 40 45 50

Obliczony $redni czas dojazdu do uczelni jest réwny ¥ = 23 [min].
W celu sprawdzenia, czy réznica migdzy wartoscig hipotetyczng i empiryczng jest
statystycznie istotna, obliczamy warto$¢ testu.

32-35 3 9 <

u=== Vo S 3= =S
W rozwazanym przykladzie zmienna losowa sluzgca do testowania hipotezy ze-
rowej wskazuje, ze obszar krytyczny bedzie konstruowany na podstawie rozkladu
normalnego. Hipoteza alternatywna oznacza, ze bedzie to dwustronny obszar kry-
tyczny. Jesli bowiem hipoteza alternatywna jest zapisana jako H;: u = 35[min], to
oznacza ona, ze dopuszczamy odchylenia zaréwno in plus, jak i in minus. Obszar

krytyczny jest wyznaczony tak, aby:

P(U|>u,) = (7.40)

Jest to prawdopodobiefistwo, ze warto$¢ testu znajdzie si¢ w obszarze krytycz-
nym, jesli postawiona hipoteza zerowa jest prawdziwa. Wartos$¢ u, odczytujemy z ta-
blic rozkladu normalnego dla zadanego poziomu istotnosci .

Dla przyj¢tego na poczatku poziomu istotnoéci p = 0,05 znajdujemy:

P(-uy, <-U)yu U >u,)=0,05.

Wartosci 1, odczytujemy z tablic rozkladu normalnego, ktérych fragment zamiesz-
czono w tablicy 7.8. W tym przypadku znane jest prawdopodobienstwo. Nalezy po-
daé wartosci zmiennej wyznaczajace granice obszaru krytycznego. W przypadku dwu-
stronnego obszaru krytycznego prawdopodobiefistwo o = 0,05 zostalo podzielone na
polowy, tak aby: P(u, < -U) = 0,025 oraz P(U > u,) = 0,025.
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W tablicy dystrybuanty rozkladu normalnego znajdujemy wigc 0,025, ktéremu
odpowiada wartos§¢ —u, = —1,96 oraz 0,975, ktéremu odpowiada u, = 1,96.

Tablica 7.8. Fragment dystrybuanty rozkladu normalnego

u, -0,01 -0,03 0,04 -0,05 0,06
-1,9 0,0281 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250
-1,6 0,0537 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485

u, 0,01 0,03 0,04 0,05 0,06

1,6 0,9463 0,9484 0,9406 0,9505 0,9515

1,9 09719 0,9732 0,9686 0,9744 0,9750

Zrodto: opracowanice wlasne.

Do obszaru krytycznego naleza zatem wartosci testu mniejsze niz —1,96 (1,96 < U)
albo wigksze niz 1,96 (1,96 > U). Obszar ten przedstawiono na rysunku 7.1

0,45

0,30

015

0,00 - - -
-1,96 0.00 1,96

Rys. 7.1. Dwustronny obszar krytyczny dla poziomu istotnosci 0,05 — rozktad normalny

W omawianym przykladzie warto$¢ empiryczna testu wynosi u = 1,125. Porow-
nujemy ja z wartoscig krytyczng u, = 1,96 i stwierdzamy ze 1,125 < 1,96. Zatem nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (H,), ze §redni czas dojazdu do uczelni
jest réwny 35 minut.

Przedstawiony w tym miejscu przykiad nalezy traktowaé jako teoretyczny. Trud-
no bowiem znaleZ¢ sytuacjg, w ktorej znane jest odchylenie standardowe w populacji
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generalnej. Zajmiemy si¢ teraz przykladami, ktére czgsciej mozemy napotykac w prak-
tyce.

Przyklad 7.16

Zarzadzajacy pewnym bankiem interesujg si¢ czasem, po jakim klienci indywidu-
alni splacaja kredyt. Czas zadluzenia traktujemy jako zmienna losowa. Przyjmujemy
zalozenie, ze posiada ona rozklad normalny. Parametry tego rozkladu sa nieznane.
Przypuszcza sig, ze Sredni czas zadluzenia klientéw jest réwny p, = 24 [miesiace].
Dla zweryfikowania slusznosci tej hipotezy przeprowadzono badania metoda repre-
zentacyjna. Wylosowano w tym celu prébg o liczebnosci n = 26 wybrana z populacji
klientow, ktorzy w ciagu roku ¢ splacili kredyty zaciagnig¢te w analizowanym banku.
Populacja ta zostala poddana bezpoSredniemu badaniu.

Formulujemy nast¢pujace hipotezy:

Hg: p = 24 [miesiace],

H;: u = 24 [miesiace].

W okreslonej wyzej sytuacji jako test statystyczny wykorzystamy statystyke z pro-
by zdefiniowang jako:

r-X=h T (7.41)

by
ktora posiada rozklad Studenta o n — 1 stopniach swobody.

Do podj¢cia decyzji niezbedny jest poziom istotnosci. Przyjmujemy, ze bedzie
réwny o = 0,1.

Tablica 7.9. Fragment rozktadu Studenta

n-1 o
0,01 0,05 0,09 0,1
5 4,032 2,571 2,098 2,015
8 3,355 2,306 1,928 1,860
9 3,250 2,262 1,899 1,833
10 3,169 2,228 1,877 1,812
15 2,947 2,131 1,812 1,753
20 2,845 2,086 1,782 1,725
25 2,787 2,060 1,764 1,708
30 2,750 2,042 1,752 1,697

Zrddlo: opracowanie wiasne.
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Konstruujemy obszar krytyczny, biorgc pod uwage: rozklad statystyki stuzacej
jako test, hipoteze alternatywna oraz poziom istotnosci. Obszar ten wyznaczamy na
podstawic rozkladu Studenta.

Podobnie jak poprzednio jest to obszar dwustronny. Jego granice odczytujemy
z tablic dla zadanej wartosci a oraz dla n - 1 stopni swobody. Odpowiednie wartosci
zapisano w tablicy 7.9.

Obszar krytyczny jest wyznaczony tak, aby: P(|T| > t,) = a.

Dla przyj¢tego na poczatku poziomu istotnosci a = 0,1 znajdujemy ¢, tak aby:

Pty <-THYu(T >t,)=0,1.

Dlan - 1 = 25 stopni swobody i o = 0,1 odczytujemy: ¢, = 1,708.
Do obszaru krytycznego tworza zatem wartosci T nalezace do przedzialow:

(-1.708 < ~-U) L U > 1.708).

Obszar ten przedstawiono na rysunku 7.2.

0,500

0,375

0,250

0,125

-30 -2%5 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 25 30

Rys. 7.2. Rozklad t - Studenta; dwustronny obszar krytyczny dla poziomu istotnosci a = 0,1
oraz dla 25 stopni swobody

Na podstawie przeprowadzonych badafi otrzymano nast¢pujace wyniki:
X = 26 [miesigcy]; s = 5,06 [miesigcal.

Na tej podstawie ustalamy empirycznq warto$¢ testu:

24 26 10
52 .5=-20 __jo7
25 5,06 506
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Poréwnujemy empiryczng warto$é (-1,97) testu z wartoscig krytyczna (¢, = -1,708)
i stwierdzamy, ze ¢, < —. Oznacza to, ze empiryczna warto$¢ testu znalazla si¢
w obszarze krytycznym. Na tej podstawie odrzucamy hipotez¢ zerowa na korzy$é
hipotezy alternatywnej gloszacej, ze Sredni czas zadluzenia jest rozny od 24 miesigcy.
Znak minus pozwala przypuszcza¢, ze prawdopodobnie jest on diuzy od wartosci
hipotetycznej.

Przyklad 7.17

Poddamy weryfikacji hipotezg¢ dotyczaca Sredniego czasu, jaki studenci poswig-
cajg tygodniowo na czytanie literatury picknej. Weryfikacj¢ przeprowadzamy w ta-
kich samych warunkach jak w przykladzie 7.10. Czas poswigcany na lekturg jest
zmienng losowa X o nieznanym rozkladzie. Przypuszczamy, ze czytanie literatury
pigknej zajmuje studentom Srednio 5 godzin na tydzieh. Formulujemy zatem naste-
pujace hipotezy:

H,: p = 5,0 [godziny],

H,: p# 5,0 [godziny].

Z populacji generalnej wybrano w sposéb losowy 100 studentow. Wprawdzie
posta¢ rozkladu zmiennej w populacji generalnej nie jest znana, ale dysponujemy
duzg proba statystyczna (n > 30). Jako test wykorzystamy statystyke o rozkladzie
normalnym dang jako:

=Xt Jn (7.42)
S

Na podstawie odpowiednich obliczefi wykonanych w przykladzie 7.10 otrzymali-
Smy:

* $redni tygodniowy czas czytania literatury pigknej: ¥ = %3 =4,78[godz.],
*  odchylenie standardowe tygodniowego czasu czytania: s = /6,71 = 2,59[godz.].

Podstawiajac do wzoru (7.16), otrzymujemy:

4725300 M——OZZ 10=0,85.

Odczytana z tablic warto§¢ u, = 1,65.

Poroéwnujac warto$é u, = 0,85 oraz u = 1,96, stwierdzamy, ze u, < u. Zatem nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze §redni czas przeznaczany przez studentow na
czytanie literatury pigknej jest rowny 5 godzin tygodniowo.
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7.3.2. Weryfikacja hipotezy o wariancji w populacji
generalnej

Istnieja zagadnienia, w ktorych oprdcz wartosci przecigtnej interesujemy si¢ tak-
ze rozproszeniem wynikéw wokdl nie;j.

Przyklad 7.18

Automat napelnia cukrem torebki, w ktorych nominalnie powinien miescic si¢
1 kg. Dopuszcza si¢ tolerancj¢ réwna 3 [g] (in plus, in minus). Podjg¢to badanie maja-
ce na celu ocen¢ prawidlowosci funkcjonowania automatu. Sprawdzono, czy odchy-
lenia ci¢zaru torebek cukru od cigzaru nominalnego nie przekraczaja zalozonej tole-
rancji. W rozwazanym przypadku populacj¢ generalng stanowia pakowane przez
automat torebki cukru, ktorych ci¢zar podlega obserwacji. Jest to zmienna losowa X
o rozkladzie normalnym, ktdrego parametry sg nieznane. Z biezacej produkcji po-
brano n = 7 torebek cukru. Dopuszczamy prawdopodobiefistwo popelnienia biedu
pierwszego rodzaju o = 0,1.

Weryfikacji podlega¢ bedzie hipoteza:

H; o’ = o,

H;: o’ > ol

W rozwazanej sytuacji mamy n < 30 obserwacji. W zdefiniowanych wyzej warun-
kach jako test wybierzemy statystyke dang wzorem:

2= (7.43)
S
lub
S (7.44)
S
gdzie:

S$? oznacza wariancj¢ zmiennej X, ktorej wartosé obliczymy na podstawie proby;
o} jest hipotetyczng warto$cig wariancji w populacji generalne;.

Statystyka ta ma rozktad ¢* o n - 1 stopniach swobody. Hipoteza alternatywna
wyznacza jednostronny (prawostronny) obszar krytyczny, ktérego granice ustala war-
tos¢ krytyczna y% odczytana z tablic rozkladu % dla zadanego poziomu istotnosci o
oraz n — 1 stopni swobody, tak aby: P{y*> %} = a.

Dla rozwazanego przykladu weryfikacji poddajemy hipotez¢ o postaci:
Hy: o’ =9 [},
H:o' > 9[g)
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Dopuszczalne prawdopodobienistwo popelnienia bigdu pierwszego rodzaju przyj-
mujemy o = 0,1. Na tej podstawie wynikow zaobserwowanych w probie rozwazanej
w przykladzie 7.7 otrzymano:

*  S$redni ci¢zar torebek cukru;

X = 998,77 [g],

* wariancj¢ ci¢zaru torebek cukru;
52 = 13,56 [g*].

Po podstawieniu do wzoru (7.44) otrzymujemy:

=10.5498.

v

29495
9
Warto$¢ krytyczng odczytujemy z tablicy 7.10 zawierajacej fragment rozkiadu .

Tablica 7.10. Fragment tablicy rozkiadu y?

0,01 0,05 0,10
15,086 | 11,070 9,236
16,812 | 12,592 | 10,645
18,475 | 14,067 | 12,017
20,090 | 15,507 | 13,362
21,666 | 16,919 | 14,684

O |0 | NSk

Zroédto: opracowanie wiasne.

Dla 6 stopni swobody i przyjetego poziomu istotnosci warto§¢ krytyczna jest
x* = 10,645. Wyznaczony obszar krytyczny przedstawiono na rysunku 7.3.

Wartos¢ obliczona * = 10,645 < x% = 10,645. Znajduje si¢ ona poza obszarem
krytycznym, dlatego nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, ze wariancja
cigzaru torebek cukru jest zgodna z norma, czyli réwna o* = 3 [g7].

Zweryfikujemy dodatkowo hipotezg, ze Sredni cigzar pakowanych torebek jest
zgodny z norma, a wigc rowny 1000 [g]. Formulujemy hipotezy:

H,: p = 1000 [g],

H,: p= 1000 [g].

Przyjmujemy poziom istotnosci oo = 0,1.

Uzyjemy statystyki danej wzorem (7.41). Dla rozwazanej sytuacji otrzymujemy:

F—p, 998311000 169 413
=X f oy J228S12000 e ZLOY a5
s 3.68 v 368 7 368
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6175

0131

0,087

0,044

0,000

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Rys. 7.3. Rozkiad %2 - jednostronny obszar krytyczny dla poziomu istotnosci o = 0,1
] rytyczny dla p
oraz dla 6 stopni swobody

Z tablicy rozkladu ¢ — Studenta odczytujemy wartos¢ krytyczng ¢, = 2,447 (zob.
tabl. 7.2). Okazuje sig, ze —, < — Obliczona warto$¢ testu znajduje si¢ poza obsza-
rem krytycznym. Wobec powyzszego nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zero-
wej, ze cigzar torebek napelnianych cukrem przez automat jest réowny 1000 [g], czyli
zgodnie zZ norma.

Przyklad 7.19

Nalezy zbadaé zréznicowanie dochodow gospodarstw domowych wojewddztwa M.
Przypuszcza sig, ze odchylenie standardowe tych dochodéw jest réwne o = 200 {z1}.
Wariancja jest wigc réwna o” = 40000 [z1’]. Rozklad dochodéw w badanej populaciji
jest nieznany. Do zweryfikowania hipotezy o wartosci wariancji wylosowano 225 go-
spodarstw domowych. Otrzymano wyniki podane zostaly w tablicy 7.11.

W rozwazanym przypadku dochody gospodarstw domowych w wojewddztwie M
sa zmienng losowa, ktorej rozklad jest nieznany. Badania bedg przeprowadzone me-
toda reprezentacyjng na podstawie duzej proby wybranej drogg losowania niezalez-
nego. Dopuszczamy prawdopodobiefistwo popelnienia blgdu picrwszego rodzaju o.

Formutujemy odpowiednie hipotezy:

Hy: o® = o,

H:o’ > ol

W rozwaznym przypadku jako test statystyczny wykorzystujemy statystyke dana
wzorem:
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u= |28 mas (7.45)

Ca

Statystyka ta ma graniczny rozklad normalny”. Warto$é krytyczng uodczytujemy
z tablic tego rozkladu (por. tablica 6.81 7.1).

W rozwazanym przykladzie mamy:

H,: o = 40000 [zl"'],

H,: o’ > 40000 [z}*].

Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0,05.
Dla wylosowanej proby otrzymano wyniki podane w tablicy 7.11.

Tablica 7.11. Rozklad liczebnosci dochodéw wylosowanych
gospodarstw domowych wedlug wysokosci dochodu

X fi x/ fi-xi fi- x/=X)
1000-1200 10 1100 11000 1541289
1200-1400 21 1300 27300 778930
1400-1600 24 1500 36000 1317
16001800 14 1700 23800 602250
1800-2000 12 1900 22800 1991770

Suma 81 X 120900 4915556

Zrodlo: dane umowne.

W celu uzyskania wartosci testu musimy znaleZ¢ warto$¢ wariancji badanej pro-
by. Obliczamy:
* Sredni doch6d badanej zbiorowosci gospodarstw:
— 120900
X=
81
* wariancj¢ dochodéw badanej zbiorowosci gospodarstw:

> 4915556
5=

=1492.59 ().

=246,3450(z12].

Naste¢pnie ustalamy warto$é testu:

2-81-60685,87 _JI81 3= 983111L11 _Jl62=3

40000 40000

» Gdy n — o, to rozklad zmiennej losowej U zdaza do rozkladu N(0; 1).
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U =4/245.77 159 = 15,68 -12,61=3,07.

Z tablicy rozkladu normalnego (zob. tabl. 7.1) wyznaczamy granic¢ prawostronne-
go obszaru krytycznego (poréwnaj hipotez¢ alternatywna), tak aby P(U > u,) = a.
Znajdujemy warto$¢ u,,, ktorej odpowiada warto$¢ dystrybuanty dla 1 - o = 1 - 0,05
= (,95. Jest to u, = 1,65. Obliczona warto$¢ testu u = 3,07 > u, = 1,65. Znalazla si¢
ona zatem w obszarze krytycznym, a wi¢c odrzucamy hipotezg, Ze wariancja w popu-
lacji generalnej jest rowna o” = 40000 [z1], na korzysé hipotezy alternatywnej glosza-
cej, ze o* > 40000 [z1].

7.3.4. Weryfikacja hipotez w zakresie badania zwigzkéw
miedzy zjawiskami

Rozwazamy populacj¢ generalna, w ktorej obserwujemy dwuwymiarowa zmienng
losowa XY o rozkladzie normalnym o nieznanych parametrach, ktorymi sa: wartosci
przecigtne (u,, 1), odchylenia standardowe (o,, o,) oraz wspéiczynnik korelacji (p).
Chcemy sprawdzi¢, czy wspdlczynnik korelacji p istotnie rozni si¢ od zera. Interesu-
jemy si¢ zatem, czy korelacja migdzy badanymi zmiennymi jest statystycznie istotna.
Formulujemy nast¢pujace hipotezy:

Hy:p =0,

H:p=0.

Stusznoé¢ tych przypuszczen zweryfikujemy za pomoca testu o postaci:

,
N

Statystyka ta ma rozklad ¢ - Studenta o n - 2 stopniach swobody. Do podjgcia
decyzji o losach hipotezy zerowej przyjmujemy poziom istotnosci o.. Biorac pod uwa-
ge hipoteze alternatywnga, konstruujemy dwustronny obszar krytyczny. Naleza do niego
wartoéci testu ¢ spelniajgce warunek: P(t, < -T)u (T > t,) = a. Warto$é ¢, odczytu-
jemy z tablic rozkladu ¢ — Studenta dla zadanego poziomu istotnosci o oraz n - 2
stopni swobody.

T=

n-2. (7.46)

Przyklad 7.20

Przeprowadzono badania wspétzaleznosci migdzy iloscig zakladow przemyslo-
wych i emisja zanieczyszczen pylowych. Oznaczamy odpowiednio:

* zmienna Y - emisja zanieczyszczen w tysigcach ton,

* zmienna X - liczba zaklad6w przemyslowych.

Dla wybranych losowo n = 6 zakladéw otrzymano nast¢pujgce wyniki, na pod-
stawie ktorych obliczono warto$¢ wspolczynnika korelacji r Pearsona. Dane wraz
z obliczeniami zawiera tablica 7.12.
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Tablica 7.12. Obliczenia pomocnicze w celu zbadania wspoélzaleznosci migdzy
liczba zaktadow przemystowych i emisja zanieczyszczen pylowych

Yi X; yi=y x-X vi-y) - (x-X) 0i-y» (x; - x)?
2 3 -5 -4 20 25 16
4 6 -3 -1 3 9 1
8 7 1 0 0 1 0
7 5 0 -2 0 0 4
10 11 3 4 12 9 16
1 10 4 3 12 16 9
42 42 - 47 60 46

Zrodlo: dane umowne.

Dla wylosowanej proby warto$¢ wspoiczynnika korelacji jest rowna:

r=—27__ 08946

V60-46

Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0,05.
Obliczamy warto$¢ testu:

08946 = _ 08946

JI—@®o462 = 04469

Warto$¢ krytyczna ¢, = 2,776 odczytujemy z tablic rozkiadu ¢ — Studenta dla po-
ziomu istotno$ci o = 0,05 i dla 6 — 2 = 4 stopni swobody. Empiryczna wartos¢ testu
znalazla si¢ w obszarze krytycznym (¢ > ¢,). Odrzucamy zatem hipotez¢ zerowa na
korzys¢ hipotezy alternatywnej gloszacej, ze warto$¢ wspdlczynnika korelacji p istot-
nie rozni si¢ od zera. Istnieje wigc zwiazek mi¢dzy emisja pylow i liczbg zakladow
przemystowych.

Zwigzek migdzy zjawiskami mozemy réwniez bada¢ za pomoca analizy regresji
(por. punkt 4.6). Wowczas do danych empirycznych dopasowujemy funkcje regresji,
ktéra dla populacji generalnej przybiera postac:

-2=4,004.

Y=o +BX. (7.47)

Symbolami o oraz 3 oznaczono parametry funkcji regresji, ktérych wartosci nale-
zy oszacowaé na podstawie danych zaobserwowanych w probie, a nast¢pnie spraw-
dzi¢ istotno$¢ wspolczynnika regresji f. Postgpowanie badawcze prowadzimy w po-
pulacji generalnej, ktorej charakterystyka poprzedzono przyklad 7.19. Jesli badamy
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zwiazek migdzy zjawiskami metoda analizy regresji, to weryfikacji poddajemy nastg-
pujace hipotezy:

H(): B = 07

H:p=0.

Stuszno$¢ wysunigtych przypuszczen sprawdzimy za pomocg testu o postaci:

r=2. fi(x,.-f)z. (7.48)
5. Vil

Aby podjac decyzje o losach hipotezy zerowej, musimy przyjaé poziom istotnoSci.
Konstruujemy dwustronny obszar krytyczny, biorac pod uwage postac hipotezy alter-
natywnej. Na podstawie wynikow zaobserwowanych w probie obliczamy wartos¢ te-
stu danego wzorem (7.48). Pordwnujgc empiryczng warto$c testu ¢ z wartoscig kry-
tyczna (t,), decydujemy: ,,odrzucamy hipotez¢ zerowa” albo ,,nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej”. Odrzucenie hipotezy oznacza istotno$¢ wspélczynni-
ka regresji p. Jesli nie ma podstaw do podjecia takiej decyzji, to warto$¢ ta rozni si¢
od zera nieistotnie, co oznacza brak zwiazku mi¢dzy zmiennymi X oraz Y.

Przyklad 7.21

Badamy zwigzek miedzy iloscig zaktadow przemystowych i emisja zanieczysz-
czefi pylowych. Tym razem postuzymy si¢ metoda analizy regresji. Na podstawie da-
nych i wynikow obliczen z tablicy 7.12 ustalamy:

*  wspOlczynnik regresji:b = % =1,0218,

*  wyraz wolny funkcji regresjiia=v-b-¥=7-1,0218-7=-0,1522.

Funkcja regresji ma wigc postaé:
y=-0,15+1,02x.

Obliczamy warto$¢ odchylenia standardowego skladnika resztowego:

— )2
¥ 119783

=/2.9946 =1,73.

© k
Obliczamy wartos¢ testu danego wzorem (7.48):
1,022
{=222.46 = 0,59-6,78 = 4,006.
1,730 ’

Wartos¢ ¢, = 2,776. Okazuje sig, ze t = 4,006 > ¢, = 2,776. Odrzucamy hipotezg
zerowa na korzy$¢ hipotezy alternatywnej. Oznacza to, ze wspolczynnik regresji p
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istotnie r6zni si¢ od zera. Istnieje zatem zwigzek migdzy ilo$cig zakladow przemysio-
wych i emisjg zanieczyszczen pylowych.

W niniejszym rozdziale przedstawiliSmy tylko wybrane przyklady wnioskowania
statystycznego zaré6wno metoda estymacji parametréw, jak i weryfikacji hipotez o ich
wartoSciach w populacji generalnej. Rozwazania te maja jedynie ilustrowaé zasady
postgpowania i skierowa¢ zainteresowania Czytelnika na postgpowanie w przypadku
innych parametréw oraz na procedury pozwalajace zweryfikowacé hipotezy dotyczace
postaci rozkladu zmiennej losowej w populacji generalnej. Zagadnienia te przedsta-
wiajg na przyklad w pracach A. Iwasiewicz i Z. Paszek™, S. Ostasiewicz, Z. Rusnak,
U. Siedlecka”, M. Wozniak™ (i in.), A. Zelias”.

" M. Fisz, Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematyczna, Warszawa 1967, A. Iwa-
siewicz, Z. Paszek, Statystyka z elementami statystycznych metod monitorowania proceséw,
Krakoéw 2004.

77 8. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, Statystyka. Elementy teorii i zadania, Wroctaw 1999,

™ M. WozZniak (red.), Statystyka ogdlna, Krakow 1997.

" A. Zelia$, Metody statystyczne, Warszawa 2000.
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