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ABSTRACT

Sabina Denkowska. Multiple testing in the Economic Research. Folia Oeconomica Cracoviensia
2007, 48, 119-135.

In the paper multiple testing procedures based on ordered p-values are applied to control type
I errors rates for family of inferences in different statistical problems. Multiple testing procedures
based on ordered p-values may be found an interesting tool for simultaneous testing of more than
one hypothesis at a time. Discussed methods are applicable to a broad spectrum of statistical
problems since their requirements for statistical assumption are considerably less restricted than
in case of classical procedures (only dependency among test statistics should be controlled). The
analysis is put down to a collection of p-values or adjusted p-values. Depending on approach to
the control of Type I error for the family of inferences these methods may be categorized into
two major groups: FWE (Family-Wise Error Rate) and FDR (False Discovery Rate) procedures.
The procedures of multiple testing are applied to typical situations in economics research: to
separate homogenous groups of means, to test the significance of correlation coefficients in the
correlation matrix and to infer about significance of regression parameters in linear regression model.
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WSTLP

Kontrola efektu réwnoczesnego testowania wielu hipotez zajmuje sie teoria
wnioskowarn wielokrotnych. Dynamiczny rozwdj tej dziedziny wiedzy
wynika z intensywnego stosowania metod statystycznych w réznorodnych
dziedzinach nauki: medycynie, farmacji, genetyce, fizyce, astronomii itp. Row-
niez w badaniach ekonomicznych testowanie wielokrotne dotyczy bardzo wielu
sytuacji badawczych. W przeciwieristwie do wnioskowania sekwencyjnego, kto-
re zazwyczaj wystepuje explicite, réwnolegle testowanie wielokrotne jest czesto
niedostrzegane, a czasem po prostu swiadomie lekcewazone.

Zazwyczaj wniosKi z badari empirycznych wysnuwane sa po zweryfikowaniu
wielu hipotez statystycznych, kazdej na poziomie istotnosci @. Tym samym
ignorowany jest fakt, ze im wieksza liczba rozpatrywanych hipotez, tym jest
wieksze prawdopodobieristwo wykrycia pozornie istotnych statystycznie zwiaz-
kow, ktére w rzeczywistosci nie istnieja. Dla zilustrowania problemu rozwazmy
k niezaleznych testow istotnosci, ktdrych hipotezy zerowe sa prawdziwe. Testo-
wania przeprowadzamy na poziomie istotnosci . Prawdopodobieristwo tego, ze
nie odrzucimy Zzadnej hipotezy zerowej wynosi (1 - ). Jezeli przyktadowo,
testujemy k = 20 niezaleznych, prawdziwych hipotez zerowych, kazda na pozio-
mie istotnosci 0,05 to prawdopodobieristwo odrzucenia przynajmniej jednej
z nich wynosi 1-0,95% = 0,64, czyli okazuje sie, ze bardziej prawdopodobne
jest uzyskanie przynajmniej jednego istotnego statystycznie wyniku, niz nie
odrzucenie zadnej z hipotez zerowych. Poniewaz w badaniach praktycznych
rzadko mamy do czynienia z niezaleznymi testami, wiec powyzsze obliczenia
nalezy traktowa¢ jako ostrzezenie mdéwiace o tym, ze im wiecej testowarl
przeprowadzamy, tym wiecej wystepuje blednych odrzuceri hipotez zerowych.
Nalezy zatem starac sie ogranicza¢ w badaniach liczbe przeprowadzanych testo-
wari oraz stosowac wlasciwa metodologie, umozliwiajaca kontrolowanie opisa-
nego powyzej efektu wnioskowania wielokrotnego.

Klasyczne procedury wnioskowari wielokrotnych MCP (ang. Multiple Compa-
rison Procedure), od lat obecne w literaturze naukowej, maja liczne grono zaréwno
zwolennikdw, jak i przeciwnikow. Juz w najbardziej typowej sytuacji wniosko-
wania wielokrotnego przy wydzielaniu jednorodnych podgrup wartosci
przecietnych, gdy ANOVA spowoduje odrzucenie hipotezy zerowej, badacz napo-
tyka problem wyboru najwtasciwszej procedury z bogatego zbioru procedur post-
hoc, zwlaszcza ze 16zne procedury daja rézne podzialy zbioru wartosci przecietnych
(Denkowska 1999). Kolejna wada procedur post-hoc sa otrzymywane wyniki,
czestokro¢ trudne do zinterpretowania na gruncie praktyki (np. nierozlaczne
jednorodne podzbiory wartosci przecietnych). Rozwiazania klasyczne zalecane
w literaturze przedmiotu maja ponadto rygorystyczne wymagania modelowe.

Wybdr procedury MCP zalezy m.in. od zbioru elementéw, ktére zamierzamy
testowac. Do typowych sytuacji badawczych naleza: poréwnywanie parami
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wartosci przecietnych, poréwnywanie parami wartosci przecietnych z wartoscia
kontrolna lub ,najlepsza” oraz testowanie istotnosci kontrastéw, czyli kombi-
nacji liniowych wartosci przecietnych, dla ktérych suma wspdiczynnikow wy-
nosi zero. Innym bardzo istotnym czynnikiem decydujacym o wyborze proce-
dury sa zalozenia modelu statystycznego. Wybdr wiasciwej procedury nie jest
zadaniem prostym. Wielo$¢ zaawansowanych i ztozonych procedur, réznorod-
nos¢ uzyskiwanych wynikoéw w zaleznosci od wybranej procedury oraz trudno-
$ci interpretacyjne moga zniecheca¢ praktykow do stosowania procedur wnio-
skowari wielokrotnych. A przeciez testowanie wielokrotne to nie tylko poréw-
nywanie wartosci przecietnych wymienione wczesniej, czy testowanie istotnosci
kontrastow. Z testowaniem wielu hipotez mamy do czynienia np. przy doborze
zmiennych objasniajacych do modelu regresji podczas testowania istotnosci
wspolczynnikéw korelacji w macierzy korelacji lub przy testowaniu istotnosci
ocen parametrow strukturalnych w modelu regresji wielorakiej.

Alternatywe dla procedur klasycznych stanowia procedury testowari wielo-
krotnych, oparte na prawdopodobieristwach testowych, w ktérych proces
testowania opiera si¢ przede wszystkim na analizie indywidualnych prawdo-
podobieristw testowych. Procedury testowari wielokrotnych oparte na upo-
rzadkowanych prawdopodobieristwach testowych rekomendowane sa w licz-
nych artykulach naukowych, zaréwno z genetyki, psychologii, jak i farmacji,
czy meteorologii. Zaleta tych procedur jest fakt, iz zakres ich zastosowar moze
by¢ bardzo szeroki, a ich wymagania co do zatozeri modelu statystycznego sa
nieduze. Istotna kwestia jest jedynie typ zaleznosci pomiedzy statystykami
testowymi, gdyz w przypadku niezaleznych statystyk testowych lub pewnych
typow zaleznosci nalezy stosowa¢ procedury o wiekszej mocy.

Testowanie wielokrotne w badaniach ekonomicznych jest faktem. W dobie
wielkiej popularno$ci metody data mining, kontrola efektu testowania wielokro-
tnego wydaje si¢ po prostu niezbedna. Nasuwa sie zatem pytanie: czy kontrole
efektu wnioskowania wielokrotnego w badaniach ekonomicznych mozna po-
wierzy¢ procedurom testowari wielokrotnych opartym na prawdopodobieri-
stwach testowych.

W artykule rozwazane jest stosowanie procedur testowari wielokrotnych
opartych na uporzadkowanych prawdopodobieristwach testowych w typowych
sytuacjach badawc¢zych wystepujacych w ekonomii:

— do poréwnywania parami wartosci przecietnych w celu wydzielania jedno-
rodnych podgrup wartosci przecietnych w modelu jednoczynnikowej ana-
lizy wariancji;

— do testowania istotno$ci wspoélczynnikéw korelacji w macierzy korelacji;

— do testowania istotnosci parametréw strukturalnych w modelu regresji
wielorakiej.
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2. WPROWADZENIE DO TEORII TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Wtasciwa kontrola efektu wielokrotnosci testowania jest zagadnieniem trudnym
i kontrowersyjnym. Pierwsza, a zarazem kluczowa decyzja jest wybdr zbioru
wnioskowari, ktory bedzie tworzy¢ rodzine wnioskowar. Hochberg i Tamhane
(1987) zalecaja, zeby w przypadku, gdy testowane hipotezy nie sa ze soba
powiazane ani zawartos$cia, ani poéZniejszym wykorzystaniem, traktowac je
oddzielnie, a nie facznie. W przeciwnym wypadkuy, istotnym jest branie pod
uwage lacznego pomiaru bledow. Gdy wniosek koricowy wysnuwany jest na
podstawie przeprowadzonych testéw analizowanych lacznie i jego trafnos¢
zalezy od tacznego pomiaru bledéw dla danego zbioru wnioskowari, wtedy taki
zbidr wnioskowari powinien by¢ rozpatrywany tacznie jako rodzina.

W celu zaprezentowania najwazniejszych miar btedu I rodzaju dla ro-
dziny wnioskowar rozwazmy problem jednoczesnego testowania k hipotez,
wsrod ktorych ko hipotez jest prawdziwych. Niech R oznacza liczbe hipotez
zerowych odrzuconych na korzys$¢ odpowiednich hipotez alternatywnych,
za$ V — liczbe prawdziwych hipotez zerowych, ktére odrzucamy. R, V sa to
zmienne losowe. Po przeprowadzeniu testowania znana jest tylko liczba
hipotez, ktére odrzucamy — R, a tym samym liczba hipotez zerowych, dla
ktérych nie mamy podstaw do odrzucenia: k — R. Wartos¢ zmiennej losowej
V nie jest obserwowana.

W literaturze tematu najczesciej wyrézniane sa dwie miary btedu I rodzaju dla
rodziny wnioskowari FWE (ang. Family-Wise Error Rate) (Hochberg i Tamhane,
1987; Miller, 1981):

FWE =P(V 2 1),

FDR (ang. False Discovery Rate):

14
E|— | gdyR>0
FDR = (R] 8y

0 gdy R=0.

Kontrola FWE dla rodziny wnioskowari oznacza, iz prawdopodobieristwo
odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej jest nie wieksze
od ustalonego z gory a. Nie we wszystkich badaniach stosowanie procedur
kontrolujacych FWE daje dobre rezultaty. W przypadku licznych rodzin wnio-
skowari, procedury FWE ostabiaja moc indywidualnych wnioskowari, w wyniku
czego otrzymujemy zbyt mato odrzuceri hipotez zerowych. W 1995 roku Ben-
jamini i Hochberg zaproponowali nowa miare biedu I rodzaju dla rodziny
wnioskowari FDR (ang. False Discovery Rate), ktdrej kontrola oznacza, iz wartosé
oczekiwana frakcji blednych odrzuceri w$réd wszystkich odrzuceri hipotez
zerowych jest kontrolowana na ustalonym z géry poziomie.
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Dla zilustrowania r6znicy pomiedzy FWE i FDR rozpatrzmy sytuacje, gdy
rodzina wnioskowari obejmuje 1000 hipotez zerowych i odpowiadajacych im
hipotez alternatywnych. Poréwnajmy sytuacje odrzucenia 100 hipotez zero-
wych, z czego jedna jest prawdziwa, z sytuacja odrzucenia w tym zbiorze dwéch
hipotez, z czego jedna jest prawdziwa. Z punktu widzenia FWE obie te sytuacje
sa tak samo niekorzystne, bo odrzucona zostata jedna prawdziwa hipoteza
zerowa. Mozna jednak spojrze¢ na ten wynik w ten sposdb, iz tylko 1% odrzucerd
bylo blednych w pierwszej sytuacji, a az 50% w drugiej.

3. PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH
OPARTE NA PRAWDOPODOBIENSTWACH TESTOWYCH

Procedury testowari wielokrotnych oparte na prawdopodobieristwach testowych
wydaja si¢ by¢ interesujaca alternatywa dla klasycznych procedur MCP. Zakres
zastosowar tych procedur jest bardzo szeroki. Procedury te moga by¢ stosowane
w przypadku skoriczonych rodzin hipotez minimalnych, a proces testowania
przy ich wykorzystaniu opiera sie przede wszystkim na analizie indywidualnych
prawdopodobieristw testowych. Istotna zaleta tych procedur sa nieduze wyma-
gania co do zalozeri modelu statystycznego.

Z procedurami testowari wielokrotnych $cisle zwiazane jest pojecie skory-
gowanych prawdopodobieristw testowych (ang. adjusted p-values).
Analogicznie do definicji zwyklych (nieskorygowanych) prawdopodobieristw
testowych p, skorygowane prawdopodobieristwo p, dla hipotezy H,,
vs. H,;, rowne jest najmniejszej wartosci FWE, dla ktérej H,; moze zostac
odrzucona, gdy cata rodzina hipotez jest rozpatrywana. Przy czym zaktadamy,

ze rozpatrujemy rodzine 'k’ minimalnych hipotez zerowych H,,, H,,, ..., H,,
z odpowiadajacymi im prawdopodobieristwami testowymi p,, p,, ..., p;- Majac
wyznaczone' skorygowane prawdopodobieristwa testowe p;, (i = 1, ..., k) dla

kazdego testu H,; vs. H, , decyzja o odrzuceniu hipotezy H,, na poziomie FWE
réwnym « podejmowana jest, gdy p,<a. Skorygowane prawdopodobieristwa
testowe sa definiowane analogicznie dla FDR.,

Ze wzgledu na kontrole bledu I rodzaju dla rodziny wnioskowari, procedury
testowarni wielokrotnych mozna podzieli¢ na:
— procedury kontrolujace FWE;
— procedury kontrolujace FDR.

Do uniwersalnych procedur testowari wielokrotnych kontrolujacych FWE
zaliczamy jednoetapowa procedure Bonferroniego oraz jej wieloetapowa mo-

1Sposoby wyznaczania skorygowanych prawdopodobieristw testowych dla poszczegdinych
procedur testowari wielokrotnych przedstawione zostana w dalszej czesci artykutu.
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dyfikacje — procedure Holma. Procedura Bonferroniego jest najpro-
stsza procedura testowari wielokrotnych, a jej algorytm mozna przedstawic
nastepujaco:

odrzucamy H,; wtedy gdy p, < %.

Metoda Bonferroniego jest bardzo konserwatywna, czyli jest metoda o malej
mocy. Skorygowane prawdopodobieristwa testowe dla metody Bonferroniego
wyznaczane s ze Wzoru:

p=minkp; 1) dlaj=1,..k (1)

Procedura Holma jest mniej konserwatywna niz metoda Bonferronie-
go, bowiem kazda hipoteza odrzucona przez metode Bonferroniego jest odrzu-
cona rowniez przez metode Holma, natomiast hipotezy odrzucone przez metode
Holma moga nie zosta¢ odrzucone przez metode Bonferroniego. Dla uporzad-
kowanych prawdopodobieristw testowych p,, < p, < ... £ p, skorygowane
prawdopodobieristwa testowe dla metody Holma wyznaczane sa ze wzoréw:

ﬁ(l) = mln(l; kp(])) oraz

ﬁ(’.) =min (1,‘ max (ﬁq_x): (k —-j+1) p(l)))
dlaj=2,.., k

@

Procedure Bonferroniego mozna zmodyfikowa¢ korzystajac z nieréwnosci
Siddka w przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworza wielowymia-
rowy rozklad normalny lub rozklad t-Studenta o niezaleznych skladowych
(Hochberg i Tamhane, 1987; Shaffer, 1995), a rozwazane hipotezy alternatywne
maja dwustronne zbiory krytyczne. Modyfikacja metody Bonferroniego polega

1
na zastapieniu % przez 1 — (1 - ). Prawdopodobieristwa skorygowane dla pro-

cedury Bonferroniego-Siddka liczone sa ze wzoru:
P=min(1-(1-p)1) daj=1, ..,k 3)

Jak wykazali Holland i Copenhaver (1987) procedura Bonferroniego-Sidaka
kontroluje FWE réwniez w przypadku, gdy statystyki testowe maja dodatnia
zalezno$¢ orthantowa (Denuit i Scaillet, 2004).

Procedura Holma-Sidaka jest modyfikacja metody Holma oparta na
nieréwnosci Sidaka. Skorygowane prawdopodobieristwa testowe dla tej metody
wyznaczane s3 ze WZorow:



125

Py=min (11~ (1~ p)) oraz @
P, =min|1; max (ﬁ(j_]), 1-(1 —p(i))k-/'n))
dla; = 2, aaey k.

Procedura Shaffer tomodyfikacja procedury Holma dla hipotez logicz-
nie powiazanych. Z hipotezami logicznie powiazanymi mamy do czynienia np.
w przypadku poréwnywania parami wartosci przecietnych. Prawdopodobieri-
stwa skorygowane dla tej metody wyznaczamy ze wzorow:

Pay=min(1; kp,)) oraz p,= min(l ; max(Py_y, t,.pw)) dlaj=2, ..k (5)

gdzie t; — jest to maksymalna liczba hipotez zerowych, dla ktérych mozemy
stwierdzi¢ brak podstaw do odrzucenia, gdy ( j— 1) — hipotez jest juz odrzuconych.

Kontrole FDR dla niezaleznych statystyk testowych zapewnia procedura
LS U (Linear Step-Up), zaproponowana przez Hochberga i Benjaminiego (1993).
Skorygowane prawdopodobieristwa testowe dla procedury Hochberga-Benjami-
niego otrzymujemy ze wzorow:

- -~ .~ k ,
Py =Puy Pu-p=miN [p(k-iﬂ)' 7<_—_ip(k—n] dlaj=1,.. k-1 (6)

Benjamini i Yekutieli (2001) wykazali, ze procedura LSU zapewnia kontrole
FDR réwniez w przypadku statystyk testowych o zaleznosci dodatnio regresyjne;j.

Uniwersalna procedura kontrolujaca FDR jest procedura Yekuteliego-
Benjaminiego? Jest ona modyfikacja procedury LSU (Linear Step-Up) Hochber-
ga-Benjaminiego zapewniajaca kontrole FDR bez wzgledu na typ zaleznosci
pomiedzy statystykami testowymi. Niestety procedura ta jest procedura konserwa-
tywna w poréwnaniu z procedura LSU. Skorygowane prawdopodobieristwa testo-
we dla metody Yekuteliego-Benjaminiego wyznaczamy ze wzoréw:

k
~ . 1
Puy=min|1; py, 3, - | oraz
i=1

~ I k 1
Py = U P ejuty Pk 3 )Y 7
i=1 7)

dlaj=1,.. k-1.

2 Patrz Benjamii i Yekuteli (2001).
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4. WYDZIELANIE JEDNORODNYCH PODGRUP WARTOSCI PRZECIETNYCH

Przydatno$c¢ procedur testowari wielokrotnych opartych na prawdopodobieri-
stwach testowych do wydzielania jednorodnych podgrup wartosci przecietnych
badano poprzez konfrontacje tych procedur z procedurami klasycznymi w mo-
delu jednoczynnikowej zréwnowazonej analizy wariancji.

Klasyczne procedury post-hoc, procedury oparte na analizie skupieri oraz
wybrane, na podstawie teoretycznych rozwazari, procedury testowari wielokrot-
nych oparte na prawdopodobieristwach testowych, zastosowano w przykiadach
empirycznych dotyczacych wyodrebniana grup gospodarstw domowych o jedno-
rodnym poziomie przecietnych wydatkéw na osobe na wybrane artykuly. Badania
empiryczne zaprezentowane przez autorke (Denkowska, 2005) pokazaly typowe
problemy napotykane przy stosowaniu klasycznych procedur post-hoc. Procedury
poréwnar wielokrotnych od lat dostepne w pakietach statystycznych nadal budza
sporo kontrowersji. Réznorodnos¢ otrzymywanych wynikéw, nierozlacznos¢ jed-
norodnych podzbioréw wartosci oczekiwanych, to tylko niektére z czynnikéw
zniechecajacych badaczy do siegania po te procedury. Procedury oparte na
uporzadkowanych prawdopodobieristwach testowych wypadaly w badaniach po-
réwnywalnie, a czasami nawet lepiej niz rozwiazania klasyczne (Denkowska,
2005). Na szczegdlne wyréznienie zaslugiwala procedura Holma, ktéra niejedno-
krotnie dawala wiecej odrzuceri hipotez zerowych, niz zalecana w literaturze do
tego typu badari procedura Tukeya. Biorac pod uwage rezultaty badari empirycz-
nych oraz zalety procedur testowari wielokrotnych opartych na prawdopodobieri-
stwach testowych, takie jak szeroki zakres ich zastosowari oraz prostote ich
stosowania, kontynuowano badania nad efektywnoscia i wykorzystaniem tych
procedur do bardziej zaawansowanych problemdéw testowari wielokrotnych.

W celu poréwnania efektywnosci klasycznych procedur post-hoc z proce-
durami testowari wielokrotnych opartymi na prawdopodobieristwach testowych
w modelu statystycznym jednoczynnikowej zréwnowazonej analizy wariancji,
autorka artykutu (Denkowska, 2006b) przeprowadzila rozbudowane badania
Monte Carlo. Badania te polegaly na generowaniu prob z rozktadéw normalnych
o znanych parametrach, a nastepnie badaniu, czy decyzja podjeta na podstawie
tych préb jest poprawna, czy nie. Préby takie byly generowane wielokrotnie,
a prawdopodobieristwo poprawnej decyzji bylo szacowane jako czesto§¢ wyste-
powania dobrych decyzji.

Procedury poddane badaniom symulacyjnym mozna podzieli¢ na trzy
grupy. Jedna grupe procedur stanowily najpopularniejsze procedury klasyczne
dostepne w pakiecie STATISTICA: procedura NIR, procedura Tukeya, procedura
Scheffégo, procedura Duncana oraz procedura Newmana-Keulsa. Pozostate pro-
cedury to wybrane procedury testowari wielokrotnych oparte na uporzadkowa-
nych prawdopodobieristwach testowych, ktére mozna zastosowa¢ w przypadku
modelu jednoczynnikowej zréwnowazonej analizy wariancji do wydzielania
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jednorodnych podgrup. Grupe druga — grupe procedur kontrolujacych pra-
wdopodobieristwo popetnienia przynajmniej jednego btedu I rodzaju na pozio-
mie o (FWE), tworzyly: procedura Bonferroniego, procedura Bonferroniego-Si-
daka, procedura Holma, procedura Holma-Sidaka oraz procedura Shaffer dla
hipotez logicznie powiazanych. W sklad grupy trzeciej wchodzily procedury
kontrolujace FDR, czyli wartos¢ oczekiwana frakcji blednych odrzuceri wsréd
wszystkich odrzuceri. Badaniom poddano: procedure LSU Hochberga-Benjami-
niego® oraz procedure Yekutieliego-Benjaminiego. Tak wiec badaniami Monte
Carlo objeto 12 procedur pordwnan wielokrotnych. Program symulacyjny
poréwnujacy 12 procedur MCP napisano w jezyku STATISTICA Visual Basic
(SVB). W programie wykorzystano gotowe, oprogramowane w STATISTICE, po-
pularne procedury klasyczne z pierwszej grupy procedur. Procedury z dwoéch
pozostalych grup zostaly oprogramowane w oparciu 0 wyznaczane w STATISTICE
prawdopodobieristwa testowe dla par warto$ci przecietnych.

Zaréwno przeprowadzone badania symulacyjne, jak i badania empiryczne
pokazaly, ze procedury testowari wielokrotnych oparte na prawdopodobieristwach
testowych moga stanowi¢ powazna konkurencje dla procedur klasycznych.
W przypadku procedur kontrolujacych FWE w rozwazanym w pracy modelu
statystycznym zréwnowazonej analizy wariancji, efektywnos$¢ procedur opartych
na prawdopodobieristwach testowych byta poréwnywalna z efektywnoscia proce-
dur klasycznych. Sposréd procedur klasycznych wysoka efektywnoscia charaktery-
zowaly sie procedury Newmana-Keulsa i Duncana, jednak stosowanie tych proce-
dur nie jest zalecane w praktyce badawczej, gdyz nie kontroluja one FWL na
zadanym poziomie. Szczegolnie zalecana w literaturze przedmiotu do poréwnari
parami w rozwazanym modelu statystycznym jest procedura Tukeya. W prowa-
dzonych badaniach symulacyjnych dobrze wypadly wieloetapowe procedury
testowari wielokrotnych, osiagajac niejednokrotnie efektywnos$¢ wyzsza od efe-
ktywnosci Kklasycznej procedury Tukeya. Badania Monte Carlo nie stanowia
tormalnego dowodu, jednak biorac dodatkowo pod uwage fakt, iz procedury takie
jak np. procedura Holma, czy jej modyfikacja zaproponowana przez Shaffer moga
by¢ stosowane do pordwnywania parami wartosci przecietnych rowniez w sytu-
acjach, gdy zalozenia modelowe analizy wariancji nie sa spelnione, z pewnoscia
warto promowac te grupe metod poréwnari wielokrotnych.

Podsumowujac wyniki empiryczne i symulacyjne dotyczace procedur testo-
wani wielokrotnych opartych na prawdopodobieristwach testowych, mozna
stwierdzi¢, ze sposréd metod kontrolujacych FWE na szczegdlne wyréznienie
zastuguje wieloetapowa metoda Holma. Zaréwno modyfikacja zaproponowana
przez Shaffer, polegajaca na uwzglednieniu logicznych powiazari pomiedzy

* Procedura Hochberga-Benjaminiego, na podstawie badari symulacyjnych przeprowadzonych
przez Y. Benjaminiego, Y. Hochberga oraz Y. Klinga, zapewnia kontrole FDR w przypadku rozpatrywa-
nych w eksperymencie poréwnari parami. Wigcej na ten temat u Benjaminiego i Yekutieliego, 2001.
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hipotezami, jak réwniez modyfikacja wykorzystujaca nieréwnos¢ Sidaka, nie
wplynely znaczaco na poprawe efektywnosci procedury Holma. Teoretyczna
analiza prawdopodobieristw skorygowanych w przypadku procedury Holma-
-Siddka nie zapowiadata rewolucyjnych zmian i fakt ten potwierdzily badania
symulacyjne. Zastosowanie nieréwnosci Siddka skomplikowato natomiast pro-
stote obliczeniowa metody Holma, a uzyskana ta droga korekta wartosci skory-
gowanych okazata si¢ nieznaczna, przy czym modyfikacja ta zapewnia kontrole
FWE tylko w przypadku niezaleznych lub charakteryzujacych sie dodatnia
zaleznoS$cia orthantowa statystyk testowych. Wiasciwie niezauwazalna jest po-
prawa efektywnosci metody Holma w wyniku zastosowania modyfikacji Shaffer.
Wydaje sie jednak, ze korzys¢ z zastosowania tej poprawki dla hipotez logicznie
powiazanych bedzie widoczniejsza przy rozpatrywaniu wiekszej liczby parame-
trow. W przypadku rozpatrywania znacznej liczby wartosci przecietnych, gdy
w rozpatrywanych badaniach wystarczy kontrola warto$ci oczekiwanej frakciji
blednych odrzuceri wérod wszystkich odrzuceri na z géry zadanym poziomie,
warto poleci¢ procedure LSU Hochberga-Benjaminiego. Natomiast uniwersalna
procedura Yekutieliego-Benjaminiego okazala sie procedurg bardzo konserwa-
tywna i to nie tylko w stosunku do procedury LSU.

5. TESTOWANIE WIELOKROTNE W MACIERZY KORELACjt

W wielu praktycznych zastosowaniach statystyki i ekonometrii zachodzi ko-
nieczno$¢ wnioskowania o istotnosci wspotczynnikéw korelacji liniowej w ma-
cierzy Korelacji. Podzbioréw wzajemnie skorelowanych zmiennych poszukuje-
my testujac wielokrotnie w macierzy korelacji, m.in. przy wyborze zmiennych
objasniajacych do modelu ekonometrycznego, zmiennych definiujacych prze-
strzeri Klasyfikacji w analizie skupieri, zmiennych tworzacych wskazniki agrega-
towe, zmiennych diagnostycznych w analizie dyskryminacyjnej. We wszystkich
wymienionych przypadkach zazwyczaj ignorowany jest fakt testowania wielo-
krotnego. Dostepne w literaturze klasyczne testy globalne dotyczace wspétczyn-
nikéw korelacji liniowej (Domariski, 1990) pozostawiaja badacza w ktopotliwej
sytuacji, gdy zostanie odrzucona hipoteza zerowa. Woweczas, aby wysnu¢ bar-
dziej szczegotowe wnioski i wskazac istotne statystycznie wspétczynniki korela-
¢ji, najczesciej stosowanym rozwiazaniem jest testowanie istotnosci wspdlczyn-
nikéw korelacji, kazdego na poziomie istotnos$ci a. Brak klasycznych rozwiazari
kontrolujacych efekt testowania wielokrotnego w przypadku badania istotnosci
wspdtczynnikéw korelacji w macierzy korelacji powoduje, ze przydatnosc pro-
cedur testowari wielokrotnych opartych na prawdopodobieristwach testowych
jest bezsprzeczna.

Testowanie z wykorzystaniem procedur opartych na prawdopodobieristwach
testowych nalezy rozpoczaé od okreslenia rodziny wnioskowari. Bardzo wazne jest,
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by na wstepie badari stara¢ si¢ poprzez analize merytoryczna oraz analize formal-
no-statystyczna maksymalnie zredukowac¢ liczbe wnioskowari, czyli w przypadku
testowania wielokrotnego w macierzy korelacji — zredukowa¢ liczbe zmiennych.
Po przeprowadzeniu analizy merytorycznej i formalno-statystycznej zostaje usta-
lona liczba rozwazanych zmiennych, a tym samym znana jest rodzina wniosko-
warl. Kolejny etap polega na wyznaczeniu prawdopodobieristw testowych dla catej
rozwazanej rodziny wnioskowari, a nastepnie na zastosowaniu ,najlepszej” z pro-
cedur testowari wielokrotnych opartych na uporzadkowanych prawdopodobieri-
stwach testowych. Wybdr ,najlepszej” procedury rozumiany jest jako wskazanie
procedury o najwigkszej mocy, w zaleznosci od wyboru miary Kontroli biedu
I rodzaju dla catej rodziny wnioskowari. W przypadku kontroli FWE w macierzy
korelacji, wybdr zaweza sie do dwéch metod: Bonferroniego oraz metody ,, sekwen-
cyjnego odrzucania” Holma, ktdre mozna poleci¢ bez wzgledu na typ zaleznosci
pomigdzy statystykami testowymi. Metoda wiekszej mocy sposréd rozwazanych,
jest metoda Holma, bowiem w wyniku jej zastosowania liczba wykrytych isto-
tnych wspdlczynnikéw Korelacji bedzie nie mniejsza od liczby wykrytych isto-
tnych wspdiczynnikéw korelacji przez metode Bonferroniego, przy zapewnieniu
kontroli prawdopodobieristwa bednego stwierdzenia jednej lub wiecej istotnych
wspdlzaleznosci pomiedzy zmiennymi na zatozonym poziomie a dla calej rodziny
wnioskowari. W przypadku, gdy zalecana redukcja zmiennych nie spowoduje
znacznego zmniejszenia liczby cech i rodzina wnioskowarl jest bardzo liczna,
warto rozwazy¢ kontrole FDR przy pomocy metody Yekutieliego-Benjaminiego.
Dla duzych macierzy korelacji kontrola FWE nie jest rozwiazaniem satysfakcjo-
nujagcym badaczy. Przy licznej rodzinie wnioskowari indywidualne poziomy
istotnosci, w przypadku procedur FWE, sa tak mate, iz zbyt rzadko dochodzi do
odrzuceri hipotez zerowych i stwierdzania istotnych wspdétzaleznosci pomiedzy
zmiennymi. Tak wiec w sytuacji duzych macierzy korelacji, jesli dopuszczamy
a100% — blednych odrzuceri wsréd wszystkich odrzuceri hipotez zerowych, warto
wykorzystac procedure Yekutieliego-Benjaminiego, kontrolujaca FDR na poziomie
a. W praktyce oznacza to, ze akceptujemy niewielki procent wspotczynnikéw
blednie uznanych za istotne, wsréd wszystkich uznanych za istotne wspétczyn-
nikéw Korelacji.

W przykladzie empirycznym, zaprezentowanym u autorki (Denkowska,
2006a), wyznaczano cechy diagnostyczne do oceny przestrzennego zréznicowa-
nia sytuacji mieszkaniowej w Polsce w 2002 roku. Przedstawiono w nim dwa
podejscia: jedno polegajace na tradycyjnym wnioskowaniu w macierzy Korelacji,
w ktérym ignorowany jest efekt wielokrotnosci testowania oraz drugie podejscie,
w ktorym efekt ten kontrolowano za pomoca wybranych metod testowari
wielokrotnych opartych na prawdopodobieristwach testowych. Do kontroli
efektu wielokrotnosci testowania zastosowano wybrane uniwersalne procedury
kontrolujace FWE i FDR. Przyklad empiryczny pokazal, ze lekcewazenie efektu
testowania wielokrotnego powoduje wykrywanie zbyt wielu istotnych wspot-
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czynnikéw korelacji, co w rezultacie skutkuje zbytnia redukcja zmiennych
diagnostycznych. Tym samym, w finalnym zbiorze zmiennych moze zabrakna¢
waznych zmiennych diagnostycznych.

Dobdr zmiennych objasniajacych do modeli ekonometrycznych jest jed-
nym z najistotniejszych zagadnieri wspdiczesnej ekonometrii. Od lat bardzo
popularna metoda doboru zmiennych objasniajacych do liniowego modelu
regresji jest metoda oparta na badaniu istotnosci wspoéiczynnikéw Kkorelacii
w macierzy korelacji (Bartosiewicz, 1980; Grabiriski i wsp., 1982). Metoda ta jest
spotykana w literaturze pod nazwa metody analizy graféw (Goryl i wsp., 2003)
i znajduje zastosowanie przede wszystkim w przypadku, gdy rozpatrywana jest
niezbyt liczna rodzina potencjalnych zmiennych objasniajacych. W metodzie
tej ignorowany jest fakt testowania wielokrotnego w macierzy korelacji i wnioski
wysnuwane sa po zweryfikowaniu wielu hipotez statystycznych, kazdej na
poziomie istotnosci o. Lekcewazenie efektu testowania wielokrotnego powoduje
zbytnia redukcje zmiennych objasniajacych.

Autorka (Denkowska, 2007a) zaproponowala modyfikacje metody analizy
grafow uwzgledniajace efekt wielokrotnosci testowania w macierzy korelacji.
Modyfikacje te polegaja na wykorzystaniu odpowiednich procedur testowari
wielokrotnych kontrolujacych FWE lub FDR do kontroli efektu testowania
wielokrotnego istotnosci wspoiczynnikéw korelacji liniowej w macierzy kore-
lacji. W przypadku, gdy istotne jest, by prawdopodobieristwo btednego stwier-
dzenia jednej lub wiecej istotnych statystycznie zaleznosci byto kontrolowane
na poziomie «, najlepszym rozwiazaniem jest zastosowanie modyfikacji opar-
tej na metodzie Holma. Kontrola FWE na poziomie a oznacza, ze uzyskane
istotne wyniki mozemy z duzym zaufaniem przyja¢, gdyz prawdopodobieri-
stwo biednego alarmu jest niewieksze od «. Natomiast w sytuacji licznej
rodziny wnioskowari warto rozwazy¢, czy nie wystarczy kontrola (FDR) war-
tosci oczekiwanej frakcji btednych odrzuceri wsréd wszystkich odrzuceri na
z gory ustalonym poziomie. W przypadku bowiem ,, duzych” macierzy korela-
Cji, a tym samym licznej rodziny wnioskowari, gwaitownie maleje moc
indywidualnych testéw w przypadku zastosowania procedur kontrolujacych
FWE, a tym samym w wyniku zastosowania tych procedur otrzymujemy zbyt
mato istotnych wynikéw. Modyfikacja metody analizy graféw, oparta na
uniwersalnej procedurze Yekutieliego-Benjaminiego pozwala unikna¢ zacho-
wawczej postawy procedur kontrolujacych FWE. Wybdr przez badacza tej
miary biedu I rodzaju dla rodziny wnioskowar oznacza, ze dopuszcza on
i akceptuje pewien niewielki procent «100% — biednych odrzuceri wsréd
wszystkich odrzuceri, a w zamian za to oczekuje mniej ostroznej postawy niz
w przypadku kontroli FWE i w efekcie wiekszej liczby wykrytych istotnych
statystycznie zaleznosci. Z pewnoscia jest to lepsze rozwiazanie niz ignorowa-
nie faktu testowania wielokrotnego.
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6. TESTOWANIE WIELOKROTNE PRZY WERYFIKACJI OCEN PARAMETROW
STRUKTURALNYCH LINIOWEGO MODELU EKONOMETRYCZNEGO

Procedury testowari wielokrotnych oparte na prawdopodobieristwach testo-
wych mozna poleci¢ réwniez do Kkontroli efektu testowania jednoczesnego
przy weryfikacji ocen parametréw strukturalnych liniowego modelu ekono-
metrycznego.

Badania empiryczne prowadzone przez autorke (Denkowska, 2007b), doty-
czace plac w okresie transformacji systemowej w Polsce, nawigzywaly do badari
prowadzonych przez zespdl kierowany przez S. M. Kota* (1999). Pokazuja one
w jaki sposéb nalezy przeprowadzac kontrole testowania wielokrotnego istotno-
$ci parametréow strukturalnych w modelach regresji wielorakiej oraz jakie sa
skutki braku takiej kontroli.

Nalezy zatem mie¢ Swiadomos¢, ze niekontrolowane testowanie réwnolegle
wielu hipotez prowadzi¢ moze do ,bardzo kiepskich modeli”. Tam, gdzie to
mozliwe, konieczne jest ograniczanie liczby testowari. Zaleca sie réwniez stoso-
wanie metod wyboru zmiennych objasniajacych, ktére nie opieraja sie na
wnioskowaniu wielokrotnym (np. metoda Z. Hellwiga) lub kontroluja ten efekt
(zmodyfikowana metoda analizy graféw, Denkowska 2007a). W przypadku
bardzo bogatych zbioréw zmiennych kuszace jest wykorzystanie np. sekwencyj-
nych metod doboru zmiennych. Jednak na koricowym etapie budowy modelu
regresji konieczne jest skorygowanie wynikow poprzez kontrole efektu testowa-
nia wielokrotnego wspdlczynnikow regresji czastkowej. W przykladzie zaprezen-
towanym przez autorke (Denkowska, 2007b), metody testowari wielokrotnych
zastosowane do modelu regresji, uznanego za ostateczny przez autoréw Analizy
ekonometrycznej ksztaltowania sig plac w Polsce w okresie transformacji, pozwolily
stwierdzic, ze az trzy zmienne niestusznie zostaly uznane za istotne statystycznie.
Tym samym budowa modelu regresji powinna by¢ kontynuowana. Rezultat ten
otrzymano na podstawie analizy ostatecznego modelu regresji, bez ingerowania
w proces budowy modelu. Przyklad ten wskazuje na koniecznos¢ kontroli efektu
testowania wielokrotnego istotnosci wspétczynnikow regresji czastkowej, przy-
najmniej na koricowym etapie budowy modelu regresji. Kontrola ta pozwoli
sprawdzi¢, czy pozostawione parametry strukturalne nie zostaly uznane za
istotne wylacznie z powodu testowania wielokrotnego podczas weryfikacji ich
istotnosci statystyczne;j.

Wszedzie tam, gdzie réwnolegle testujemy hipotezy dotyczace parame-
tréw regresji nalezy zatem stosowa¢ metody testowari wielokrotnych. Wybie-

4 Autorzy Analizy ekonometrycznej ksztaitowania sig ptac w Polsce w okresie transforinacji badali
metodami ekonometrycznymi mechanizmy ksztattujace rozklady plac w okresie przechodzenia od
odgdrnie sterowanej gospodarki do normalnie funkcjonujacego rynku pracy. Wszechstronne bada-
nia obejmowaty miedzy innymi estymacje parametréw regresyjnych modeli ptac.
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ra¢ mozna zarowno spo$rod klasycznych metod opartych na wielokrotnych
przedziatach ufnosci (np. przedzialy Scheffégo, przedzialy Bonferroniego), jak
réwniez sposréd rozwiazari nieklasycznych, a w szczegélnosci z metod testo-
wari wielokrotnych opartych na uporzadkowanych prawdopodobieristwach
testowych. Sposréd metod testowari wielokrotnych opartych na prawdopodo-
bieristwach testowych autorka (Denkowska, 2007b) zaleca stosowanie metod
uniwersalnych: Holma i Yekutieliego-Benjaminiego. W przypadku kontroli
FWE autorka poleca procedure Holma, natomiast gdy rozwazane sa bardzo
bogate zbiory, kilkudziesieciu lub kilkuset zmiennych, warto spojrze¢ na
testowanie mniej tradycyjnie i dopusci¢ pewien niewielki odsetek blednych
odrzuceri w zbiorze wszystkich odrzuceri. Zastosowanie procedur kontroluja-
cych FWE w przypadku tak bogatych zbioréw powoduje, iz indywidualne
decyzje sa podejmowane przy tak matych indywidualnych poziomach istotno-
$ci, ze bardzo rzadko dochodzi do stwierdzenia istotnosci parametru regresii,
a wniosek koricowy wysnuty bedzie na poziomie istotnosci « dla catej rodziny
wnioskowari. W przypadku kontroli FDR, metoda Benjaminiego-Yekutieliego
jest metoda uniwersalna, ktéra zastosowa¢ mozna zawsze bez wzgledu na
zaleznosci miedzy statystykami testowymi. W sytuacji, gdy badania dotycza
istotnosci parametrow strukturalnych ortogonalnego modelu liniowego lub
gdy statystyki testowe sa dodatnio regresyjnie zalezne (Lehmann, 1966),
nalezy zastosowac® procedure o wiekszej mocy — procedure Hochberga-Ben-
jaminiego. Przy interpretacji wynikow pamieta¢ jednak nalezy, ze w tym
przypadku o oznacza akceptowany odsetek blednie uznanych za istotne
wspolczynnikow regresji wsréd wszystkich uznanych za istotne parametréw
strukturalnych regresji wielorakiej.

7. PODSUMOWANIE

Na zakoriczenie warto wspomnie¢ o kierunkach badawczych zmierzajacych do
poprawy mocy znanych procedur wnioskowari wielokrotnych, jak i wynale-
zienia nowych, lepszych rozwiazan. Istotna poprawe mocy procedur testowari
wielokrotnych opartych na prawdopodobieristwach testowych mozna zyskac
poprzez zastosowanie reprébkowania (ang. resampling) do oszacowania pra-
wdopodobieristw testowych. Termin reprébkowanie oznacza, ze zaobserwowa-
ne dane sa wielokrotnie wykorzystywane w analizie symulacyjnej w celu
podjecia wniosku. Prawdopodobieristwa uzyskane za pomoca technik repréb-
kowania sa zazwyczaj mniejsze od prawdopodobieristw testowych otrzyma-
nych w wyniku zastosowania tradycyjnego testu t-Studenta. Testowanie wie-
lokrotne oparte na reprébkowaniu (np. Westfall i Young, 1993) wykorzystuje

$ Szerzej na ten temat u Bejaminiego i Yekutieliego (2001).
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empiryczna strukture danych, a korzys$¢ ze stosowania tej techniki jest szcze-
goélnie widoczna w przypadku silnych wewnetrznych Kkorelacji w zbiorze da-
nych. Wykorzystanie reprébkowania w testowaniu wielokrotnym propaguja
na przyklad Westfall i Young (1993) oraz Bejamini i wsp. (2005). Metody te
nie sa jednak powszechnie dostepne w pakietach statystycznych, co utrudnia
ich praktyczne wykorzystanie.

Kontrola FDR stwarza mozliwos¢ kontroli efektu testowarl wielokrotnych
w tych dziedzinach, w ktérych typowe badania empiryczne polegaja na rozpatry-
waniu bardzo licznych rodzin wnioskowari. Znaczny konserwatyzm uniwersalnej
procedury Yekutieliego-Benjaminiego mobilizuje do bardziej wnikliwych badari
nad procedura LSU. Rozwazane sa rézne modyfikacje poprawiajace moc tej
metody. Prowadzone sa badania symulacyjne nad wymaganiami modelowymi
procedury LSU, okreslajacymi w jakich sytuacjach badawczych zapewni ona
kontrole FDR, W ostatnim czasie jedna z czesto rozwazanych metod poprawy
mocy procedury LSU jest metoda polegajaca na wprowadzeniu dodatkowego
etapu, ktérego zadaniem jest oszacowanie nieznanej liczby prawdziwych hipotez
zerowych. W tym celu proponowane jest wykorzystanie metod graficznych, takich
jak nieformalna metoda zaproponowana pizez T. Schwedera i E. Spjgtvolla (1982),
czy tez nawiazujaca do niej procedura Y. Hochberga, Y. Benjaminiego (zob. np.
Westfall i wsp., 1999).

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze w badaniach ekonomicznych przyda-
tne moga by¢ zaréwno procedury kontrolujace FWE, jak i FDR. Decyzja odnos-
nie tego, ktora z tych miar powinna by¢ kontrolowana, nalezy do prowadzacego
badania i jest zalezna od wielu czynnikdw. Przede wszystkim nalezy okreslic¢, czy
w badaniach dopuszczany jest pewien niewielki procent blednych odrzuceri.
Jesli tak, to w zamian zyskujemy zazwyczaj wigcej istotnych statystycznie
wynikéw. Przy interpretacji uzyskanych ta metoda rezultatéw nalezy jednak
pamietac o odsetku wynikéw blednie uznanych za istotne. Z kolei kontrola FWE
powoduje, ze wykrywana jest czesto zbyt mata cze$¢ istotnych statystycznie
zaleznosci. A poniewaz dalszym badaniom zazwyczaj poddawane sa jedynie
istotne wyniki, przy jednoczesnym zignorowaniu rezultatéw, przy ktérych
stwierdzono brak podstaw do odrzucenia, to w efekcie przy zastosowaniu
procedur FWE utraci¢ mozemy wazne relacje. Zastosowanie procedur kontrolu-
jacych FDR pozwala unikna¢ zachowawczej postawy FWE przy zapewnieniu
kontroli frakcji blednych odrzuceri wéréd wszystkich odrzuceri hipotez zero-
wych na zadanym poziomie. | z pewnoscia jest to lepszym rozwiazaniem niz
ignorowanie efektu wielokrotnosci testowania.

Warto na koniec podkresli¢, ze ignorowanie efektu wielokrotnosci prowadzi
do wykrywania wielu zupelnie przypadkowych zaleznosci. Zaleznosci takie sa
pozZniej czesto eksponowane w naukowych, jak réwniez popularnonaukowych
publikacjach jako ciekawe czy wrecz zdumiewajace wyniki badari. To z kolei
budzi sceptycyzm wobec metod statystycznych, podczas gdy Zzrédtem nieporo-
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zumienia sa niewlasciwie przeprowadzone badania, nieuwzgledniajace efektu
testowania wielokrotnego.

I believe it [FDR] is one of the cornerstones in the bridge that
»multiple comparisons” can offer between traditional statistical
thinking and modemn problems in Data Mining and Bioinformatics.
It is crucial for us to strengthen this bridge and widen it.

We should look for more such bridges, if we want Statistics remain
a vital and important player in the arena of information sciences.®
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