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ABSTRACT

D. Kosiorowski. Selected Issues of Data Depth Concept. Folia Oeconomica Cracoviensia 2008—
2009, 49-50: 5-30.

In this paper we present selected aspects of data depth concept. We propose several statisti-
cal procedures based on data depth concept. We study a performance of the propositions
on various multivariate data sets simulated from skewed, fat tailed distributions and mixtu-
res of them.
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1. WPROWADZENIE

Koncepcja giebi danych jest jednym z trzech dominujacych nurtéw badarn nad
pojeciem i zastosowaniami wielowymiarowego kwantyla (patrz np. Liu i in,,
1999).

Wykazuje szereg zwiazkéw z tzw. koncepcja glebi regresyjnej
(ang.: regression depth) (np. Mizera, 2002) oraz staje si¢ coraz atrakcyjniejsza al-
ternatywa dla historycznie pierwszej koncepcji kwantyli przestrzen-
nych (ang. spatial (geometrical) quantile) (np. Chaudhuri, 1996). Kwantyle de-
finiowane w obrebie trzech podejs¢ réznig si¢ interpretacja.
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Narzedzia oferowane przez koncepcje glebi danych wykorzystywane sg
w zagadnieniach nieparametrycznego wnioskowania statystycznego wykorzy-
stujacego pojecia rangi, statystyki porzadkowej, kwantyla itp. Dodajmy, ze
w obrebie tzw. klasycznego podejscia do nieparametrycznego wnioskowania
w R4, d > 1, wykorzystuje sie wektory jednowymiarowych statystyk. Postepo-
wanie takie nie uwzglednia czesto szczegélnie istotnej geometrii wielowymia-
rowego zbioru danych. Na przyklad, moze si¢ zdarzy¢, ze wektor jednowy-
miarowych median lezy poza powloka wypuklq wielowymiarowego zbioru
danych — nie moze zatem by¢ dobra miarg potoZenia centrum.

Charakterystyczng dla koncepgji miare centralnosci punktu x € R%, d > 1,
bedacego realizacjg pewnego d-wymiarowego wektora losowego X o rozkla-
dzie prawdopodobieristwa P, wprowadza si¢ za pomocg specjalnej funkcji na-
zywanej glebia (ang. depth) badZ funkcja gtebi (ang. depth function).

Funkgcja glebi przyporzadkowuje kazdemu punktowi liczbe rzeczywista
z przedziatu [0, 1], bedaca miarg jego centralnosci, zwazywszy na rozklad go
generujacy.

Wykorzystujac funkcje glebi mozna uporzadkowacd zbiér wielowymiaro-
wych obserwacji na zasadzie odstawania obserwacji od centrum.

Zazwyczaj punkt, dla ktérego funkcja glebi przyjmuje wartos¢ maksymal-
ng okresdla si¢ mianem d-wymiarowej mediany.

Oznaczamy przez P rodzing rozkladéw prawdopodobieristwa okreslonych
na o ciele zbioréw borelowskich w R? oraz przez Py rozklad danego wektora
losowego X.

Kazdy element préby X' = {X|, .., X } traktujemy jako d x 1 wektor ko-
lumnowy. Zaktadamy ponadto, ze rozkiad P, jest absolutnie ciagly.

W literaturze przedstawiono kilka ukladéw postulatéw, ktére powinna
speinia¢ funkcja glebi, aby byla odpowiednim narzedziem stuzacym do budo-
wy nieparametrycznych wielowymiarowych procedur statystycznych (zob. Dyc-
kerhoff, 2004; Zuo, i Serfling, 2000. Ponizej przedstawiamy najczesciej stosowa-
ny uklad postulatéw, ktéry spelnia wigkszos¢ znanych funkgi glebi D(x, P).

1. Niezmienniczo$¢ afiniczna — D(x, P) jest niezalezna od wyboru ukladu
wspoétrzednych.

2. Warto$¢ maksymalna w centrum — jezeli rozklad P jest symetryczny
wzgledem © w pewnym sensie, wéwczas D(x, P) przyjmuje w tym punkcie
maksimum.

3. Symetria — jezeli rozklad P jest symetryczny wzgledem © w pewnym
sensie, wtedy takze D(x, P) jest symetryczna w tym sensie.

4. Zmniejszanie si¢ wartosci wzdtuz promieni — warto$é funkcji glebi
D(x, P) zmniejsza sie wzdluz promienia majgcego poczatek w punkcie o mak-
symalnej glebi.

5. Zanikanie w nieskoriczonosci — D(x, P) — 0 gdy [x[l— oo.

6. Ciagtos¢ D(x, P) jako funkgji x.



7. Ciaglos¢ D(x, P) rozpatrywanej jako funkcjonal P.
8. Quasi-wypuklosé D(x, P) rozpatrywanej jako funkcja x — zbiér
{x : D(x, P) 2 « jest wypukly dla kazdego « € [0,1].
Zaznaczmy, ze przez centrum rozumiemy punkt symetrii, przez symetri¢
rozumiemy centralng symetrie.
Zbiér
{xeR: D(x, P) = of, (1)
nazywany poziomem badZ konturem glebi @, zbiér ten okreslany
jest mianem d-wymiarowego kwantyla rzedu o, a € [0, 1].
Zbiér
D,(X) = {x e R?: D(x, P) 2 o4, (2)
tzn. obszar ograniczony przez kontur glebi ¢, nazywany jest a przycietym
(centralnym) obszarem o€ [0,1].
Opierajac si¢ na danej funkgji glebi, mozemy zdefiniowaé punkt o maksy-
malnej glebi jako wielowymiarowy analog jednowymiarowej mediany.
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Rye. 1. Projekcyjne obszary centralne ze 100 elementowej préby skosnego rozkladu normalnego
z Q = diag(2) - 5, m = (0, 0), & = (2, -5)
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Ryec. 2. Projekcyjne obszary centralne ze 100 elementowej préby z rozkladu Marshalla-Olkina
A=(1,1,1)



Niech bedzie funkcja glebi, wtedy mediane indukowana przez definiuje-
my:
M(P) = argsupD(x, P). (3)

xeR?

Przyktady statystycznych funkcji gtebi

Symetryczna glebia projekcyjna punktu x € RY bedacego reali-
zacja pewnego d-wymiarowego wektora losowego X o rozkladzie prawdopo-
dobienstwa F, PD(x, F) definiowana jest jako:

PD(x, F) = (1 + sup | Med(u'X) I)—l

fur=1 MAD(u'X) ®

gdzie X ma rozklad prawdopodobieristwa F, Med oznacza jednowymiarowg
mediang, oraz MAD oznacza jednowymiarowga mediane odchylenia absolutne-
go od mediany MAD(Z) = Med(| Z — Med(Z)1).

Glegbia projekcyjna oraz indukowane przez nig estymatory polozenia cen-
trum oraz rozrzutu wektora losowego odznaczaja si¢ bardzo dobrymi wlasno-
$ciami w kategoriach odpornosci oraz efektywnosci dla szerokiej klasy popu-
lacji. Glgbia ta jest afinicznie niezmiennicza.

Giebia Tukey’a (glebia domknietej pétprzestrzeni) definiowana jest:

D(x, P) = ir;lf{P(H) : X € H, H jest domknietg polprzestrzenia}. (5)

Glebia punktu x — najmniejsza masa probabilistyczna znajdujaca sie na
domknietej potprzestrzeni z punktem x na brzegu.
Najprostszym przykladem glebi jest tzw. glebia Euklidesa:

ix.. (6)

i=1"

=

- 1 % -
DEUK(len) = mz ’ gd21e X =

Znang glebie stanowi tzw. glebia Mahalanobisa:

Duarl¥1X') = TG =0T =5 @)

gdzie S oznacza macierz kowariancji préby X".
Pojecie gtebi dopasowania funkcji regresji liniowe]j
zostalo wprowadzone przez Rousseeuw i Hubert (Rousseeuw i Hubert, 1998).
I. Mizera (2000) uogdlnit ich podejscie oraz pokazal je w ramach formali-
zmu optymalizacji wektorowej uzyskujac jednoczesnie szereg wynikéw doty-
czacych odpornosci estymatoréw maksymalnej glebi regresyjnej.
Przypusémy, ze zamierzamy dopasowac liniowa funkdcje regresji y = b;x + b,
do dwuwymiarowego zbioru danych Z" = {(y;, x;), (¥ X,), -, (y,, X,)}-
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Oznaczmy wspdtczynniki regresji jako b = (b, b,). Oznaczmy reszty regre-
sji jako:

r{b) =1, =y, - bjx; - b,.

DEFINICJA 1. Powiemy, ze dopasowanie b = (b, b,) nie jest slabo opty-
malne wzgledem zbioru danych Z" jezeli istnieje liczba rzeczywista v, = v, ktéra
nie pokrywa si¢ z zadnym punktem x; i dla ktérej zachodzi:

r{b) < 0 dla wszystkich x; < v i r(b) > 0 dla wszystkich x; > v
lub:

r{b) > 0 dla wszystkich x; < v i r(b) < 0 dla wszystkich x; > v
(istnienie liczby v odpowiada istnieniu punktu, dookola ktérego mozemy ob-
raca¢ prosta do pozycji pionowej, nie napotykajac zadnej obserwacji).

DEFINICJA 2. Glgbia regresyjna rdepth(b, Z") jest najmniejszg frakcjq ob-
serwacji proby Z", ktéra nalezy usunaé aby dopasowanie b przestalo by¢ slabo
optymalne.

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej definiujemy jako:

THZ") = argmax rdepth(b, Z") = arg max rdepth(b¥, Z"). (8)
b i

Warto zauwazy¢, ze w przypadku koncepdji glebi regresyjnej nie czyni sie
jakichkolwiek zalozeri odnosnie regularnosci skladnika losowego, wplywaja-
cego na wartosci obserwagji.

Dopasowanie najwigkszej giebi jest prosta najlepiej réwnowazaca chmure
danych.

Zaproponowane przez Mizer¢ ogdlniejsze spojrzenie na koncepcje glebi
regresyjnej z jednej strony pokazuje jej miejsce w ramach calej koncepcji glebi
danych, z drugiej strony — w wielu przypadkach prowadzi do prostszych
metod badania wlasnosci estymatoré6w maksymalnej glebi.

Diagram rozrzutu — powiaty graniczne w 2005 roku

RDEPTH=0

RDEPTH =0,375

stopa bezrobocia

saldo migraciji

Ryc. 3. Stopa bezrobocia vs. saldo migracji w polskich powiatach granicznych w 2005 roku.
Glegbie dopasowar funkdji regresji do danych empirycznych. Linia przerywana reprezentuje
estymator maksymalnej glebi, linia oznaczona kropkami reprezentuje estymator metody
heteroskedastycznej regresji t-Studenta
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2. KRZYWA SKALI — ODPORNA I NIEPARAMETRYCZNA METODA
BADANIA ROZRZUTU WEKTORA LOSOWEGO
I STOPNIA ZALEZNOSCI ROZKEADOW BRZEGOWYCH

Wskazanie odpornej i zarazem efektywnej alternatywy dla wektora przeciet-
nych oraz macierzy kowariancji jako estymatoréw, odpowiednio, potozenia
centrum i rozrzutu wektora losowego nalezy do najwazniejszych celéw wspét-
czesnej wielowymiarowej analizy statystycznej. Macierz kowariancji z préby
ma nieograniczona funkcje wptywu Hampela, co znaczy, Ze nie jest odporna na
lokalne punktowe zmieszania. Punkt zalamania (BP) préby skoriczonej Dono-
ho i Hubera macierzy kowariancji z n-elementowej préby wynosi 1/n, zaled-
wie jedna obserwacja odstajaca jest w stanie istotnie znieksztalci¢ ocene roz-
rzutu rozpatrywanego wektora. Macierz kowariancji z préby ma nieograniczone
maksymalne obcigzenie Hubera, czyli nie jest odporna m.in. na btedng specy-
fikacje modelu generujacego obserwacje. Praktyczne wykorzystanie macierzy
kowariancji z préby wiaze si¢ z istnieniem momentéw drugiego stopnia wek-
tora losowego, reprezentujacego badane zjawisko. Interpretacja macierzy ko-
wariangji jest utrudniona w przypadku skosnych populacji.

Wykorzystujac giebie projekcyjng PD(x, F) definiuje si¢ tzw. projekcyj-
ne obszary centralne rzedu r (w obrebie koncepdji glebi danych ich
brzegi okresdla si¢ mianem d-wymiarowych kwantyli):

PC.(r) = {x : PD(x, F) > 1}. 9)

W przypadku, gdy rozklad F jest centralnie symetryczny, obszary central-
ne odznaczajq sie takaq samg wlasnoscig.

Wykorzystujac obszary projekcyjne centralne mozemy zdefiniowad tzw.
krzywa skali, bedaca rzeczywistym funkcjonalem objetosci obszaréw cen-
tralnych, a stuzacq do nieparametrycznego opisu rozrzutu wektora losowego
wokét wielowymiarowej mediany.

Krzywa skali definiowana jest jako:

v = APC(r), 0 <7 <1, (10)

gdzie: A(-) oznacza miar¢ Lebesgue’a a PCy(-) — projekcyjny obszar centralny.

Krzywa skali jest dwuwymiarowa metoda opisu rozrzutu wartosci wek-
tora losowego wokét mediany projekcyjnej. W zwiazku z faktem, ze projek-
cyjne obszary centralne stanowia zagniezdzong rodzine zbioréw, krzywa skali
stuzy do pomiaru stopnia ekspansji obszaréw centralnych wraz ze wzrastajaca
masg probabilistyczng w nich zawarta.

Niech E, bedzie ,rozkladem niezaleznosci”! zwigzanym z danym rozkla-
dem F. Latwo zauwazy¢, ze krzywa skali F, powinna przebiega¢ powyzej krzy-

! Polski odpowiednik niewatpliwie wymaga dopracowania.
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wej skali F. Mozna wykorzysta¢ obszar pomiedzy krzywq skali F,i krzywa
skali F do pomiaru stopnia zaleznosci rozkladéw brzegowych F.

M. Romanazzi (2004) sugeruje, aby w tym celu wykorzysta¢ znormalizo-
wang wersje odleglosci Euklidesa pomiedzy krzywymi skali nazywang krz y-
wa korelacji:

,, 1/2
[ @ace, F) - act, Py

j"(AC(t, F,) — AC(t, F))%dt

nle, F) = (11)
gdzie:
A(-) oznacza miar¢ Lebesque’a, F; jest ,rozkladem niezaleznos$ci”.

Krzywa korelacji wyraza odlegtos¢ F od rozkladu niezaleznosci F, dla
0 € @ < 1, aby przedstawic ja graficznie sporzadzamy diagram rozrzutu
vi{a, F) vs. a.

Najczesciej nie jesteSmy w stanie wskazaé ,rozkladu niezaleznosci”, gdyz
nie znamy klasy rozkladéw, do ktérej nalezy rozklad generujacy dane. Oka-
zuje sig, ze nawet w takich sytuacjach mozna z powodzeniem wykorzystywac
krzywa korelaciji.

Przypusémy, ze X jest n x p macierza losowa, ktérej wiersze X; = (X, ..., Xip)
sq obserwacjami z n-elementowej préby losowej z p-wymiarowego rozkladu
F oraz rozwazmy odwzorowanie X — 7X, gdzie 7 jest przeksztalceniem, ktdre
zamienia kazdg kolumne XV = (Xyjs o X”]-)T macierzy X permutacja jej sktado-
wych. Zauwazmy, ze jesli kolumny maja rozne elementy, wtedy jest takich prze-
ksztatcen.

Niech F,, bedzie rozkladem 7X oraz niech X bedzie klasa takich rozkla-
déw. Romanazzi (2004) dowodzi twierdzenia gloszacego, ze warunkujac obser-
wowang préba stosownym ,rozkladem niezaleznosci” dla F jest mieszanina:

A

1 A
Fio = Gy Zeect

1,0 (12)

n,t’

Aproksymacje IE”’O uzyskuje sie biorac losowa prébe m rozkladéw z X.
Mozna pokazad, ze dla F ~ Np(m, Z), gdzie X jest dodatnio okreslong ma-
cierza wymiaru p x p dla 0 < & < 1 zachodzi:

y,(e, F) = (1 = (det R)V2)/(1 + (det R)/?), (13)

gdzie R = (diagZ)™"/? X(diagZ)'/? jest macierza korelacji F.

W celu sprawdzenia wybranych statystycznych wiasnosci krzywych skali
i korelaqji z préby przeprowadzono badania symulacyjne. Generowano mia-
nowicie po 500 préb ztozonych ze 100 obserwacji pochodzacych z dwuwymia-
rowych rozkladéw sko$nych normalnych, sko$nych T-Studenta, Marshalla-
-Olkina oraz mieszanin tychze rozkladéw. Eksperymenty powtarzano kilka-
dziesiat razy dla sprawdzenia stabilnosci oszacowar.
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Uzyskane wyniki sklaniajg do nastepujacych wnioskéw:

Krzywe skali dobrze dyskryminujaq rozklady skosne normalne i skosne
T-Studenta rézniace sie charakterystykami rozrzutu.

Krzywe korelacji sporzadzone dla izotropowych skosnych rozkladéw nor-
malnych i T wiasciwie ,wychwytuja” wplyw skos$nosci na brak niezalez-
nosci rozkladéw brzegowych.

Krzywa korelacji dobrze si¢ sprawuje w przypadku rozkladu nie naleza-
cego do rodziny wykladniczej. Nalezy podkresli¢, ze z krzywej korelacji
mozna odczytad jak przedstawia sie struktura zaleznosci rozkladu w za-
leznosci od bliskosci centrum rozkladu.

50000 rr T Ty
\ — TS diag(2)*10
\ ~ = TS—diag(2)"1
= TS-diag(2)*50
5000 \
500 |
2
(&
) i
]
5

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
1-p [%]
Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 4. Krzywe skali — dwuwymiarowe rozklady normalne
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 5. Krzywe skali — dwuwymiarowe rozklady T-Studenta
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Krzywe korelacji— metoda Romanazzi
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Zr6dlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 7. Krzywe korelacji — dwuwymiarowe skosne rozklady normalne

— Krzywa koreladji jest wrazliwa na zmieszanie populacji, co w zaleznosci od
punktu widzenia mozna poczytaé za jej wade badz zalete.
— Krzywa skali jest wzglednie niewrazliwa na zmieszania populagiji.

3. KWANTYLOWY FUNKCJONAL ASYMETRII ROZKLADU
WEKTORA LOSOWEGO

Odstepstwo wielowymiarowego rozkladu prawdopodobieristwo od ustalo-
nego pojecia symetrii okresla sie mianem sko$nosci rozktadu. Przez symetrie
na og6t rozumie sie wilasnos$¢ obiektu polegajaca na tym, Ze istnieje pewne,
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rézne od tozsamosciowego przeksztalcenie, ktére odwzorowuje dany obiekt
na niego samego.

Zaznaczmy, ze w przypadku wielowymiarowego rozkladu prawdopodo-
bieristwa wykorzystuje sie wiele rézniacych sie wzajemnie poje¢ wielowymia-
rowej symetrii, ktére sprowadzaja si¢ do zwyklego pojecia symetrii w przy-
padku jednowymiarowym tzn. symetrii zwierciadlane;j.

Méwimy, ze wektor losowy X ma rozklad centralnie symetryczny wzgle-
dem 6, jezeli:

X-6<Lo6-X

r

gdzie symbol ,=" oznacza réwnos¢ rozkladéw.

Propozycja nawigzujgca do koncepcji glebi

Stopient odstepstwa rozkladu prawdopodobieristwa od centralnej symetrii
mozna mierzy¢ za pomoca funkcjonalu asymetrii wykorzystujacego stosownie
wybrang funkgcji glebi, np. glebie projekcyjne;j.

Niech PM; oznacza mediane indukowang przez glebie projekcyjng. Aby
zmierzy¢ asymetrie rozkladu dla kazdego r € (0, 1), badamy réznice pomiedzy
przecigtna punktéw wewnatrz obszaru centralnego rzedu r a mediang PM;.

Rozwazmy mianowicie:

W(x)mp(dx) - PM,
5F(P)1/ d

I5:)l =2“J‘P CHp) ,0<p<]1, (14)

gdzie: PC{(p) to projekcyjny obszar centralny rzedu 7, m,(dx) oznacza rozklad,
np. jednostajny na PC(p), PM; oznacza indukowana przez glebie projekcyjna
mediane, W(-) wilasciwa dla zagadnienia funkcje wagowgq np. W(x) = x.

Proponowany funkcjonal asymetrii, dzieki wlasnosciom glebi projekcyjnej
i wlasno$ciom indukowanych przez nig obszaréw centralnych, jest afinicznie
niezmienniczy, tzn. nie zalezy od przyjetego w badaniu ukladu wspélrzed-
nych. Umozliwia nieparametryczny pomiar asymetrii populacji nie posiadaja-
cej momentéw. Mozna pokazad, ze funkcjonal (14) z préby jest mocno zgod-
nym w sensie odleglosci Kolmogorowa estymatorem odpowiednika w populacji.

W celu sprawdzenia wybranych wlasnosci (14) przeprowadzono badania
symulacyjne. Generowano mianowicie po 100 préb 100 elementowych z dwu-
wymiarowych rozkladéw:

a) skosnego normalnego i skosnego T o dwdéch stopniach swobody o pa-
rametrach: polozenia m = (0, 0), rozrzutu X = diag(2) - 5, ksztaltu Q = (2, -5);
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b) skosnego normalnego i skosnego T o dwéch stopniach swobody o pa-
rametrach: polozenia m = (0, 0), rozrzutu X = diag(2) - 5, ksztaltu Q = (-2, -15);
c) Marshalla-Olkina o parametrach 4, = (1, 1, 1) i 4, =(0,01, 0,01, 1).

Z ryciny 8 wynika m.in., Zze proponowany funkcjonal dobrze rozréznia
zaréwno wyszczegodlnione typy rozkladéw (skosny normalny, skosny T, Mar-
shalla-Olkina), jak i rozklady nalezace do tego samego typu a réznigce sie
parametrem asymetrii. Dodajmy, ze z prowadzonych wczeéniej badani wynika,
Ze nasza propozycja lepiej rozréznia pomiedzy skosnymi rozkladami normal-
nym i T anizeli oryginalna propozycja Chaudhuri (1996) oraz propozycje Liu
iin (1999).

0.9 , ' - . - . ' ' 0.9
— SK_NOR_(2,-5)
0.8} === SK_T_(2.5) : {08
oo SK_T_(-2,-15) ‘
| - — SK.NOR_(-2-15) o -
O.7F .. MARSH_OL_ (11,1) ;{"‘,_ | 07
- -+ MARSH_OL_(0010011)  §{, *i |
0,6 : (& T
v !
3
g os
@
[Ll
9 04
03
0.2
0.1
0.0

p[%]

Ryc. 8. Wyniki badar symulacyjnych proponowanego funkcjonatu asymetrii

4. ODPORNOSC METOD KLASYFIKACYJNYCH
WYKORZYSTUJACYCH FUNKCJE GLEBI

Rozwazamy k populacji p wymiarowych C,, ..., C,, k > 2. Przypusémy, ze
z kazda populacjg C. zwigzana jest gestosé prawdopodoblenstwa f (z) na R?,
w ten sposéb, ze ]eslll obserwacja pochodzi z populadji C, to zostala wygene-
rowana przez rozklad o gestosci f (2).

W tzw. zagadnieniu dyskrymmaql obiektéw interesuje nas racjonalny
sposéb przyporzadkowywania obserwacji z € R? do jednej ze wspomnianych
k populacji (zob. np. Krzysko, 2006; Jajuga, 1993).
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Regula dyskryminacyjna L odpowiada podzialowi R na roziaczne obszary
R,, ., R,, spelniajace warunek UR]. = RP. Regula definiowana jest jako:

Przyporzadkyj z do C, jezeli z € R, dlaj =1, .., k.

Indeks 7 € {1, 2, .., k} = Y wskazujacy na rozwazang populacje C; czesto
okresla sie mianem etykiety populacji. W takim ujeciu zagadnienie dyskrymi-
nacji sprowadza sie do predykgji etykiety i € Y na podstawie obserwacji wek-
tora cech z.

Reguta klasyfikacyjna nazywana klasyfikatorem jest zatem funkcja:

L:RPyx —>ieY.

Gdy obserwujemy wektor x € X, to prognoza jego przynaleznosci jest
L(x) e Y.

Czesto w praktyce rozwaza si¢ sytuacje, gdy wprawdzie ogodlne postaci
gestosci f(z) s znane jednak jestesmy zmuszeni szacowac ich parametry. Es-
tymacja w takim przypadku opiera si¢ na tzw. prébie uczacej — macie-
rzy danych Z,, , ktérej wiersze sa podzielone na k grup odpowiadajacych
k rozpatrywanym populacjom, macierz zostaje podzielona na k(n x p) macierz
Z odpowiada prébie n; obserwacji z populacji C]

Klasyczne metody dyskryminacyjne, takie jak liniowe badZz kwadratowe
funkcje dyskryminacyjne, zakladajg wielowymiarowa normalnosé (szerzej elip-
tycznosc) populacji. Metody te nie sprawuja si¢ dobrze w przypadku skosnych
populacji. Metody klasyczne zakladaja, ze rozpatrywane populacje posiadaja
momenty. Fakt ten stanowi istotne ograniczenie ich stosowalnosci, np. w przy-
padku wielowymiarowego rozkladu Cauchy’ego. Metody wykorzystujace
wektory przecietnych, macierze kowariancji badZ kryterium najmniejszych
kwadratéw sa skrajnie nieodporne na jednostki odstajace.

Odpornosé¢ reguly dyskryminacyjnej

DEFINICJA 3 (na podst. Krzysko, 2006): Rozwazamy k populacji p wymiaro-
wych C,, .., C,, k 2 2 oraz ustalong probe uczaca reprezentujaca populacje.
Rzeczywisty poziom btedu klasyfikatora L jest réwny:

Err(L) = PIL(X) 2 il X € C},

gdzie X oznacza obserwacje niezalezng od proby uczacej.

Err(L) jest prawdopodobieristwem zdarzenia, ze klasyfikator btednie za-
kwalifikuje nowa obserwacje niezalezng od préby uczacej pod warunkiem, ze
préba uczaca jest ustalona.

Propozycja. Rozwazamy k populacji p wymiarowych C, .. C, k22, oraz
probe uczaca Z reprezentujacq populacje. Punkt zalamania préby
uczacej Z Klasyfikatora L w j-tej klasie C; okreslamy jako:
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. P{L(z) # ilz € C} .
BP(LC)—m,,,(m Pllz)=ilzeC) + PlLz) #ilze C} ~ )

(15)

gdzie C’” oznacza (n x p) macierz Z préby uczacej Z odpowiadajacy probie n;
obserwaql z populacp C;, w ktérej zastqplono m wierszy (m obserwacji) do-
wolnymi wierszami (obserwac]amx)

Globalny punkt zatamania préby uczacej klasyfikatora
okredlamy jako:

BP(L, C,, .., C) = mjnBPj(L, Cl’.”). (16)
J
Kazda funkcja glebi D indukuje pewng regute klasyfikacyjna, tzn.:
L(z) = argmaxD(z1C), j = 1, ..., k, (17)
]

ktéra klasyfikuje obserwacje do tej klasy C, dla ktérej glebia z przyjmuje war-
tos¢ maksymalng (zob. Hoberg i Mosler, 2006).

Przyktady regut klasyfikacyjnych
indukowanych przez glebie

Niech C; = {x;, .., X;,} oznacza prébe n; obserwacji z populadji j, j = 1, .., k.
Przyk}adem regu}y klasyfikacyjnej indukowanej przez funkgje g}ebl ]est
reguta wykorzystujaca tzw. gtebie Euklidesa:

1 o1
DEUK(ZIC]‘)—1+ iz =% , gdzie xj—nZ:

Zauwazmy, Ze glebia ta prowadzi do znanej reguly k-centroidéw.
Wykorzystujac znang glebie Mahalanobisa:

1

Punn®1€) = 153y sy -3y

gdzie S. oznacza macierz kowariangji préby C,, otrzymamy regule klasyfika-
cyjna Nfahalanoblsa

Propozycja. Rozwazmy regule klasyfikacyjng indukowang przez tzw. sy -
metryczng glebie projekcyjna (wlasnosci tej glebi przedstawia
m.in. Zuo, 2003)

lu'z — med(u'C)) 1)1
Drrolz!§) = 1+ sup “Smameiey™ )

u'x;, ), MAD(Y) = med{1Y ~ med(Y)!}.

Dla ustalonego zbloru danych (rozkladu prawdopodobienistwa) glebia
projekcyjna w RP jest afinicznie niezmiennicza, quasi-wypukla, glebia punktu

P
gdzie u Ci = {u X1,
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zmierza do zera, jesli norma punktu zmierza do nieskoriczonosci, glebia przyj-
muje maksimum w centrum symetrii rozkladu.

Wiasnosci klasyfikatora projekcyjnego poréwnano z liniowg oraz kwadra-
towa funkcjg dyskryminacyjng oraz z klasyfikatorem glebi Tukey’a na przykla-
dzie znanego zbioru danych (Fisher, 1936; Rao, 1982), dotyczacego 3 gatunkdéw
Irysa, rozpatrywanych ze wzgledu na 4 cechy kwiatu. Rozpatrywano préby
uczace wielkosci 25:25:25 oraz 40:40:40. Na ich podstawie klasyfikowano ob-
serwacje nalezace do zbioru Irys. Na dobre wlasnosci proponowanej reguty
wskazujg wyniki zawarte w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki badar symulacyjnych proponowanego klasyfikatora projekcyjnego

3 x 25 obserwacji w prébie uczacej

kwadratowa klasyfikator

liniowa funkcja
dyskryminacyjna

funkcja
dyskryminacyjna

glebi
projekcyjnej

klasyfikator
glebi Tukay’a

Rzeczywisty blad 2.6% 4% 3.3% 66%
predykcji ’ .

3 x 40 obserwacji w prébie uczacej
RZGCZyWiSty b*f]d 3.8% 2.6% 2.6% 66%

predykcji

Generowano takze 00 razy zbiér 3000 dwuwymiarowych obserwacji : 1000

z rozkltadu Marshalla-Olkina, 1000 z izotropowego rozkladu normalnego, 1000
ze skosnego rozkladu Studenta T. Ze zbioru pobierano 100 x 100 x 100 préby
uczace. Na jej podstawie klasyfikowano zbiory 3000 obserwacji. Na dobre

wiasnodci proponowanej reguly wskazuja wyniki zawarte w tabeli 2.

Tabela 2
Wyniki badari symulacyjnych proponowanego klasyfikatora projekcyjnego
Klasyfikator
liniowa funkcja k“ﬁ:{nrlifjojwa Klasyfikator glebi | klasyfikator glebi
dyskryminacyjna dyskryminacyjna projekcyjnej Tukey’a
Rzeczywist
ey 12.6% 12.6% 0.3% 68%

blad predykgji

W celu oszacowania punktu zatamania préby skoriczonej generowano zbiory
3000 dwuwymiarowych obserwacji z populacji bedacej mieszaning trzech sko-
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$nych rozkladéw T-Studenta o réwnych udzialach a r6znigcych si¢ parametra-
mi polozenia i ksztattu. Nastepnie zastepowano po 0%, 1%, ..., 10% obserwacji
w 3 x 100 elementowej prébie uczacej, reprezentujacej kazde skupisko obser-
wacjami dalece odstajacymi od centréw rozkladéw mieszaniny. Obliczano rze-
czywisty blad klasyfikacji po takim zastapieniu.

odpornos¢ klasyfikatora gtebi projekcyjnej

0,07 I— O
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/7
- 7
= 006 4
<, - 2’ o
& 005 4
x - e
- /70
S 004 ’
z D/
é )
0,03
- .l
g
0,02 /s
— A
7
oo LB | 1 x | |
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procent obserwacji odstajacych w prébie uczacej

Ryc. 9. Punkt zalamania proponowanej reguly dyskryminacyjnej

Propozycja reguly grupowania obserwacji
na jednorodne skupiska

Przypusémy, Ze dysponujemy n obserwacjami p wymiarowymi C; = {x;, ..., x,}.
Naszym celem jest wskazanie pewnego optymalnego rozbicia zbioru C, na
k jednorodnych roztacznych podzbioréw p wymiarowych C, v G k22,
CnGC=0,i#jUC=C, )

Propozycja reguly. Niech q, s ék, k=2, (fl. N C/’ =,i#j,UC, =C,,
bedzie pewnym mozliwym rozbiciem zbioru obserwadji ;. Powiemy, ze roz-
bicie C,, ..., C, jest lepsze niz rozbicie trywialne C;i O, jezeli zachodzi:

k ~
v0l(Dppo(Cy)) > 200l(Dprp(C)), dla ustalonego a € 0, 1, (18)
i=0

gdzie vol(DgRo(Co)) oznacza objetos¢ centralnego obszaru centralnego.
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5. ODPORNE WYKRYWANIE PUNKTU ZMIANY TENDENC]I
W WYBRANYCH MODELACH REGRES]I

Zagadnienie wskazania punktu zmiany tendengji (ang. change point) w modelu
regresji byto studiowane w ekonomii m.in. w kontekscie badari zmian natury
zaleznosci pomiedzy zjawiskami powyzej pewnego poziomu jednego z nich.
Zagadnienie wigze si¢ m.in. z badaniem zysku z inwestycji z wielkoscig ponie-
sionych wydatkéw, badaniem przyrostu naturalnego i PKB na mieszkarica. Na
poziomie technicznym pojawia si¢ w zagadnieniach dyskryminagji i klasyfika-
i obiektéw, ma zwiazek z jakoscia tychze metod.

W literaturze statystycznej przedstawiono szereg podejs¢ dotyczacych
estymacji i weryfikagcji hipotez dla modeli regresji w dwéch fazach.

Chen (1998) zaproponowat wykorzystanie kryterium informacyjnego Schwa-
rza (SIC), do wskazania punktu zmiany tendencji w modelu liniowym przy
zalozeniu normalnosci.

Osorio i Galea (2005) rozszerzyli wyniki Chena (1998) na model regresji
liniowej z niezaleznymi biedami ¢-Studenta.

Sformutowanie problemu

Opierajac si¢ na n niezaleznych obserwacji (Y}, x{), (Y, x}), ..., (Y,, x/), zamie-
rzamy zweryfikowac hipoteze, ze parametry regresji nie zmieniajq sig:
Hy:Y,=xf+¢i=12 .,n,
przeciw hipotezie alternatywnej, Ze nastepuje zmiana (parametréow regresji) na
nieznanej pozycji k, nazywanej punktem zmiany tendencji:
H :Y = xf.,B] +€1=12 .,k
Y,.=x§ﬂ2+£i,i=k+1, o N,
gdzie 8, = (B, B, - ,Bp_l)‘, B,= (B, B, - ﬂp*_l)’, i £ oznacza biad.
W celu rozwiazania powyzszego problemu Osorio i Galea (2005), odwo-
lujac sie do pracy Chena (1998), proponujg zamieni¢ proces testowania hipotez

na procedure wyboru modelu z wykorzystaniem kryterium informacyjnego
Schwarza (SIC) definiowanego:

SCI = -2L(®) + slogn, (19)

gdzie L(0) to logarytm wiarygodnosci obliczony dla oszacowan parametréw
uzyskanych metoda najwiekszej wiarygodnosci, s jest liczbg parametréw w mo-
delu, n to wielkos¢ préby.

Osorio i Galea rozwazajg model regresji liniowe;j:

Y, =xif+¢i=12 .,n, (20)
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gdzie x;, i = 1, 2, ..., n odpowiada i-temu wierszowi n x p macierzy X,
B= B, B, - ,Bp_l)' jest wektorem nieznanych parametréw, natomiast ¢ s to
niezalezne bledy losowe o takim samym rozkladzie 0, ¢, n).

¥(1:15) = 1 + 2*x + 10eps; y(16:30) = 3 + 5*x + 15eps
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Ryc. 10. Tlustracja procedury detekcji punktu zmiany tendencji

W celu estymacji parametréw i obliczania informacji Schwarza wykorzy-
stuja zmodyfikowany algorytm EM.

Przy zalozeniu Hj, nie wystepuje zmiana wspdlczynnikéw regresji; przy
zalozeniu H, mamy zbiér mozliwych modeli ze zmianami w punkcie p or p + 1
or..or n — p.

Obliczamy warto$¢ SIC przy zalozeniu H oraz przy zalozeniu H;.

Wybieramy model z punktem zmiany na pozydji k, jezeli dla pewnego k:

Sic(n) > SIC(k). (21)

W przypadku gdy hipoteza zerowa jest odrzucana, estymator najwiekszej
wiarygodnosci punktu zmiany tendencji oznaczany przez k, powinien spelniac¢
warunek:

SIC(k) = min{SIC(k) : p<k<n-pl=max{L,®) :p<k<n-pl. (22)
w dalszej czesci poréwnujemy propozycje z podejsciem kryterium informacyj-
nego Schwarza wykorzystujac pakiet autorstwa Juliana Taylora heterosceda-
stic t-regression package (R Project).
Propozycja
Uporzadkujmy obserwacje wedlug wartosci zmiennej x:

Y Xa) o U X)) W X)) U Xppan)s o U Xugy))r s X))
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dla p =[%‘, ,[—61—61} (,,okno poszukiwan dlugosci 2/10*n").
Oznaczmy:
2" = Xq) W X s U Xy (¥ X,
Z8 = (Y, Xa): s X)) or U X)) (Vs X)),

24 = X U Xpa)r o U X)) Ur X

Nastepnie obliczmy:

1. Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dla wszystkich obserwacji
THZ") = (by, b)) = b, oraz glebie maksymalnego dopasowania rdepth(b,,)A.

2. Estymator maksymalnej giebi regresyjnej dla T%(ZY) = (b, b)) = b, oraz
glebie tego dopasowania rdepth(b,). : .

3. Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dla T3 (Z) = (b, b)) = b, oraz
glebie tego dopasowania rdepth(b;).

Jezeli dla pewnego p = [411/10], ey [671/10] ma miejsce:

rdepth(b ) < min{rdepth(b), rdepth(b")), (23)

wtedy uznajemy, Ze w punkcie p nastepuje zmiana parametréw regresji. W ta-
kim przypadku za parametry regresji dla obserwacji i = 1, 2, ..., p przyjmujemy
b, natomiast dla obserwacji i = p + 1, .., n — za parametry przyjmujemy b’.

Z przeprowadzonych przez autora badar symulacyjnych wynika, Ze
w przypadku nie wystepowania punktu zmiany tendencji propozycja spisuje
si¢ lepiej niz metoda kryterium Schwarza w przypadkach, gdy bledy maja
rozklad normalny badZ Cauchy’ego.

W przypadku, gdy biad ma rozklad normalny oraz wystepuja dwie obser-
wacje odstajace kryterium SIC sprawuje si¢ nieco lepiej.

W przypadku wystgpowania punktu zmiany tendencji obie rozwazane
metody zachowujg sie¢ podobnie, metoda SIC odznacza si¢ nieco mniejszym
rozrzutem wskazania.

6. ANALIZA DANYCH PANELOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM GLEBI REGRESYJNE]

W klasycznej analizie regresji na ogét zaklada sig, Ze obserwacje sq pobierane
z tej samej populadji, sq niezalezne i o takim samym rozkladzie. W przypadku
analizy regresji prowadzonej z wykorzystaniem modeli mieszanych stosuje si¢
stabsze zatozenia. Mianowicie, dane moga tworzy¢ skupiska, obserwacje po-
miedzy skupiskami sg niezalezne, jednak nie muszg by¢ niezalezne wewnatrz
skupisk.

Modele mieszane wydajg sie uzyteczne np. w badaniach gmin z uwzgled-
nieniem podziatlu na wojewddztwa, w badaniu wydatkéw konsumpcyjnych
z uwzglednieniem grupy dochodowej itd.
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W ekonometrii przyjeto nazywanie obserwacji danymi panelowy-
mi woéwczas, gdy dotycza poszczegdlnych jednostek przekrojowych w dhuz-
szym czasie (wigcej niZ jednym okresie).

Przypus¢my, ze na dane patrzymy z punktu widzenia liniowego modelu
mieszanego, w postaci zaproponowanej przez Lairda i Ware’a w 1982 roku:

y,=xB+Zb +g,i=1, ., N, (24)

gdzie:

y; — jest n; x 1 wektorem odpowiedzi i-tego skupiska (1, odpowiedzi jedno-
stek z i-tego skupiska);

x; — jest n; x m macierzg ustalonych efektéw w i-tym skupisku;

B — usredniony dla wszystkich skupisk wektor parametréw zwigzanych ze
stalymi efektami;

Z,—n; x k macierz eksperymentu efektéw losowych w i-tym skupisku;

g, —n; x 1 wektor bledu dla i-tego skupiska, wektor o niezaleznych sklado-
wych, kazda o przecietnej zero i wariancji o3

b, —jest k x 1 wektorem parametréw zwigzanych z efektami losowymi w i-tym
skupisku, wektor o zerowej przecietnej i macierzy kowariancji D+ = ¢?D.

Zakladamy, Zze macierz EXfXI. jest nieosobliwa oraz, ze 271,- > m dla zapew-
nienia identyfikowalnosci modelu (24) wzgledem B. Dla zapewnienia identy-
fikowalnosci modelu (24) wzgledem o2 i D, za}}?}adamy, Ze przynajmniej jedna

macierz zfzi jest dodatnio okreslona oraz, ze Z(ni -k >0.
i=1

Wypada wspomnie¢ takze, ze czgsto wykorzystuje sie skalowang macierz
kowariancji efektéw losowych:

1 1
D =—,Dx =—,Cou(b)). (25)
W celu estymacji parametréw modelu (24) metodqa NW zaktadamy, Ze:
g~ N(0, 671,), b, ~ N(0, o?D). (26)

Warto zauwazy¢, ze przy zatoZeniach (3) model (1) mozna zapisa¢ w na-
stepujacej postaci brzegowe;:

y; ~ NXB, o%(1,, + ZDZ}), i =1, .., N. (27)

Okazuje sig, ze ustalajac macierz D, logarytm wiarygodnosci dla modelu
(24) maksymalizowany jest przez uogélniony estymator najmniejszych kwa-
dratéw NK

A N ~1
Bunk = Ex;a + zpz;} [fo(l + ZDZH)y,|, (25)

Zauwazmy, ze w specjalnym przypadku, gdy D = 0, estymator (36) spro-
wadza sig¢ do zwyklego estymatora NK:
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Bax = XX (ZXty,). (26)

W wielu zastosowaniach wykorzystuje sig¢ szczegélng wersje liniowego
modelu mieszanego (24), w ktérym dopuszcza sie jeden efekt losowy dotycza-
cy wyrazu wolnego, a ktéry definiowany jest jako:

Yi=a+yix;+g,j=1.,mi=1.,N, (27)

gdzie y; interpretowane jest jako j-ta odpow1edz w i-tym skupisku na wartos¢
predyktora x;, ¥ = [a f], przy czym to usredniony dla calej populacji wyraz
wolny, B usredmony dla calej populacji parametr nachylenia.

W modelu (27) wyraz wolny w skupisku i interpretowany jest jako suma
usrednionego dla calej populacji parametru o oraz efektu losowego specyficz-
nego dla i-tego skupiska:

a,=a+b,. (28)

Na ogdt zaklada sig, ze £; ~ N(0, o?) oraz b, ~ N(O, o?d) sa niezalezne,
gdzie o?jest wariancjg bledu wewnqtrz skuplska oraz d jest skalowana wa-
riancja efektu losowego.

Model (27) moze pojawic sie przykladowo w nastepujacej sytuacji. Rozwa-
zamy grupe N wojewddztw w ujeciu powiatéw. Kazde wojewédztwo badamy
ze wzgledu na stope bezrobocia, przecietne wynagrodzenie, saldo migracji
w gminach wojewdédztwa, przyrost naturalny. Przypusémy, ze interesuje nas
zaleznos$¢ przyrostu naturalnego od pozostalych zmiennych. Kluczowym dla
stosowalno$ci modelu (27) w przedstawionej sytuacji jest zalozenie, Ze struk-
tura zaleznosci nie zmienia si¢ od wojewédztwa do wojewdédztwa, co znaczy,
ze v jest ustalonym wektorem.

Model z losowymi wyrazami wolnymi wydaje sie¢ bardziej realistyczny
niz model klasyczny, gdyz dopuszcza charakterystyczny dla kazdego z woje-
wdédztw oddzielnie, poziom przyrostu naturalnego.

Uogdlniony Estymator NK podobnie jak zwykly estymator NK jest skraj-
nie nieodporny na jednostki odstajace, BP wektora parametréw wynosi 0%.

Eksperymenty symulacyjne wskazuja na niska efektywnos¢ estymatora
UNK w przypadkach, gdy wariancja efektéw losowych jest istotnie wigksza
od wariancji btedu oraz gdy wariancja efektéw losowych lub wariancji bledu
$q nieznane.

Propozycja odpornego estymatora glebi regresyjnej

Przypusémy, Ze na obserwacje patrzymy z punktu widzenia modelu (27).
Oznaczmy przez Zji zbiér par obserwadji y i x w i-tym skupisku tzn.

Zji = ((ry yp)' (xp Vi) Xy yiui)t)tr i=1,..,N.
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Niech T/“P"(Ziy = argmaxrdepth(b, Z%) = f)i = (iﬂio, 3)1.1) oznacza estymator
maksymalnej glebi regresyjnej wektora parametréw b, = (b!, b1) liniowej funk-
qji regresji y; = (b9, blx) w i-tym skupisku.

Niech:

Terth(((Zmyt..(Z7n)')') = argmaxrdepth(b, (Zh)..(Zin))) = b = (b, b)), (29)

oznac¢za estymator maksymalnej glebi regresyjnej wektora parametréw
b = (by, by) liniowej funkgji regresji y = b, + b,x dla obserwacji z wszystkich
skupisk.

WeZmy za estymatory parametréw modelu zdefiniowanego przez (27) i (28)
préerth = b, — nachylenie usrednione dla wszystkich skupisk;
prievth = b — wyraz wolny usredniony dla calej populacji;
oterth = bl.0 — wyraz wolny specyficzny dla i-tego skupiska, i = 1, ..., N;
b’del’”’ = aJith — gréerth efekt losowy w i-tym skupiskuy, i = 1, N.

Rozpatrzmy zbiér danych zlozony z 69 powiatéw wojewc’)dztw lubelskie-
go (24), t6dzkiego (23) i matopolskiego (22), badanych ze wzgledu na stope
bezrobocia rejestrowanego i powierzchnie mieszkania na 1 mieszkarica (w m?)
w roku 2005.

Zauwazmy, ze zaleta danych panelowych jest mozliwos¢ weryfikacji oraz
zlagodzenia zalozen, ktére domyslnie s3 przyjmowane w analizie danych
przekrojowych. Przy stosunkowo lagodnych zalozeniach dotyczacych media-
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ny warunkowego bledu punkty zalamania estymatora maksymalnej glebi

w kazdym ze skupisk wynosza niezaleznie BP 2 57—, gdzie d oznacza liczbe
zmiennych objasniajacych.
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Ryc. 13. Powierzchnia mieszkania vs. stopa bezrobocia — dane dotyczace powiatéw
w trzech wojewédztwach — estymator maksymalnej glebi parametréw modelu
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Ryc. 14. Powierzchnia mieszkania vs. stopa bezrobocia — dane dotyczace powiatéw
w trzech wojewédztwach — estymator UNK parametréw modelu

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dobrze radzi sobie ze skosnymi
oraz heteroskedastycznymi rozkladami bledu i efektéw losowych. Wyniki
symulacji wskazuja na nieobcigzonos¢ i niezla efektywnos¢ estymatora maksy-
malnej glebi regresyjnej w poréwnaniu z uogélnionym estymatorem NK oraz
niezaleznymi ocenami parametréw w skupiskach za pomoca zwyklego esty-
matora NK. ’

7. PODSUMOWANIE

Poszukiwanie nieparametrycznych i odpornych zarazem procedur statystycz-
nych, adekwatnych dla badania wielowymiarowych ukladéw spoteczno-eko-
nomicznych jest wazne zaréwno z teoretycznych, jak i praktycznych wzgle-
déw. Zdaniem autora naszkicowana w pracy perspektywa badarn, ma
zastosowanie do lepszego zrozumienia struktury wspélzaleznosci ukltadéw eko-
nomicznych. Przedstawione wlasnosci proponowanych metod, odwolujacych
si¢ do koncepcji glebi danych, wydaja si¢ wystarczajacym uzasadnieniem dla
dalszych studiéw nad tym zagadnieniem.
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