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ABSTRACT

J.L. Wywiat. On construction of control card in the case when the variable under study has skewed probabi-
lity distribution. Folia Oeconomica Cracoviensia 2013, 54: 107-116.

The problem of statistical quality control is taken into account. A new proposition of control card
construction is proposed. The problem is considered as testing statistical hypothesis on expected
value of the variable under study (diagnostic variable) under the assumption that the variable has
skewed probability. The proposed test statistic is constructed on the rather well known following
property that the covariance between sample variance and sample mean is proportional to the
third central moment of a variable. This property is applied to construction of test statistic based
on the regression estimator. The limit distribution of the test statistic is normal.

STRESZCZENIE

W mniejszej pracy rozwazano powszechnie uzywang w statystycznej kontroli jakoSci procedure
kart kontrolnych lecz przy zatozeniu, ze zmienna diagnostyczna ma niekoniecznie rozktad sy-

1 Niniejsza praca ma stanowi¢ przyczynek do metodologii statystycznej stosowanej w kontroli
jakosci i jest dedykowana jej wybitnemu znawcy, ktérym byt Profesor Andrzej Iwasiewicz. Pozwole
sobie napisa¢, iz miatem wielokrotnie zaszczyt rozmawia¢ z Profesorem na tematy statystyki mate-
matycznej i jej zastosowan i to nie tylko w kontroli jakos$ci. Profesor, jako prawdziwy statystyk, miat
umiejetno$¢ kojarzenia pozornie na pierwszy rzut oka nie zwigzanych ze sobg faktéw. W szczegélIno-
§ci podkreslat, ze metodologia stosowana w kontroli jakosci jest podobna do tej, ktéra postugujemy sie
w metodzie reprezentacyjnej lub audycie finansowym, poniewaz ich gtéwne problemy sprowadzajg sie
do testowania odpowiednio sformutowanych hipotez statystycznych. Ponadto, Profesor jasno uswiado-
mit mi jaka jest najistotniejsza r6znica miedzy formutowaniem problemu testowania odpowiednich hi-
potez statystycznych w kontroli jakosci i audycie statystycznych. Stwierdzit, ze w statystycznej kontroli
jakos$ci gtéwng wage ktadzie sie na prawdopodobiefistwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju, czyli
poziom istotnosci, a w audycie finansowym na prawdopodobiefistwo popetnienia btedu drugiego ro-
dzaju. Tojest jedna z inspiracji, ktéra zawdzieczam Profesorowi.
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metryczny. Analizowany problem sprowadzono do zagadnienia weryfikacji hipotezy o wartosci
oczekiwanej tej zmiennej diagnostycznej, przy czym zaktada sig, ze ta zmienna ma rozktad asy-
metryczny. Znang wtasno$¢ wystepowania korelacji miedzy Srednig i wariancja z tej samej préby
wykorzystano do konstrukcji sprawdzianu testu. Wykazano, ze ten sprawdzian ma granicznie roz-
ktad normalny. Przy spetnieniu pewnych dodatkowych warunkéw test wykorzystujagcy propono-
wany sprawdzian moze mie¢ wiekszg moc od testu, ktérego sprawdzianem jest zwykta Srednia
arytmetyczna z proby prostej.
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1. WPROWADZENIE

Tekst niniejszej pracy dotyczy powszechnie uzywanej w statystycznej kontroli
jakosci tzw. procedury kart kontrolnych. Klasyczna wersja tej procedury jest
uzywana przy zatozeniu, ze zmienna diagnostyczna ma rozkiad symetryczny,
zwykle normalny. Szerokie rozwazania na ten temat prowadzg m.in. Ilwasiewicz
(1999) i Konczak (2007). To zatozenie jest wygodne z metodologicznego punktu
widzenia, jakkolwiek w praktyce nie mozna wykluczy¢ pojawiania sie asyme-
trycznych rozktadow zmiennej diagnostycznej. W zwigzku z tym w pracach
z zakresu statystycznej kontroli jakosSci ukazuja sie prace dotyczace procedur
konstrukcji kart kontrolnych przy nieklasycznych zatozeniach, czym m.in. zaj-
muje sie Kornczak (2007).

W niniejszej pracy bedziemy zaktada¢, iz rozktad zmiennej losowej diagno-
stycznej jest asymetryczny, oraz ze jego momenty do czwartego rzedu wigcznie
istniejg. W celu uproszczenia prowadzonych rozwazan, co nie umniejsza ogol-
nosci uzyskanych wynikéw, analizowany problem sprowadzamy do zagadnienia
testowania hipotez statystycznych. Zaktadamy, ze odchylenie od wartosci pozga-
danej nadziei matematycznej zmiennej diagnostycznej Swiadczy o rozregulowa-
niu sie procesu produkcyjnego. Sprowadza sie to, jak wiadomo, do weryfikacji
hipotezy o wartosci oczekiwanej tej zmiennej. Ponadto, bedziemy zaktadac, ze
zmienna diagnostyczna ma rozktad asymetryczny. Proponowany w pracy spraw-
dzian testu jest wynikiem wykorzystania witasnosci zaleznosci miedzy S$rednig
i wariancja z tej samej proby. Okazuje sie, ze kowariancja tych parametrow jest
rowna trzeciemu momentowi centralnemu zmiennej losowej, z ktorej rozktadu
pochodzi proba. Tq wiasnos¢ Wywiat (2009) wykorzystat do podniesienia do-
ktadnosci estymatora wartosci Sredniej w domenie populacji, ktory tutaj wyko-
rzystamy do testowania hipotezy statystycznej o zmiennej diagnostycznej dalej
oznaczanej przez zmienng losowg Y.

Zakiadamy, ze zmienna losowa Y ma momenty do czwartego wigcznie,
ktére oznaczamy przez:
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gdzie:

k- -1 <k<l1 3)

2(Va - V2)

jest unormowanym wspotczynnikiem asymetrii (skosnosci) zmiennej losowej.
Jesli rozktad zmiennej jest symetryczny, to k = 0. Gdy rozktad zmiennej losowej
jest prawostronnie (lewostronnie) asymetryczny, to k >0 (k <0). Wywiat (1981,
1983) zauwaza, ze wspétczynnik k jest wspotczynnikiem korelacji pary zmien-
nych losowych Y i (Y - E(Y))2 Przyktadowo, mozna pokazaé¢, ze gdy zmienna

losowa ma rozktad wyktadniczy, to k = T/IZZ » 0,7071, por. Wywiat (2009).

2. WERYFIKACJA HIPOTEZ

Proces kontroli jakosci formutujemy w nastepujacy sposéb. W kolejnych okre-
sach czasu sg pobierane z partii (populacji) wyprodukowanych wyrobow préby,

w ktdrych sgobserwowanewartosci zmiennej diagnostycznej, ktorg oznaczyli-
Smy przezY, a jejwartos¢ oczekiwang przezm = E(Y).Dlaustalenia uwagi za-
t6zmy, ze duze dodatnie odchylenie od wartosci sredniej zmiennej diagnostycz-

nej Swiadczy o wystgpieniu wybrakowanych produktéw, co jest zwykle efektem
rozregulowania sie procesu wytwoérczego. Z formalnego punktu widzenia mamy
wiec do czynienia z weryfikacjg hipotezy sprawdzanej:

HO:m=mD 4)

wzgledem alternatywnej
Hi: m>nD, ()

przy czym przez m0 oznaczono warto$¢ oczekiwang zmiennej diagnostycznej
przy zatozeniu, ze proces produkcyjny przebiega prawidtowo.

11 Przypadek znanej wariancji zmiennej diagnostycznej

W pewnych sytuacjach wartosSci zmiennej diagnostycznej zaleza tylko od stop-
nia doktadnosci przyrzadu pomiarowego, ktérym sg obserwowane. W zwigzku
z tym fabrycznie okreslony stopien doktadnosci pomiarow przyrzagdu mozna
uzy¢ jako wielkosci proporcjonalnej do odchylenia standardowego zmien-
nej diagnostycznej. Dalej zatozymy, ze to odchylenie standardowe jest witasnie
rowne parametrowi doktadnosci pomiarow okreslajgcemu fabrycznie. Niech
s = (YLY2..,Yn) bedzie proba prostg z rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej
losowej Y.
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Wéweczas do testowania hipotezy HOmozna uzy¢ nastepujgcego tzw. estyma-
tora regresyjnego:

©

gdzie:

Wywiat (2009) wykazat, ze jesli rozmiar proby n"-x>, to zapisana statystyka
ma rozktad Ys~ N (//, D2(Y;s)), gdzie

Do estymacji tej wariancji mozna uzy¢ statystyki

)

gdzie:

W zwigzku z tym sprawdzian sformutowanej hipotezy HO mozna okres$li¢ wzo-
rem:

: _ Yls M
®

Na podstawie znanych twierdzen o granicznym rozktadzie funkcji momen-
téw z préby, por. np. Cramer (1945) lub Rao (1965), mozna wykazac, ze jesli roz-
miar proby n”x> oraz hipoteza HO jest prawdziwa, to rozktadem granicznym
prawdopodobienstwa zmiennej losowej Zs jest standardowy rozktad normalny
zmiennej losowej Z~N(0,1). To juz pozwala na wyznaczenie wartosci krytycznej
testu. Zatem, przy poziomie istotnosci a, warto$¢ krytyczna zatestu wynika z wy-
razenia P(Z >za|H0) = a. Stad wnioskujemy, ze gorna linia karty kontrolnej ma
postac:

©
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Jedli zs>za, co jest rGwnowazne nieréwnosci y1s>ya, to odrzucamy hipoteze
HOz prawdopodobiefstwem popetnienia btednej decyzji rdwnym a. Innymi
stowy, w tym przypadku z prawdopodobienstwem pomytki rownym a twier-
dzimy, ze proces produkcyjny rozregulowat sie.

12. Przypadek nieznanej warto$ci wariancji zmiennej
diagnostycznej

Zaktadamy, ze w kolejnych okresach czasu t =1,...,D +1 sg przeprowadzane
pomiary zmiennej diagnostycznej na produktach wylosowanych do kolejnych
prob. Zmienng diagnostyczng w t-tym okresie czasu oznaczamy przez Yt jej
warto$¢ oczekiwang przez E(Yt) = mt. Zakladamy, ze wariancje DQYt) = v2 dla
t=1...,D+1 Pozostate momenty centralne oznaczamy przez vij = E(Yt-mb)r,
r=34, ..

Niech st = (Ytl, Yt2, ..., Ytn) bedzie préba prosta, w ktorej sag obserwowane
wartosci zmiennej diagnostycznej Yt, czyli w t-tym okresie czasu wylosowang
z rozktadu t-tej zmiennej diagnostycznej. £aczng probe obserwowang w D-okre-
sach czasu oznaczamy przez s = sllstZu ... U sD. Rozmiar préby st wynosi nt,

a wiec rozmiar préby s wynosi n=" nk. Wariancja v2 moze by¢ szacowana za
pomocg statystyk: =

N =

SATZ(Y-Y)2 Y-- ny, t=i,...,D+i,
' -11H ' i

lub
1

* =

= D'l =1

Nas interesuje weryfikacja hipotezy o wartosci oczekiwanej zmiennej dia-
gnostycznej w okresie D+ 1, czyli:

HO mD-1 = m. (10)
wzgledem alternatywnej hipotezy

H1:mD+1 > m0. 11)

Do tego celu wykorzystamy dane o rozktadzie prawdopodobienstwa zmien-
nej diagnostycznej gromadzone w prébach z wcze$niejszych okreséw czasu. Sta-
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W celu weryfikacji okre$lonej wyrazeniem (7) hipotezy konstruujemy naste-
pujgcy statystyke testows:

(15)

Podobnie jak w uprzednim punkcie, mozna wykazac¢, ze jesli rozmiary prob
nt*x) dlat=1,...,D +1 oraz hipoteza HOjest prawdziwa, to rozktadem granicz-
nym prawdopodobienstwa zmiennej losowej Us jest standardowy rozktad nor-
malny zmiennej losowej U~N(0,1). Zatem, przy poziomie istotnosci a, warto$¢
krytyczna uatestu jest wyznaczana z wyrazenia P(U >ua\H0) = a. Stagd wynika,
ze gorna linia karty kontrolnej ma postac:

(16)

Jesli us>ua, co jest rownowazne nierdbwnosci yls>ya, to odrzucamy hipoteze HO
z prawdopodobienstwem popetnienia btednej decyzji rownym a. Oznacza to,
iz z prawdopodobienstwem pomytki rownym a twierdzimy, ze proces produk-
cyjny rozregulowat sie.

3. UWAGI KONCOWE

Przedstawiona procedura wyznaczania karty z pojedynczg linig kontrolng
da sie natychmiastowo uog6lni¢ na przypadek dwdéch takich linii. Wigze sie to
tylko ze zmiang sposobu specyfikacji alternatywnej hipotezy, okreslonej wzo-
rami (5) lub (11), ktére nalezy zastgpi¢ odpowiednio nastepujagcymi HZLiv "m0
lub H1:mD+1"m0. Wowczas mamy do czynienia z dwustronnym obszarem kry-
tycznym testu. Zatem np. wartosci krytyczne ulal2 i u2a/2testu rozwazanego
w punkcie 2.2 wyznaczamy odpowiednio z wyrazen P(U<ula/2\HQ) = a/2
i P(U>u,a/2\Ho) = a/2.

Przedstawiona procedura konstrukcji kart kontrolnych dla asymetrycznej
zmiennej diagnostycznej nie wymaga szczegétowych zatozen o postaci roz-
ktadu prawdopodobiefAstwa zmiennej diagnostycznej. Wymaga sie jedynie aby
istniaty momenty centralne rozktadu tej zmiennej co najmniej czwartego rzedu.
Z drugiej jednak strony zaproponowana procedura wymagac bedzie losowania
prob o znacznych rozmiarach. Zwykle zaktada sig, ze rozktady funkcji momen-
téw centralnych z proby sg zbiezne do rozktadu normalnego dla préb o rozmia-
rach rzedu kilkuset elementéw, a w kazdym razie o wielkosSci co najmniej stu
elementow.



115

Duze rozmiary prob powiekszajg koszty kontroli jakosci. Po to by je obni-
zy¢ mozna rozwazy¢ uzycie innych statystyk testowych, ktérych dystrybuante
rozktadu mozna juz przybliza¢ przy mniejszym rozmiarze proby. Wiadomo, ze
ciagi rozktadéw symetrycznych sg zwykle szybciej zbiezne do rozktadu normal-
nego. Zatem w szczego6lnosci logarytmowanie wartos$ci zmiennej diagnostycznej
powinno spowodowaé szybszg zbieznos¢ rozktadu statystyk testowych okreslo-
nych wzorami (8) i (15) do rozktadu normalnego. W tej sytuacji trzeba jeszcze
pamietac, ze formalnie nie mamy juz do czynienia z weryfikacjg hipotezy staty-
stycznej o wartosci oczekiwanej zmiennej diagnostycznej Y, lecz z testowaniem
hipotezy o nadziei matematycznej jej logarytmu, czyli E(In(Y)). Zarysowana
witasnie procedura umozliwi wyznaczenie wartosci krytycznych rozwazanych
testOw juz przy mniejszym rozmiarze préby. Wspomnijmy jeszcze, iz w litera-
turze statystycznej rozwaza sie takze inne transformacje symetryzujace roz-
ktady zmiennych losowych, por. np. Carroll i Ruppert (1988) lub Yeo i Johnson
(2000).

Z zatozenia o stabilnosci wariancji zmiennej diagnostycznej wynika, ze wa-
riancja uzytego do konstrukcji sprawdzianu testu estymatora regresyjnego $red-
niej zmiennej diagnostycznej bedzie malata wraz z biegiem czasu, czyli gdy
liczba branych pod uwage okreséw czasu D bedzie rosta, co skutkuje wzrostem
liczebnosci tagcznej proby, ktorg oznaczono przez n. Mozna wykazaé, ze to auto-
matycznie spowoduje wzrost mocy proponowanego testu statystycznego, czyli
zwieksza prawdopodobienstwo niepopetnienia btedu drugiego rodzaju. Innymi
stowy to prowadzi do zmniejszenia ryzyka, mierzonego prawdopodobienistwem
popetnienia btedu Il rodzaju, czyli akceptacji nieprawidtowo przebiegajgcego
procesu produkcyjnego. Jednak bardziej konkretne wyniki w tym zakresie beda
mozliwe po przeprowadzeniu odpowiednio zaplanowanego i wykonanego ba-
dania symulacyjnego mocy proponowanego testu.
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