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Od autoréw

Drodzy Czytelnicy!

Przekazujemy na Wasze rece podrecznik z nadzieja, ze utatwi on proces
studiowania przedmiotu statystyka oraz dyscyplin pokrewnych, takich jak eko-
nometria, marketing, finanse czy rachunkowosé.

Skrypt zawiera podstawowe zagadnienia zwigzane z teorig i zastosowaniem
statystyvki opisowej, ktéra — obok wnicskowania statystycznego — stanowi jeden
z dwdch filaréw szeroko rozuinianej statystyki.

Zagadnienia omawiane w tej pracy zostaly podzielone na pieé rozdzia-
t6w. Rozdzial pierwszy przeznaczono na opis podstawowych pojeé statystycz-
nych, takich jak — miedzy innymi - zbiorowoé¢ i jednostka statystyezna, cecha
i zmienna statystyczna. Opisano tutaj takze metodologie badan statystycz-
nych. W rozdziale drugim przedstawiono etapy badan statystycznych, ze szcze-
golnym zwrdceniem uwagi na sposoby opracowywania i prezentacji materialu
statystycznego. W kolejnym rozdziale — trzecim - dokonano przegladu me-
tod opisu struktury zbiorowosci statystycznej, przy wykorzystaniu tzw. miar
polozenia, zmiennoécl, asymetrii i koncentracji. Rozdzial czwarty jest przegla-
dem metod badania wspdlzaleznosci dwoch i wiecej zmiennych statystycznych.
Opisano tutaj réznego rodzaju wspélczynniki korelacji, oraz sposéb szacowa-
nia parametréw tzw. funkcji regresji przy zastosowaniu metody najmniejszych
kwadratéw, Ostatni z rozdzialéw - piaty — po$wiecono zagadnieniom zwia-
zanym z analiza szeregdw czasowych. Opisane w nim metody pozwalaja na
badanie dynamiki zjawisk lub na okreslanie tendencji rozwojowyvcl.

Podczas pisania podrecznika staraliémy sie zamiesci¢ jak najwiecej prazy-
kladéw liczbowych oraz zadan zalecanych do samodzielnego rozwiazania. Dla
lepszej czytelnosci miejsca w tekécie, gdzie koncza sie przyklady, a zaczyna
sie tekst o charakterze ogdinym, zaznaczyvlidémy znakiem #. Znaku tego nie
stosowalismy natomiast w sytuacji, gdy bezposrednio po przykiadzie zaczyna
sie kolejny rozdzial, czy tez podrozdzial.

Podrecznik zawiera takze liczne przypisy i odwolania do literatury, ktdrej
studiowanie zalecamy osobom pragnacym lepiej poznaé zagadnienia statystyki
i dyscyplin z nig powiazanych.



Wiadomosci wstepne Rozdzial

1.1. Geneza i istota przedmiotu statystyka

Slowo statystyka wywodzi sie od lacinskiego slowa sfatus, co oznacza stan
rzeczy lub panstwo*). W pismiennictwie, po raz pierwszy, stowo to zostalo
uzyte przez G. Achenwalda dla oznaczenia zbioru informacji o padstwic ™,
Z czasem obok informacji opisowych dotyczacych panstwa zaczely pojawial
si¢ dane licshowe yjmowane tabelarycznie. Proces gromadzenia i presentacji
tabclarycznej zaczeto nazywad staiystyka, a ich autoréw tabelarystami.

Do uksztaltowania zakresu przedmiotu statystyki przyczynili sie réwniez
J. Graunt 1 W. Petty, przedstawiciele tzw. arytmetykow politycznych, ktorzy
dostrzegali w stalyslyce metode nmozliwiajaca wyodrebnienie sposréd pozor-
nic chaotycznych zjawisk masowych pewnych prawidlowosci.

Do dalszego rozwoju siatystyki przyezynili si¢ réwnicz B. Pascal 1 P. Fer-
mat, zyjacy w XVIT wicku, ktdrych uwaza si¢ za prekursordw teorii rachunku
prawdopodobienistwa ***). Dzieki rachunkowi prawdopodaobienstwa rozwinela
sie statystyka matematyczna, ktérej gléwnym celem jest wyodrgbnianie
i nogotnianie wynikow otrzymanych 2 proby losowe} na cala populacje, z ktérej
ta préba pochodzi. Proces taki nosi nazwe wnioskowania statystycznego.
Kazde wnioskowanic musi byé jednak poprzedzone wnikliwym i rzetelnym opi-
sem losowych prob i cech statystycznych. Stuzy¢ temn maja metody opisowe
okredlanc mianem statystyki opisowc].

Obecnie pod pojeciem statystyki rozunic si¢ nauke traktujaca o ilo-
$ciowych metodach badania zjawisk (proceséw) masowych. Zaliczyé
mozna <lo niej wspomniang wezedniej statvstyke opisowa i statvstyke mate-
matyczna. Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze nie jest to jedyny sposéb interpretacji
stowa statystyka. W potocznym rozumieniu stowa statystyka wiywa sic czesto

*1Zoh. np. Slowmik wyrazéw obeych pod redakeja Jana Tokarskiego, PWN 1980
“IM. Sobcavk, Statystyke, PWN 1998, 5. 3.
***)Thidem.
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do oznaczenia czynnosci polegajacych na prostym gbieraniu a nastepnie opra-
cowywaniu danych liczbowych, lub tez okresla ono zbidr informacji liczbowych
(danych) dotyczacych jakiego$ zjawiska.

Statystyka i jej metody znalazly szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach
wiedzy — miedzy innymi - w naukach spolecznych, w antropologii, biologii,
medycynie oraz geografii.

1.2. Podstawowe pojecia statystyczne

Jak juz zostalo zaznaczone powyzej przedmiotem statystyki nie sa zjawiska
Jednostkowe lecz tzw. zjawiska masowe, czyli takie o ktérych mozna powie-
dzieé, ze czesto sie powtarzaja. Badajac zjawiska masowe statystyka dazy do
wykrywania i okreélania pewnych zachodzacych w nich prawidlowodci. Innymi
stowy mozna powiedzieé, ze statystyka nie zajmuje sie pojedynczymi zdarze-
niami ani pojedynczymi obiektami, lecz zbiorowoscig osob, rzeczy lub zjawisk.
Zbiorowos¢ takg okrefla sie mianem zbiorowosci statystycznej (lub popu-
lacja, masg statystyczng lub zbiorowoscia generaina) i definiuje jako
zbidr elementéw (0s6b, przedmiotéw, zdarzen) podobnych, lecz nie
identycznych pod wzgledem okreslonej cechy, poddanych badaniom
statystycznym™.

Elementy wchodzace w sklad zbiorowosci statystycznej nazywane sa jed-
nostkami statystycznymi a ich liczba liczebnoécia zbiorowosci lub li-
czebnodcia catkowity, {generalng). Jednostki statystyczue charakteryzuja
sie pewnymi wlasciwosciami okreslanymi mianem cech statystycznych. Ce-
chy te moga by¢ kwalifikujace i badane. Cechy kwaliﬁkujace**) pozwalaja
jednoznacznie okresli¢ jednostki statystyczne i zbiorowosé statystyczna pod
wzgledem rzeczowym lub przedmiotowym (co?}, terytorialnym (gdzie?) i cza-
sowym (kiedy?). Cechy te nie podlegaja badaniu, lecz pozwalaja na przypo-
rzadkowanie jednostek do zbiorowosci generalnej. Cechy badane natomiast,
to te whasnosci, ze wzgledu na ktdre rdznig sie jednostki statystyczne. W od-
roznieniu od cech kwalifikujacych podlegaja one badaniu i decyduja o zakresie
prowadzonych badan. Jednostki statystyczne zaliczane do pewnej zbiorowo-
Sci powinny posiadaé przynajmniej jedna ceche wspélna (stala) oraz cechy
rézniace je pomiedzy soba.

Przyklad 1.1. Dnia 31 grudnia 2001 roku przeprowadzono badanie stopy
bezrobocia (wyrazonej w procentach) w powiatach wojewddztwa malopol-
skiego.

*)Zob. np. M. Wozniak, Statystyka ogdine, AE w Krakowie, Krakéw 1997,
**)Zob. A. Iwasiewicz, Z. Paszek, Statystyke z elemeniami metod sterowania jakoscig, AE
w Krakowie, Krakdéw 2000, s. 71.
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Na podstawie powyvzszego sformulowania, zdefiniowaé zbiorowosé statystyczna
i jednostke statystyczng. Okreslic liczebnod¢ zbiorowosci oraz badana ceche
statystyczna.

Zbiorowos¢ statvstyczna, to zbidr powiatdéw wojewddztwa malopolskiego.
Jednostka statystyczng jest tu powiat. Liczebnosé zbiorowosci jest réwna licz-
bie powiatéw badanego wojewddztwa, czyli 19. Data 31. 12. 2001, stanowi
okreglenie czasowe. Nazwa wojewddztwa umiejscawia badanie pod wzgledem
terytorialnym. Cecha statystyczng jest procentowa stopa bezrobocia. #

Cechy badane mozna podzielié na cechy jako$ciowe (niemierzalne) oraz
ilosciowe (mierzalne). Cechy jakoSciowe (np. pleé, kolor wloséw, wyksztal-
cenie) to te cechy. ze wzgledu na ktére, kazda jednostke statystyczna mozna
zakwalifikowaé do jednej z wyrdznionych kategorii, nie przypisujac jej okreélo-
nej miary. Natomiast cechy iloéciowe (np. ciezar, wzrost, temperatura, liczba
dzieci w rodzinie itp.) to te, w odniesieniu do ktérych wyrdznia sie zbidr roz-
réznialnych standéw, oraz kazdemu stanowi - na drodze pomiaru - przyporzad-
kowuje sie okreslong liczbe.

Pomiar jest procesem empirycznym, ktory polega na przyporzadkowaniu
wartosci liczbowych stanom obserwowanych cech, zrealizowanych w badanych
obiektach lub w powtérzeniach zjawisk */. Dziedzing funkcji pomiaru jest zbiér
obiektow (powtdrzen zjawiska) [ub ich standw, ze wzgledu na badana ceche,
a przeciwdziedzing podzbidr zbioru liczb rzeczywistych. Podstawowym wy-
maganiem sformmiowanym w stosunku do pomiaru jest warunek, aby relacje
zachodzace miedzy liczbami uzyskiwanymi w trakcie pomiaru byly odbiciem
relacji miedzy badanymi obiektami lub powtdrzeniami zjawiska.

Wyréznié mozna nastepujace skale pomiarowe **):

— nominalna,

— porzadkowa,

— przedzialowa oraz

— ilorazowa.

Skale te tworza uklad hierarchiczny, od skal najstabszych do najmocniej-
szych.

Skala nominalna (mianowa) jest najprostsza a zarazem najslabsza spo-
§rod wezystkich skal pomiarowych. Stosowana jest wowcezas, gdy stany ba-
danej cechy rozrézniane przez metode badawcza sg roztacznymi kategoriami

*'Ibidem, s. 83.

“*)Podczas omodwienia wymienionych skal pomiarowych zostaty wykorzystane informacie
zawarte w pracach: A. Iwaszkiewicz, Z. Paszek, Statystyka z elementami statystycanych me-
fod sterowania jako$cig. op. cit., s. 85-88: B. Niemierko, Testy osiggnieé szkolnych, WSiP
Warszawa, 1975, s. 110-114; M. Lobocki. Metody baden pedagogicinych, PWN Warszawa
1984, 5. 38-43.
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jakosciowymi. Funkcja pomiarowa prazyporzadkowuje jednakowym obiektom
lub powlérzeniom zjawiska jednakowe wartosci liczbowe, a réznym obicktom
(powtdrzeniom zjawiska) przypisuje rézne wartosci licgzbowe. Przyporzadko-
wane liczby pelnia role przystowiowych etykiet tozsamoscei (znakow rozpo-
snawczych), sa ich oznaczeniami lub nazwami, pozwalajacvmi na ich jedno-
znaczng identyfikacje i klasyfikacje. Skali nominalnej mozna wzyé numeru-
jac np. autobusy, tramwaje, telefony, a takze studentdw, ktdrych nazwiska
znajduja sie w protokotach ocen itp. Niewiclka jest liczba operacji matema-
tyezno — statystyeznych, ktére mozua wykonaé dla sklasyfikowanych w ten
sposdb obiektach lub powtérzeniach zjawisk. Nalezy tutaj wymienié: wyzna-
czanie liczebnoscl, procentdw i rakeji, modalnych 1 wspélezynnika skojarzenia
Yule'a®).

Jezeli stany badanych cech sy uporzadkowanymi roztacznymi, a takze upo-
rzadkowanymi malejaco lub rosnaco kategoriami jakodciowywl, to wowcezas
stosuje si¢c skale porzadkows. Okrcéla ona pozycje, jaka zajmuje kazdy z ba-
danych przediniotéw lub kazda z badanych oséb, a takze kazde z hadanych
zjawisk w odpowiednio uporzadkowanym i uszeregowanym zbiorze, zgodnie
z przyjetymi kryteriami oceny. Wyznaczona w ten sposob pozyeja jest wzgled-
na i niedokladna. Wicmy bowicm, Ze jeden z badanych obiektéw poprzedza lub
nastepuje po innych, nie znamy jednak wielkodci dzielacego ich dystansu. Ska-
lami porzadkowyini sg np. skale stopni szkolnych, przy czym w polskim syste-
mie szkolnictwa, bardziej preferowanemu stanowi przypisiuje sic wicksza liczbe.
Na skali porzgdkowej oparta jest takze wickszoé¢ wynikéw badai testowych
dotyczacych pozionu osiggnicé szkolnych, intcligencii. zdolnoscl i osobowoscl
czy badan marketingowych, Skala porzadkowa, obok operacji statystycznych
stosowanych w przypadku skali nominalnej, dopuszeza takze takie operacje
jak: ustalanie wartoéei Srodkowych (median}), centyli i wspdlezynnikéw kore-
lacji rangowej **).

Kolcjna ze skal — skala przedzialowa (interwalowa} — zachowuje wszyst-
kie mozliwosci pomiarowe skal nominalnej i porzadkowej, dodajac do nich moz-
liwosé pomiary dystansu pomiedzy dwoma dowolnyvini stanami badanej cechy.
Okreglenic wspomnianego dystansu stalo sie mozliwe dzieki temu, ze apernje
ona rownymi jednostkami pomiaru (réwnymi interwalami) i tzw. umownym
zerem. Takim umowiyin zerem moze byé np. narodzenie Chrystusa, w chro-
nologii dzicjow lub temperatura topnienia lodu w skali temperatur Celsjusza.
Od nich mozna odliczaé jednostki miary (lata, stopnie), w kierunku dodatnim
lub w kierunkn ujemnym. Do wynikéw pomiaru opartych na skali porzadko-

) . . s P . - 4 - .
‘Pojgcia te zostana dokladniej omdwione w dalszej czedel podrecznika.
“*}Oméwienie powysszych pojeé mozna znalezé w dalsze] czedci podrecznika.
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wej mozna stosowaé — oprécz wymienionvch wezedniej operacji statystycznych
- rowniez takie statystyki jak: &rednie arytmetyczne, odchylenia standardowe
i korelacje wedlug momentu iloczynowege Pearsona. Miary te omdéwimy szcze-
golowo w dalszej czesci podrecznika. Skala przedzialowa ze, wzgledu na brak
tzw. zera absolutnego, nie daje jednak mozliwosei oceny stosunku mierzonych
wielkosci. Zmiana polozenia umownego zera na osi badanej zmiennej powa-
duje zmiane stosunkow miedzy liczbami otrzymanymi w rezultacie pomiaru,
pomimo braku zmian pomiedzy odpowiednimi stanami badanej cechy.

Jezeli zostanie ustalony naturalny punkt zerowy skali, to wéwcezas moz-
liwe staje sie okreslenie stosunkéw miedzy wynikami pomiaru. Skala, ktéra to
umozliwia nosi nazwe skali ilorazowej (stosunkowej). Przyvkladem takiej skali
moze byé skala metryezna diugosci przedmiotéw lub skala termometryczna
Kelvina. Skala ilorazowa jest najsilniejsza spofréd oméwionych powyzej skal
pomiarowych, W niektérych podrecznikach z zakresu teorii pomiaru*) mozna
znalezé jeszcze jedng ~ pigty — najsilniejsza skale pomiarows okreélang mianem
skali absolutnej. Wyniki pomiardw uzyskuje sie wowczas na drodze zliczania,
obiektéw lub powtorzen zjawisk. W przypadku tej skali niedopuszczalna jest
zadna transformacja pierwotnego wyniku pomiaru. Jake przyklad takiego po-
miaru mozna podaé zliczanie klientdéw kupujacych okreslony pradukt, zliczanie
gloséw w wyborach parlamentarnych itp.

Odwzorowujac zbior rozréznialnych stanéw w zbiér liczb rzeczywistych za
pomoca okreslonej funkcji pomiarowej otrzymujemy zbiér wartosci odpowied-
niej zmiennej. Powyzszy proces okresla sie mianem kwantyfikacji cechy.
czyli przeksztalcenia cechy w odpowiednie zmienne (obrazy liczbowe). Z uwagi
na to, Ze poziom natezenia badanych cech zalezy zardwno od czynnikéw sys-
tematycznych jak i losowych, otrzvmane w wyniku kwantyfikacji zinienne na-
zywa sie zmiennymi losowymi.

Zbiér rozroznialnych standéw cechy badanej oraz zblor wartosci zmiennej
moze by¢ zbiorem skonczonym lub przeliczalnym. Liczba rozrdznialnych sta-
néw, a nastepnie zbidr wartosci zmiennej zalezy od tzw. czulosci metody ba-
dawczej. Jezeli okreslona metoda posiada zdolnosé rogrézniania bardzo malo
rézniacych sig standw, to wowezas zbiér wartodci jest traktowany jako przedzial
na osi liczb rzeczywistych, a zmienna okresla sie¢ mianem zmiennej ciggle;j.
Przykladem takich zmiennych moga by¢: temperatura mierzona w stopniach
Celsjusza lub zuzycie pradu mierzone w kWh. Jezeli natomiast zbiér warto-
$ci zmiennej sklada sie tylko z niektérych liczb rzeczywistych z okreélonych
przedzialéw, najczesciej liczb calkowitych nieujemnych, to wowczas zmienng

*)Zob. np. K. Walenta, Podstawowe pojecia teorii pomiary, w: Problemy psychologii mate-
matycznef (red. J. Kozielecki), PWN, Warszawa 1971. Zob. takie A. Iwasiewicz, Zarzedzanie
jakoscig, PWN, Warszawa-RKrakdw 1999, s. 124,
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takg nazywa si¢ zinienna skokowsa (dyskretna). Przyvkladem takiej zmienne;
moze by¢ liczba dzieci w rodzinach, liczba doméw pomocy spotecznej w wybra-
nym wojewoOdztwie, liczba wadliwych jednostek produktu w partii znajdujgcej
sl¢ w magazynie okreslonego sklepu itp. Jezell metoda badawcza poswala na
wyroznienie tylko dwoch standw cechy (np. produkt: wykonany zgodnie z wy-
maganiami jako$ciowymi lub wadliwy), to wéwczas sbidr wartosci zmiennej
jest zbiorem dwuelementowym. Jedli stanowi plerwszenu przypiszeiny war-
108¢ 0 a drugiemu warto$é 1, to wiwczas taka zmienng nazywal bedziemy
zimienna zero—jedynkowa (dychotomiczna).

W praktyce podzial zmiennych na ciggle oraz skokowe nie jest zawsze wy-
razisty. Powodeni tego sg gldéwnie ograniczenia wnoszone przez instrumenty
pomiarowe i ich dokladnosé. Liczne zaokraglenia wynikéw pomiaréw (np. do
jednego czy dwdch niejse po przecinku) powodujg, ze otrzymujemy jedynie pe-
wien skonczony zbiér danych bez wartosdci pogrednich, sprawiajac tym saniym,
7ze badana zmienna jest ciggla tylko na plaszezyznic teorctycznej *).

Pojecic zmiennej jest, wiec pojecienm wtérnym w stosunku do pojecia cechy.
Zauwazy¢ takze nalezy, ze jednej cesze mozna przyporzadkowac kilka zmien-
nych, ktdrych liczba jest zalezna od liczby metod badania cechy oraz réznorod-
nosci Munkeji pomiarowych. Cecha zuzycie paliwa w samochodzie osobowym
moze byé np. opisywana przez zmicnng: ilogé spalanci benzyvny na 100 km
lub zmicnng: 1o§é przejechanych kilometréw na jednym litrze paliwa. Podob-
nie rzecz ma sie z temperatury, ktéra moze byé mierzona na réznych skalach:
w stopniach Celsjusza, Fahrenheita lub Kelvina.

1.3. Metody badan statystycznych

Kazde badanie statystyczne wymaga ustalenia okreslonej metody badania.
Rodzaj wybranej metody uzalczniony jest od szeregu czynnikéw takich jak:
cel przeprowadzanego badania, charakter zbiorowosci generalnej, licznoéé ba-
danej zbiorowosci, dokiadno$é badania, budzet projektu badawczego, wielkosé
zespoléw badawezych itp. W literaturze przedmiotu*) wyrésnia sie zwykle:

— badania pelne (wyczerpujgce, calkowite),

— badania niepelne (czedciowe, wyrywkowe),

Badaniem pelnym nazywamy badanic obejimujace wszystkie jednostki sta-
tystyczne, zaliczane do okreSlonej zbiorowosci statvstyeznej. Badanie takie

W takim praypadku zmienne okrcéla sie jako quasi-ciagte.
**}Zob. np. A. Komosa, J. Musialkiewicz, Statystyka, Ekonomik 2001; N. Sobezyvk, Stafy-
styka, op. cit.
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przeprowadza sie najezedcie) wowcezas, gdy zbiorowosé statystycsna nie jest
zbyt liczna, koszt badania jednostki jest niski a badania nie maja charakteru
niszczacego. Jezeli z jakichs powoddw (np. finansowych, organizacyjnych) ba-
danie calodciowe staje sie niemozliwe lub bezcelowe, wowcezas stosuje sig bada-
nie njepeine (czesciowe), podezas ktérego badaniu podlega tylko pewien pod-
zbidr zbiorowosci generalnej nazywany préba lub zbiorowoscig probng ™),
przy czymn elementy mogg by¢ dobierane do proby w sposéb celowy lub losowy.

Wsréd technik pozyskiwania informacji wyrdznia si¢ badania ankietowe,
monograficzne i reprezentacyjne. Badania ankietowe polegajy na skiero-
waniu do okreglonej grupy oséb {tzw. respondentéw) zaproszenia do dobrowol-
nego wypowicdzeuia sie na okreslony temat. Ankieta taka moze by¢ przestana
poczta, zamicssczona w prasie lub wylozona w miejscu publicznym. W pew-
nych sytuacjach informacje pochodzace od respondentdw sa zbicrane i spisy-
wane przez przedstawiciela instytucji badajacej. W takim praypadku mdwi sie
0 tzw. wywiadzie [ kwestionariuszu wywiadu. Badania ankietowe naleza do
technik pozyskiwania informacji, ktére mozna stosowaé zaréwno w badaniach
czeSciowych jak 1 wyezerpujacych.

Badania monograficzne obejmuja najezescic) niewielkg grupe jednostek sta-
tystycznycl, ktdre sa typowe dla danej zbiorowosci albo wyrézniajg sie w cha-
rakterze pozytywnyni lub negatywnym na tle pozostatvch jednostek. Opis jed-
nostek typowych pozwala na nogolnienie wnioskdéw na cala zbiorowosc¢ gene-
ralna, natomiast badanie jednostek wyrézniajacych sie pozwala na poznanie
przyczyn ich odr¢bnoscl, Badania inonograficzne sg najczesciej badaniami do-
kiadnymi i szczegdlowymi, a ich wyniki sa w postaci liczbowej oraz opisowe;.

Trrecla spodrdd techinik stosowana w badaniach czedciowych — imctoda re-
prezentacyjna**!  polega na wyciaganiu wnioskéw dotyczacych zhiorowosci
generalnej na podstawie pobranej préby losowej. Préba taka ma by¢ repre-
zentatywna w stosunku do zbiorowodci generalnej, co oznacza, ze powinna
by¢ ona miniatura catej zbiorowosci. Jednostki, ktére sie w niej znajds, musza
byé reprezentatywne dla cale] populacji. Reprezentatywnosc proby oznacza, ze
struktura prdby i struktura populacji powinny byé niemal identycznce. Na plus
metody reprezentacyinej nalezy takze zapisa¢, ze w odrdznieniu od ankiety czy
badan monograficznycll, podczas wnioskowania czy szacowania statystycznego,
mozna okreslié wielkoéé popelnionego bledu szacunku.

Zardwno badania czgéciowe, jak i pelne moga byé prowadzone sporadycz-
nie (jednorazowo), okresowo lub w sposéb ciggly.

“"'Wiecej na temat proby i sposobu jej doboru zob. np. A. Iwasiewicz, Z. Paszek, Stafystyka
2 elementami statystycanych metod sterowania jahosciq, op. cit., s. 75,

**}Szerzej o metodzie reprezentacyjnej zob. np. J. Steczkowski, Reprezentacyjne badanie
Jakosct wyrobéw, kontrole odbiorcza, Krakdw 1993.
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Badaniem ciaglym moze byé np. ewidencja wydatkéw na reklame, czy
na wynagrodzenia w pewnej firmie, ewidencja zawieranych zwigzkéw malzen-
skich, uwrodzen i zgonow, ktore odbywaja sie w sposdb ciagly. Badaniami okre-
sowymi moga by¢ np. odbywajace sig. co 10 lat, powszechne spisy ludnosei
lub coroczne spisy ludnoseci. Badania sporadyczne (jednorazowe) dokonywane
sa najczescie] w zwiazku z zajsSciemn jakiejs wyjatkowej sytuacji (np. kleski
zywiotowej, czy kleski epidemiologicznej) i wiaza sie koniecznoscia zdobycia
niezbednych informacji do podjecia szybkiej decyzji.



Etapy badan statystycznych Rozdzial

Zwykle wymienia sie kilka etapéw badania statystycznego™® . Sa to:

1. Przygotowanie badania.
2. Zebranie materialu statystycznego (obserwacja statystyczna).
3. Przygotowanie, opracowanie 1 prezentacja materialu statystycznego.

4. Opis statystyczny badanego zjawiska lub wnioskowanie statystyczne.

2.1. Przygotowanie badania

Do podstawowych czynnosci wystepujacych podczas przygotowania bada-
nia nalezy:

a. okreslenie celu i metody badania,
b. okreslenie 2biorowosci statystycznej ¢ cech podlegajocych badaniu,
c. zdefiniowanie jednostki sprawozdawcze],

d. okreslenie harmonogramu i budzietu projektu badawczego.

Celem badania moze byé np. ustalenie sily i kierunku wspélzaleznosei po-
miedzy stazem a wydajnoscia pracy, zbadanie czestotliwosel i przyczyn wypad-
kéw na pewnym odcinku drogi, ustalenie potencjalnej liczby 0séb zainteresowa-
nych wyjazdem na wycieczke do Francji itp. We wszystkich tych przypadkach
nalezy zdecydowaé czy badanie bedzie pelne, czy czesdciowe.

Zbiorowosé statystyczna jak i jednostki statystyczne — czyli przedmiot ba-
dania — powinny by¢ dokladnie zdefiniowane pod wzgledem rzeczowym, czaso-
wym i przestrzennym. Np. w przypadku badania liczby klientéw zainteresowa-
nych wyjazdem do Francji zbiorowosé statystyczna moga tworzy¢ klienci pew-
nego biura podréozy w miescie X, ktérzy w okresie od 1. 01. 1998 — 31. 12. 2001

YZob. M. Sobezyk, Statystykae, PWN 1998, s. 15; A. Komosa, J. Musialkiewicz, Statystyka,
Ekonomik 2001, s. 22.
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skorzystali z jego usiug. Badang cecha statvstvczna (cecha jakosciowa) moze
byé tutaj kraj, do ktorego klient biura podrézy zdecydowal sie wyjechad.

Jednostka sprawozdawcza moze by¢ osoba fizyczna lub prawna, ktéra dys-
ponuje danymi Zrédiowymi potrzebnymi do badania. W pewnych sytuacjach
jednostka sprawozdawcza moze by¢ sama jednostka statystyczna. W omawia-
nym powyzej przykladzie jednostka sprawozdawczg moze by¢ biuro rozwazane
podrdzy, jezeli prowadzi ono biezaca ewidencje obsiugiwanych klientéw lub
klienci tego biura, w przypadkn braku dokiadnej ewidencit kierunkéw wyjaz-
déw.

Okreslenie harmonogramu pracy i budzetu projektu badawczego pozwala
na sprawne przeprowadzenie i ukonczenie zaplanowanych badan lub ewentu-
alng korekte zakresu i terminéw otrzymania wynikéw koncowych.

2.2, Obserwacja statystyczna

Drugim etapem badan statystycznych jest obserwacja statystyczna. Po-
lega ona na przyporzadkowaniu wartosci liczbowych cechom ilo$ciowym oraz
wariantéw stownych cechom jakosciowym u wszystkich jednostek wchodza-
cych w sklad zbiorowoscei generalnej lub w sklad préby. Przyporzadkowanie
wartodei cechom odbywa sie na drodze pomiaru lub zhierania informacii od
jednostek sprawozdawczych. Zebrane w ten sposéb dane tworzg tzw. szereg
statystyczny nieuporzadkowany (szereg pierwotny).

Dane empiryczne moga byc obciazone pewnymi bledami zaréwno o charak-
terze systematycznym jak i przypadkowym. Zrodlem bleddw systematycz-
nych jest zwykle jednokierunkowa tendencja do znieksztalcenia badanej rze-
czywistosci, co powoduje przy duzej liczbie powtdrzen znaczne zawyzenie lub
zanizenie koncowych rezultatéw. Bledy o charakterze przypadkowym powstaja
zwykle z winy osob zbierajacych informacije. Bledy przypadkowe w odréznieniu
od bledéw systematycznych maja zwykle rézny kierunek (zawyzajacy lub za-
nizajacy badana wartosé rzeczywista), a ich wplyw na znieksztalcenie badania
jest zwykle mniejszy niz bledu systematycznego.

Czynnikiem przeciwdzialajacym bledom (systematycznym i przypadko-
wym) sg kontrole formalne i merytoryczne. Kontrola formalna ma za zadanie
sprawdzié¢ kompletnosé, pelnosé i zupeinoéé zebranego materiatu, natomiast
celem kontroli merytorveznej jest sprawdzenie materialu pod wzgledem logicz-
nym i arytmetycznym*).

*)Szerzej o kontroli materiatu statystycznego zob. J. Kordos, Jakos¢ danych statystycanych,
PWE, Warszawa, 1988. Zob. takze: A. Komosa, J. Musiatkiewicz, Statystyke, Ekonomik 2001,
s. 35.
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2.3. Opracowywanie materiatu statystycznego i jego prezentacja

Nastepnym etapem jest opracowywanie materialu statystycznego i jego
prezentacja. Jedna z podstawowych czynnosci odbywajacych sie w trakeie
opracowywania materiatu wyrdznia sie tzw. grupowanie i zliczanie.

Grupowanie polega na wyodrebnieniu sposrdd catej badanej zbiorowoscei
statystyczne) okreslonych w miare jednorodnych grup (czesci). Celem grupo-
wania jest przejicie od informacji dotyczacych jednostek statystycznych do
informacji dotyczacych calej populacji lub jej czesci (préby).

Grupowanie odbywa sie wedlug okreslonych kryteriéw. Najczesciej kryte-
riami tymi sa stany (warianty) cech statystycznych. W przypadku cech o cha-
rakterze naturalnym takich jak np. pteé, podziat odbywa sie réwniez w sposéb
naturalny (np. podzial studentdéw okreslonego kierunku na grupe mezczyzn
i kobiet). W innych przypadkach decyzja dotyczaca liczby wyodrebnionych
grup nalezy do prowadzacego badania. I tak np. pracownikéw uczelni mozna
podzieli¢ wedlug petnionych funkeji na pracownikéw naukowo-dydaktyeznych
i innych lub tez naukowo-dydaktycznych, dydaktycznych, administracyjnych
i technicznych.

Biorac za kryterium podzialu cel, jakiemu ma stuzyé grupowanie, mozemy
podzieli¢ je na tzw. typologiczne i wariancyjne (oparte na zmiennosci).
Grupowanie typologiczne opiera swé)j podzial na wariantach cechy jakosciowe)
(np. grupowanie ludnosci wedlug wvksztalcenia na: podstawowe, zasadnicze
zawodowe, $rednie, wyzsze). Grupowanie wariancyjne dotvezy zwykle cechy
mierzalnej. Przykladem takiego srupowania moze byé podzial pracownikdw
okreslonej firmy ze wzgledu na wielkodé zarobkéw. Mozna wéwezas wyrdz-
ni¢ przykladowe grupy (tzw. przedziaty klasowe): (700;900], (900;1100],
(1100, 1300], (1300; 1500], (1500; 1700], (1700; 1900], (1900; 2100] itd. Przedzia-
ty klasowe mogg mieé jednakows lub rézng dlugoéé, a przedziaty skrajne moga
by¢ zamkniete lub otwarte. Na przyklad, jezeli nie mozna okresli¢ najmniej-
szej teoretycznej stawki placowej, to wowczas przedzial klasowy zapisujemy
700 i mniej. Podobnie nalezy postapié¢, gdy istnieje trudnoéé z wyznaczeniem
placy maksymalnej wéwczas ostatni z przedzialdw mozna zapisaé¢ np. 2100
i wiecej. Nalezy jednak zaznaczyé, ze takie postepowanie w znaczny sposéb
ogranicza mozliwo$é stosowania ilo$ciowych metod analizy zebranego mate-
riatu. Dlatego tez zaleca sig, jezeli jest to tylko mozliwe, tworzenie przedzialow
klasowvch zamknietych o réwnych dlugesciach.

W literaturze przedmiotu mozna sie spotkaé z wieloma sposobami two-
rzenia przedzialéw klasowych (formalnymi i mniej formalnymi). Sposoby te
zostang opisane w dalszej czedci tego podrecznika, podczas cmawiana zagad-
nienia prezentacji materiatu statystycznego w postaci szeregéw statystycznych.
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Po okresleniu grup w obrebie zbiorowosci statystycznej nastepuje zlicza-
nie danych przypadajacych na wyodrebnione grupy. Jezeli zbiorowosé nie jest
zbyt liczna, to zliczanie odbywa sie recznie. natomiast w przypadku zbiorowo-
sci licznych do zliczania stosuje sie technike komputerows. Dosé powszechnym
sposobem zliczania jest tzw. sposéb kreskowy, w ktérym pionowymi kreskami
zaznacza sie wystapienie okre$lonego wariantu cechy. Kreski te najczesciej gru-
powane 53 w .peczki” po 5 sztuk, przy czvm pigta kreska ulozona jest poziomo
i przecina pozostale 4 kreski. Innym sposobem zliczania kreskowego jest bu-
dowa z kresek figury kwadratu z przekatng. Ponizej zostal zamieszczony przy-
klad zapisu kreskowego (w formie ,peczku” i ,kwadratu z przekatna™) liczb
121 16.
liczba 12 U L | liczba 12 AL

liczba 16 [ Hl L | liczba 16 A AI

Zebrany i pogrupowany materiat musi by¢ odpowiednio zaprezentowany na
przyklad w postaci szeregéw statystycznych przedstawionych tabelaryeznie
i graficznie.

Szeregiem statystycznym nazywamy zbidr wynikdéw obserwacji jednostek
wedlug pewnej cechy. Wyrdgnié mozna nastepujace rodzaje szeregéw staty-
stycznych:

1. Szereg szczegdlowy:

e szereg szezegdlowy nieuporzadkowany (pierwotny),
* szereg szczegdlowy uporzadkowany {pozycyjny).
2. Szereg rozdzielczy (strukturalny):
e szereg rozdzielezy (strukturalny) cechy jakosciowej,
e szereg rozdzielezy (strukturalny) cechy ilosciowej.
— szereg rozdzielczy punktowy,
— szereg rozdzielczy przedzialowy,
3. Szereg przestrzenny (geograficzny).
4. Szereg czasowy (dynamiczny):
o szereg czasowy {dynamiczny) momentdw,

e szereg czasowy {dynamiczny) okreséw.

Jezeli jednostkowe wartodci cechy mierzalnej lub niemierzalnej. zostang spi-
sane wediug kolejnoséci badania jednostek statystycznych, to otrzymamy sze-
reg szczegdlowy nieuporzadkowany (szereg pierwotny). Ponizej przedstawiono
przyklady takich szeregow.
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Przykltad 2.1. W pgrupic 38 studentéw studidw uzupelniajacych wmagister-
skich, posiadajacych telefony komérkowe, przeprowadzono ankiete. Celem an-
kicty bylo zebranie informacji, z jakiej sicci telefonii komorkowej korzystaja
badani studenci. Otrzymano nastepujace wyniki prsedstawione w postaci sze-
regu szczegotowego nieuporzadkowanego:

Tab. 2.1. Rodza]j sieci telefonii komédrkowe]j - szereg szezegdtowy nieuporzadkowany
i 1 2 3 1 | 5 6 7 8 | 9 10
sie¢ | ERA | IDEA | IDEA ' ER ERA | PLUS | PLUS | PLUS | ERA | ERA
i 11 12 13 14 I5 16 17 18 19 20
sie¢ | ERA | IDEA | IDEA | IDEA | ERA | IDEA | PLUS | PLUS | ERA | IDEA
it 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
sie¢ | IDEA | ERA | PLUS | FRA | PLUS | IDEA |IDEA | PLUS | ERA | IDEA
1 31 32 33 34 35 36 37 38
sie¢ | ERA | IDEA /PLUS | PLUS| ERA | ERA | PLUS| ERA | — —
Tegenda: ERA  sieé Era GSM; IPLUS - sicé Plus GSM; IDEA - sie¢ IDEA

Zrodia: hadania wiasnce.

Przykiad 2.2. W jednym z miast wojewddztwa podkarpackicgo zbadano
liczbe 0s6b korzystajacych z ustug Biblioteki Migjskicj, w ciagu 100 kolejnych
dui roboczych. Wyniki badania prezentuje tablica 2.2.

Tab. 2.2. Liczba osdb korzystajacych z uslug Biblioteki Miejskiej

i 1 2 3] 4|56 i 8 [ 9] 10
| Liczba korzystajacych | 103 | 88 [72] 46 |93 [ 88 [ 60 | 62 |15 | 62
i {12 {1314 {1516 |17 | 18 {19] 20
Liczba korzystajaeych | 72 1 79 |63 | 52 |57 | 97 | 78 | 65 | 61! 63
1 21 | 22 |23 24 | 25| 26 ; 27 | 28 |29} 30
Liczba korzystajacych | 57 | 72 [ 67 80 |55 | 77 [ 82 [ 52 [64] 69
i 31 32 |33 34 |35 36 | 37 | 38 | 39| 40
Liczba korzystajacych | 84 | 83 | 71| 8 | 95| 67 | 68 | 53 |46 | 73
i A1 | 42 |43 | 44 [ 45| 46 | 47 | 48 149 | 5O
Liczba korzystajacych | 73 | 72 [ 56| 56 {77 [ 104 [ 79 | 76 | 85 | 53
2 ol | 52 | 53| 54 | bb | 56 | 57 | 53 | 59| 60
Liczba korzystajacyeh | 77 | 110 | 72| 73 |47 | 82 1 95 | 79 | G5 | 87
it 61 | 62 |63) 64 |65 66 | 67 | G8 | 69| 70
Liczba korzystajacyeh 66 | 83 | 88| 75 |61 | 102 | 58 | 85 | 86| 60
i N E IR AR EEKIES
Liczba korzystajacych | 61 | 70 [ 65 [ 101 )94 | 111 | 70 | 70 1 38 [ 119
i RL | 82 183 84 {85 ] 86 | 87 | 88 [89] 90
Liczha korzystajacych | 101 | 72 (74| 63 [ 52| 89 | 91 {102 | 77| 80
ti 91 1 92 (93194 [95] 96 | 97 | 98 | 99] 100
Liczba korzystajacycl | 44 | 50 | 96 - 115 | 98 | 125 P131] 82 | 98] 73 |

Zrodlo: badania wiasne.
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Jezeli szereg pierwotny zostanie uporzadkowany wedlug okreslonego kry-
terinm to wéwczas nazwiemy go szeregiem szczegdlowyni uporzgdkowanym.
Porzadkowanie moze odbywaé sie wedlug roznego ,klucza”. W przypadku ce-
chy jakosciowe] porzadkowanie moze odbywadé sie np. alfabetycznie lub wediug
innego kryterium celowego. Natomniast wartosci przypisane stanom cechy mie-
rzalnej porzadkuje sie w sposdb rosnacy {od najmniejszej do najwiekszej) lub
malejacy (od najwiekszej do najmniejszej).

Jezeli porzadkowania dokonamy alfabetycznie, to wéwcezas powyzszy szereg
bedzie przedstawial sie nastepujaco:

Tab. 2.3. Rodzaj sieci telefonii komorkowej - szereg szczegdlowy nporzgadkowany
z 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i 1 4 5 9 1 11 15 19 22 24
sie¢ | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA
7 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
i1 29 31 35 36 38 2 3 12 13 14
sie¢ | ERA | ERA | ERA | ERA | ERA |IDEA | IDEA | IDEA | IDEA | IDEA
i 21 22 23 24 25 26 27 1 28 29 30
i 16 20 21 26 27 30 32 6 7 8
sie¢ | IDEA | IDEA | IDEA | IDEA | IDEA | IDEA | IDEA | PLUS | PLUS | PLUS
i 31 32 33 34 35 36 37 38 — —
it 17 18 23 25 28 33 34 37 - —
sie¢ | PLUS | PLUS | PLUS ; PLUS | PLUS | PLUS | PLUS | PLUS | — —
Zrédlo: tablica 2.1,

Pierwszy z indekséw (i) wskazuje, ktére miejsce zajmuje element w sze-
regu uporzgdkowanym. Natomiast drugi (i¢) okredla miejsce, ktére zajmowal
porzadkowany element w szeregu pierwotnym (szczegdtowym nieuporzadko-
wanym). #

Réwnie tatwo i szybko mozna utworzy¢ szereg szczegbtowy uporzadkowany
{pozycyjny) biorac dane z przykladu 2.2. (Tab. 2.4.). Podobnie jak powyzej
+i7 jest indeksem porzadkowyin, wskazujgcym na miejsce {pozycje) kolejnych
wartosci w szeregu. Zmienng — liczbe korzystajacych z ustug biblioteki — ozna-
czono symbolem X.

Szereg szczegdlowy, zwlaszeza w przypadku, gdy zawiera duza liczbe ob-
serwacji, jest mato czytelny. Dlatego tez najczescie) przeksztalca sie go w sze-
reg rozdzielczy. Szereg ten jest zbiorem wartosci liczhowych uporzadkowanych
wedlug standéw badanej cechy mierzalnej lub niemierzalnej, przy czym po-
szczegdlnym wariantom cechy przyporzadkowane sa odpowiadajace im liczeb-
nosci (f;). W sytuacji, gdy rozpatrywana cecha jest niemierzalna {tak jak np.
w przykladzie 2.1) tworzy si¢ tak zwany szereg rozdzielczy cechy niemierzalnej
{szereg jakosciowy), natomiast w odniesieniu do cech mierzalnych konstruuje
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si¢ sgeregi rozdzielcse punktowe 1 prsedzialowe. Najezesciej szeregi rozdziel-
cze punktowe buduje si¢, gdy zmicnna ma charakter skokowy natomiast, gdy
zmicnna przyjmuje wartosci w sposob ciagly, do prezentacji materialu sta-
tystycznego stosuje sie szereg rozdzielezy przedzialowy. Dopuszcza si¢ takze,
zwlaszeza w przypadku duzego zageszezenia zhioru wartosci badanej zmien-
nej, konstrukcje szeregu rozdzielczego przedzialowego dla wartosci zmienne)
skokowcj.

Tab. 2.4. Liczha 0sél korzystajacych z uslug Biblioteki Miejskiej w 100 kolejnych
dniach pracy zestawiona w szeregu szczegotowym uporzadkowanym (pozycyjnym)

z 123|456 7 8] 9%]10
it 79191 9 4 139155192 |14128 | 8
Liczba korzystajacyeh (2;) | 38 | 44 | 45 | 46 | 46 | 47 | 50 | 52 | 52 | 52
i 11 )12 (13|14 [ 15|16 |17 | 18 | 19| 20
it 38150125 143 (44|15 )21 | 67| 7 | 70
Liczba korzystajacvch (w;} | 53 | 53 | 55 [ 56 { 56 | 57 [ 57 { 58 | 60 | 60
i 21 1222324125126 |27 2829 30
) 197165171 | 8 [ 10| 13|20 ]84} 29| 18
Liczba korzystajacych (r;) | 61 | 61 [ 61 | 62 | 62 | 63 | 63 | 63 | 64 | 65
i |31 32[3334[35[36{37 333940
it B9 | 73|62 (23 |36 |37 (30| 72| 77| 33
Liczba korzystajacych (2;) | 65 [ 65 | 66 | 67 | 67 | 68 [ 69 | 70 | 70 | 71
' i 41 [42 {43 [ 44 [ 45 [ 46 [ 47 | 48 [ 49 | 50 -
i 3 [ 1112242 | 53 | 82 | 40 { 41 | 51 | 100 -
Liczba korzystajacych (@) | 72 | 72 | 72 | 72 1 72 | 72 | 73 | 73 | 73 | 73
T 51 | 52 | 53 | 4 | 55 | 56 | 57 [ 58 | 59 | 60
i1 83 | 64 | 48 | 26 | 45 [ h1 | 85 | 17 | 12 | 47
Liczba korzystajacych () | 74 (75 | 76 | 77 | 77 | 77 | 77 | 78 | 79 | 79
i 61 |62} 63]64 |65 |66 )67 |63 | 69| 70
i 58 | 78 | 24 | 90 | 27 | 56 | 98 [ 62 | 31 | 34
Liczba korzystajacych («;){ 79 | 79 | 80 | 80 | 82 | 82 [ 82 | 83 | 84 | 84
i L7273 |74 175 (76|77 |78 |79 80
2 32149 168|169 |60 2 | 6 | 63| 8 | 87
Liezba korzystajacyeh ()| 85 | 85 [ 85 | 86 | 87 | 88 | 88 | 88 [ 89 | 91
i Bl | 82 [ 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 [ 89 { 90
¥ 5 |75 |35 5793169599741 81
Liczba korzystajacych (z;) | 93 | 94 | 95 | 95 | 96 | 97 | 98 | 98 [ 101 101
3 91 {92 193 |94 |1 95|96 | 97 | 98 | 99 | 100
i 66 | 88 | 1 46 | 52 | 76 { 94 [ 8O | 96 | 97
Liczba korzystajacyeh {x;) (102102 | 103 (104 | 110 (121|115} 129|125 131

EAPETIN -
Zriédlo: opracowanie wlasne.

Sposdb konstrukeji szeregdw rozdziclezych, dla danych z przykladu 2.1 oraz
2.2, prezentuja tablicc 2.5 1 2.6.
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Tab. 2.5. Rodzaj sieci telefonii komorkowej — szereg rozdzielczy

Sied 111512:02321(1{11225\:}; Liczba abonentow (f;) | Udzial abonentow w %
ERA | {1 Wi 1 15 39%
TDEA | [ 14 1] 12 32%
PLUS { HIL HIL | 11 29%
sSuIna XXX 38 100%

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tab. 2.6. Struktura liczby korzystajacych z biblioteki w 00 duiach pracy

Liczba korzyst. [ Zliczanic | Liczba dni (f;), Caestosé
j | 7 biblioteki metoda | w ktérych bylo | f; skwm | wzgledna v; (%]
(@) kreskowa| (z;) korzystaj. {frakcja) v,

1 2 3 4 5 6 7

1 38 | 1 1 0,01 1,00
2 E¥ | 1 2 0,01 1,00
3 45 | 1 3 0,01 1,00
4 16 I 2 5 0.02 2,00
5 17 { 1 6 0,01 1,00
3 50 | 1 7 0,01 1,00
7 52 | 3 10 0,03 3,00
8 03 2 12 0,02 2,00
9 55 [ i 13 0,01 1,00
14 56 2 15 0,02 2,00
11 LY 2 17 0,02 2,00
12 58 1 18 0,01 1,00
13 60 | 2 20 0,02 2,00
14 61 1l 3 23 0,03 3,00
15 62 | 2 25 0,02 2,00
16 63 i 3 28 0,03 3,00
17 64 | 1 29 0,01 1,00
18 65 I 3 32 0,03 3,00
19 66 1 33 0,01 1,00
20 67 | 2 35 0,02 2,00
21 68 1 36 0,01 1,00
22 69 1 37 0,01 1,00
23 70 I 2 39 0,02 2,00
24 71 | | 40 0,01 1,00
75 72 TN 6 16 0,06 6,00
26 3 1 50 | 004 4,00
27 71 1 51 (101 1,00
28 75 t H2 0.01 1,00
29 76 1 53 0,01 1,00
30 77 I 4 57 0,04 1,00
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Tab. 2.6. Struktura liczby korzystajacych z biblioteki w 100 dniach pracy cd.

Liczba korzyst. | Zliczanie | Liczba dni (f}}, Czestosé
F z biblioteki | metodsa | w ktérych bylo | fj skum | w2zgledna v;| %]
{z;) kreskowa | (2;) korzystaj. (frakeja) vy
1 2 3 4 5 6 7
31 78 1 53 0,01 1,00
32 79 Il 4 62 0,04 4,00
a3 30 2 64 0,02 2,00
34 82 [ 3 67 0,03 3,00
35 83 1 68 0,01 1,00
36 84 2 70 0,02 2,00
37 85 | 3 73 0,03 3,00
38 86 1 74 0,01 1,00
39 87 1 75 0,01 1,00
40 83 I 3 78 0,03 3,00
41 89 1 79 0,01 1,00
42 91 1 80 0,01 1,00
43 93 1 81 0,01 1,00
44 94 1 32 0,01 1,00
45 95 2 84 0,02 2,00
46 96 1 85 0,01 1,00
47 97 1 86 0,01 1,00
48 98 2 88 0,02 2,00
49 101 2 90 0,02 2,00
50 102 2 92 0,02 2,00
51 103 1 93 0,01 1,00
52 104 1 94 0,01 1,00
53 110 1 95 0,01 1,00
54 111 1 96 0,01 1,00
55 115 1 97 0,01 1,00
56 119 i 98 0,01 1,00
57 125 1 99 0,01 1,00
58 131 1 100 0,01 1,00
Suma 100 1,00 100,00

Zrédio: obliczenia wtasne.#

Podczas budowy szeregu rozdzielczego, dla danych z przykladu 2.2, celowo
zostaly poriniete wszystkie wartosci zmiennej, ktére nie wystapily w szeregu
szczegotowym i ich liczebnoéé empiryczna f; wynosila 0. Zmienna X (liczba
korzystajacych z biblioteki) mogla teoretycznie przyjaé¢ wartosci: 0,1,2,...,8,
, +00, lecz w prakiyce przyjmowala tyltko wybrane wartosci z tego
przedzialu 1 wypisywanie ich wszystkich podczas tworzenia szeregu rozdziel-

9,10,...

czego punktowego pogorszyloby jego przejrzystosé. Ostatnia z kolumn zawiera

wielkosci nazywane frakcjami lub licznosciami (czestoéciami) wzgled-
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nymi (v;). Licznosct te obliccamy wedtug wzorw:

v, kfj _ % (2.1)
b
i
lab
vy =~ 100 (%) = % 100 [%], (2.2)
D ki

i=1

gdzie N jest suma wszystkich liczebnoéei f;, przyporsadkowanych wartosciom
ZIUCNING] T1,82, .-+, Ljy.n., Lk

Wzor (2.2) wykorzystuje sie, gdy chcemy otrzymac czestosci wzgledne wy-
razonc w procentach. Dzigki obliczonym czestosciom wrglednym mozna stwier-
dzi¢, jak czesto w badanej zbiorowosci wystepuja jednostki posiadajace okre-
$lony wariant cechy. Na przyklad na podstawie tablicy 2.5, obrazujacej szereg
rozdzielczy jakodciowy, mozna zauwazy¢, ze najwiecej (39%) sposrod badanych
studentdw korzysta z ustug sieci ERA GSM, 32% badanych z sieci Plus GSM,
oraz 29% z sieci IDEA.

Suma wszystkich czestodci jest réwna 1 lub 100, gdy czesto$é wyrazona, jest
w procentach.

Jednym zc sposobéw polepszenta czytelnosci szevegu statystycznego —
w pizypadku cechy micrzalnej — jest (ransformacja szeregn szczegdlowego do
postaci szeregu rozdziclczego przedzialowego.

W ctapie pterwszym, na podstawic przedzialu zmiennosdci realizacji ba-
danej zmiennej, nstala sie dwa podsiawowe paramctry szeregu rozdzielczego
przedzialowego, jakimi sg liczba przedzialéw klasowych (&) oraz ich roz-
pietodé (dlugosé) ({). Poprecz rozpietosé klasy nalezy rozumicé réznice po-
migdzy gbérng i dolng granicy okredlonepo przedzialu klasowego. Liczba wy-
odrebnionych klas jest zalezna od réznicy pomiedzy mmaksymalna i minimalng
zrealizowana wartodcig zmiennej, od liczebuodci zbiorowosci oraz od celu ba-
dania. Ogolnie mozna powiedzieé, ze im liczniejsza jest badana zbiorowosé
i1 im wiekszy jest przedzial zmienncsci zbioru realizacji zmicnnej, tym wick-
sza powinna by¢ lickba przedzialéow klasowych. Nie mozna jednak przesadzad
z nadmiernym podzialem zbiorowosci gdyz prowadzi to do nadmicrnej szeze-
golowodcl, a tym samym utrndnia opis i wycigganie wnioskow.

Studinjac literature przedmiotu mozna natrafié na szereg zalecefi i spo-
sobow wyznaczania parametru, jakim jest liczba przedzialéw klasowych. Na
przykiad K. Zajac proponuje, aby zbiorowosé liczacs 40 - 60 jednostek podzic-
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li¢ na 6 - 8 klas, przy liczebnosci 60 - 100 jednostek wyodrebnié¢ 7 - 10 klas,
przy 100 - 200 jednostkach 9 - 12 klas, natomiast przy 200 - 500 12 - 17 klas ™.
Mozna. si¢ réwuicz spotkad z sposobem, ze prayblizona wartosé liczby prze-
dzialéw ustala sie w oparciu o zasade £ = /N, gdzie N jest liczebnoscig
zhiorowosci. Niekiedy tez przyjmuje sie nastepnjaca regule postepowania *:

Tab. 2.7.
N k
50 3
100 |10
500 |13
1000 | 15
10000 | 20

Wartosé £ mozna wyznaczyé réwnicz wedlug nastepujacych wzordw
k=~1+43,3lgN, (2.3)

i jednoczesnie

0,5VN <k < VN. (2.4)

Znak =~ wc wzorze 2.3 oznacza, ze wartosé k uzyskuje sie poprzez zaokraglenie
obliczonej wielkosei do najblizszej liczby calkowite;.

Drugim z koniceznych paramctréw, niczbednym do zbudowania szeregu
statystycznego rozdzielezego jest rozpietodé przedzialu klasowego (7). ktéra
ustala sie dzielge rozstep badanej zmiennej (I7) przez liczbe przedzialéw Kla-
sowych. Rozstep jest to réznica pomiedzy maksymalng (Zmey) 1 minimalia
wartoscia. (7, ) realizacii badanej zmiennej X. Mozna wiec zapisac:

] — E _ Tmaex — Tmin
k k
Jezelt powyzszy iloraz yua wartodé ulrudniajaes dalsze obliczenia numeryczne,
to nalezy dokonaé korekty konedw przedziatu zmiennodei. Kres dolny &, na-
lezy obnizyé do poziomu zf,,, takiego, z¢ . < Zimin, natomiast kres gérny
Tinae POAdWy2s72y¢ do poziomu izl takiego, ze xl, .. > Tpay- Nalezy pamie-
laé, aby korckla byla mozliwic najmnicjsza w stosunku do picrwotnych granie
zimennosci. Korckeie inozna poddaé, réwnics tylko jeden z kreséw zmicnnosci —

K. Zajac, Zarys metod statystycenych, PWE, Warszawa, 1088, s, 92,
“)Zob>. J. Bielecki, B. Jurkiewicz, Z. Szymanowska, Zhisr zadai ze statystyki ogolnej + ma-
tematycznes, PWN, Warszawa 1975, <. 9.
***1Z0h. up. A. Iwasicwice, 7. Paszek, Statystyka z elementami statystycznych metod kontrobi
jakosci, AE w Krakowic, Krakdw 2000, s. 94.
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dolny lub gdrny. Po dokonanej korekcie nalezy ponownie obliczyé wartosc para-
metru /, podstawiajac tym razem w liczniku wyrazenia (2.5} R = 2}, — Thoin-
Czynnoéé te powtarzamy tak dhugo az powyzszy iloraz przyjmie wartodé, ktdra
nie bedzie utrudniaé dalszych obliczen liczbowych. Po ustaleniu parametréw

k 11, kolejne przedzialy klasowe beda mialy postac:
(rasiTas). (2.6)

przy czym: j = 1,2,...,k; 41 = Thyins Tgp = Ziazs Lgj —Tdj =1

W nastepnym etapie budowy szeregu rozdzielczego przedzialowego, nastepuje
zliczanie liczebnosci obserwacji przypadajacych na wyszczegdlnione przedziaty,
przy czym realizacja x; bedzie naleze¢ do j-tego przedzialu klasowego, jezeli:

Z4j < X% Tg.js (27)

Budowe szeregu rozdzielczego przedzialowego dla danych z przykladu 2.2,
przedstawia ponizsza tablica 2.8, Podczas konstrukeji powyzszego szeregu sta-
tystyeznego liczba klas £ = 1+ 3,31g 100 = 7,6 = 8. Spelniona jest rdwniez
zaleznoéé: 0,5v/100 =5 < k = 8 < /100 = 10.

Pierwotna ditugosé przedziatu: { = % = fmar Tmin — 1318_38 = 11,65. Ponie-

waz 11.65 jest wartoscia, ktéra moze utrudniac dalsze obliczenia, 2decydowano
sie dokonaé korekty kreséw zmiennosci i zatozono, ze: z,,,, = 36 i x),,, = 132.

Nowa diugoéé przedzialéw klasowych [ = £ = TmaZaw - 11230 - 9

Tah. 2.8. Struktura liczby korzystajacvch z ustug biblioteki w 100 dniach pracy

Zliczanie Liczba dni : Czestosé | Czestosé a
J | {zai®e ;) metodg w ktérych bylo ! wzgledna | wzgledna
kreskowa (f;) odwiedzaj. {v5) v; (%]
1 2 3 4 5 6
1 (36;48] I 6 0,06 6,00
M2 | (4860 T 14 0,14 14.00
b3 (60,72 Ty TANIRIyHy 26 0.26 26,00
1] (7284 THIIgTITRINT 2 0,24 54,00
5 (84;96 THgH 15 0,15 15,00
6 (96;108] THEHE 9 0,09 9,00
7 | (10%:120 1 0,04 4,00
8 | (120:132] { |l 2 0,02 2,00
SUMA | XXX 100 1,00 100,00

Zrodio: obliczenia wlasne.

Podobnie — jak w przypadku szeregu rozdzielezego punktowego — obok
licznosei bezwzglednych (f;) mozna umiesci¢ czestosci wzgledne (v;). Z po-
wyzszego szeregu rozdzielczego wyraznie winika. ze najwiecej obserwacji 26%
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przypada na przedzial klasowy (60; 72], a najmniej, 2%, na skrajny przedzial
(120; 132]. Zatem mozna stwierdzié, ze z biblioteki korzystalo najezeéciej od
60 do 72 osdb dziennie.

Tworzenie szeregdw rozdzielczych przedzialowych ma jednak i swoje wady.
Jedna z nich jest utrata pewnej ilogci informacji. Wada ta nie wystepuje
w przypadku szeregn szezegblowego oraz w przypadku szeregu rozdzielczego
punktowego. Zauwazmy. ze majac szereg szczegdlowy uporzadkowany mozemy
go latwo transformowaé do postaci szeregu rozdzielezego punktowego. Tak
samo ltatwo, rozpisujac szereg rozdzielczy punktowy, mozna otrzymacé szereg
szezegdlowy uporzadkowany. A zatem w przypadku tych dwéch typdéw sze-
regéw transformacja moze przebiega¢ dwukierunkowo. Natomiast, jezeli wez-
miemy szereg szczegdlowy uporzadkowany i szereg rozdzielczy przedziatowy,
to wowczas omawiane przeksztalcenie moze by¢ tylko jednokierunkowe - od
szeregu szczegdlowego uporzadkowanego do szeregu rozdzielczego przedzialo-
wego. Nie mozna jednak wychodzac od szeregu rozdzielczego przedzialowego
dojéé do szeregu szczegélowego uporzadkowanego. W przypadku szeregu roz-
dzielezego przedzialowego znana jest tylko liczba realizacji badanej zmiennej
zawartych w poszezegdlnych przedziatach. Nieznane sg natomiast ich doktadne
wartosci. Zatem mozua stwierdzic, ze decydujac sie na tworzenie szeregu roz-
dzielczego, swiadomie wprowadzamy pewien blad. Biad ten nosi nazwe bledu
grupowania, a jego wielkoéé — jak zobaczymy w dalszej czeéei tego podrecz-
nika — wplywa na wartosci charakterystyk opisujacych badana zbhiorowasc.

Do$é czesto, podczas analizowania danych zawartych w szeregu rozdziel-
czym punktowym i przedzialowym, istiieje potrzeba okreslenia sumy liczebno-
sci {lub czestosei} okreslonego wariantu zmiennej i liczebnosei (czestosci) wa-
riantéw poprzedzajacych. W przypadku szeregu rozdzielezego przedziatowego
sumowaniu podlegaja liczebnosci {czegstosci) okredlonej klasy i klas, ktére ja
poprzedzaja. Dzialanie takie prowadzi do zbudowania tzw. szeregu skumu-
lowanego (kumulacyjnego). Technike konstruke)i tego szeregu zilustrowano
wykorzystujac dane w postaci szeregu rozdzielczego z tablicy 2.8.

Pierwsza pozycja zapisu w szeregu skumulowanym jest identyczna jak
w szeregu rozdzielczym, druga pozycja oznacza, ze w 20 przypadkach (dniach
pracy biblioteki) liczba oséb korzystajacych z jej ustug nie przekroczylta 60
oséb, co stanowi 20% (20/(N = 100) = 0,20). W podobny sposdb nalezy
interpretowac pozostale kolejne zapisy w przedostatniej i ostatniej kolumnie
tablicy 2.9.

Szereg skuinulowany mozna réwniez tworzyé bezpodrednio w oparciu o sze-
reg szezegblowy uporzadkowany. Aby zilustrowadé technike jego tworzenia po-
stuzymy sie danymi pochodzacymi z tego samego przykladu 2.2, ale zebranymi
w postaci szeregu szezegdlowego uporzadkowanego (zob. tablica 2.4).
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Tab. 2.9. Struktura liczby korzystajacych ¢ ustug biblioteki w 100 dniach pracy

T Kumulacja Liczebnosci | Cagst. wzgled.

Flzazizgsl| f3 | v liczebnosci skumulowane | skumnulowane
obliczenia pomoenicze Ly skwn Uj.shum

1 2 3 [ 4 ' 5 6 T

1] (3648 6 0,066 6 [ 0,06
2] (4860 14 [0,146+14 20 0,20
31 (60:72] | 26 |0,26|6+14+26 6 0,46
il (72;84] | 24 [0,24]6+14+26+24 70 0,70
5] (81:96 15 [0,15{6+14+426+24+15 85 0,85
61 (96;108] 9 10,09 6+14+26-+244-15+9 94 0,94
7TV (108:120] | 4 [0.04[6+14+264+24+15+9 4 98 0,98
8 (120;332] | 2 [0.02]6+14+26+22+15+9+4+2] 100 1,00

SUMA  [100 |1,00][XXX XXX XXX |

Zrédio: obliczenia wiasne,

Szereg skumulowany przedstawia sie wéwcezas nastepujaco:

{(38:1), (44:2), (45:3), (46;5), (47:6), (50;7), (52:10), (53:12). (55:13),
136:15). (57:17), (38;18), (60;20),(61;23), (62:25), (63;28), (64;29), (65:32),
[66:33). (67:35). (68;36), (69;37), (70;39), (71:40), (T2: 46), (73;50), (74;51),
T5:52) [76 os) (77:57), (78;58), (79 62), (80:64), (82:67), (83;68), (84;70),
183:73). (86:74), (877) (88;78), (89;79), (91; 80) (93:81), (94;82), (95;84),
(96:85). ( !86) (98;88), (101;90), (102;92), (103;93) (104 94), (110:95),

(111;96), (115;97), (119 98), (125; 99). (131;100)}.

Wyrazy znajdnjace sie¢ w tym szeregu skladaja si¢ z dwéch wspédlrzed-
nych (z;;7). Pierwsza 7z nich (z;) odpowiada zrcalizowanej wartodci zmiennej,
natorniast druga pokrywa si¢ z numecrem indcksu (i) w ktérvm ostatni raz
zrealizowata sie x;. Np. para (38;1) oznacza, zc byl tylko taki jeden dzien,
w ktérym bibliotcke odwicdzilo zaledwie 38 oséb. (44:2) informuje nas, ze
w dwoch przypadkach liczba odwiedzajacych biblioteke nie prackroczyta 44
osob; (45;3) oznacza, ze w co najwyzej 3 przypadkach liczba korzystajacych
wynosila 45 oséb lub mniej. Podobnic nalezy interpretowad pozostale pary
wystepujace w tym szeregu.

Jezeli kazda druga wspdlrzedna podzielimy przez swmnge wszystkich ob-
serwacjli (NV), to wowezas otrzymamy szereg skumulowany czestoscl wzgled-
nych. W analizowanym przyktadzie N = 100, a szereg skumulowany czestosei
wzglednych bedzic sie pracdstawial si¢ nastepujaco:

{(38,1/100), (44;2/100), (45;3/100), (46;5/100), (47:6/100), (50;7/100),
(52;10/100), (53;12/100), (55:13/100), (56;15/100),(57:17/100), (5818/100),
(60:20,/100), (61;23/100), (62;25/100), (63:28,/100), (64:29/100), (65;32/100),
(66;33/100), (67;35/100). (68;36/100), (69;37/100). (70:39/100), (71;40/100),

it ——— A ————a. - =
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(72:46/100), (73;50/100), (74;51/100), (75;52/100). (76;53/100), (77:57/100),
(78;58/100), (79;62/100), (80;64/100), (82;67/100), (83;68/100), (84;70/100),
(85;73/100), (86;74/100), (87;75/100), (88;78/100), (89;79/100), (91;80/100),
(93;81/100), (94:82/100), (95:84/100), (96;85/100), (97;86/100), (98;88/100),
(101;90/100), (102;92/100), (103;93/100), (104;94/100), (110;95/100),
(111;96/100), (115;97/100), (119;98/100), (125;99/100), (131;100/100)}.

Uwazny czytelnik moze latwo zauwazy¢, ze identyczne szeregi skumulo-
wane mozna utworzy¢ biorac za punkt wyjécia dane przedstawione w postaci
szeregu rozdzielczego punktowego (zob. np. dane w tablicy 2.6, kolumna, 5.).
Postepowanie bedzie wowczas identyczne jak w przypadku szeregu rozdziel-
czego przedziatowego.

Kolejna grupe szeregéw statystycznych stanowia szeregi przestrzenne i cza-
sowe. Szeregi przestrzenne, nazywane niekiedy geograficznymi lub terytorial-
nymi, przedstawiaja rozmieszczenie danych statystycznych na tle jednostek
administracyjnych (wojewddztw, powiatéw), czesci Swiata regionéw gospo-
darczych i przemystowych. Przyklad takiego szeregu zostal zaprezentowany
w tablicy 2.10.

Tab. 2.10. Przyklad szeregu przestrzennego

Wojewbdztwa Ludno$é ~ stan w dniu 31, III. 2002 r. (w tys.)
Ogdlem Miasta Wies
Polska 386278 23839,7 14788,1
Dolnoslaskie 29689 21195 849 .4
Kujawsko-pomorskie 2101,6 1304,9 796,7
Lubelskie 2226,0 10434 1182,6
Lubuskie 10246 661,4 363,2
Eo6dzkie 26304 1703,3 927,1
Malopolskie 3235,8 1622,9 1612,9
Mazowieckie 5080,8 3265,5 18153
Opolskie 1079,6 564,5 515,1
Podkarpackie 2131,2 8714 1259,8
Podlaskie 12194 715,5 503,9
Pomorskie 2205,7 1501,9 703,8
Slaskie 4834,5 3834,3 999,7
Swiectokrzyskie 1318.5 605,1 713,4
Warminsko-mazurskie 1469.5 883,9 585,68
Wielkopolskie 3366,9 1936.,5 1430.4
Zachodniopomorskie 1734.4 1204,2 529,2

Zrédlo: www .stat.gov.pl

Szereg czasowy (chronologiczny, rozwojowy, dynamiczny) ukazuje nato-
miast rozwd] okrelonych zjawisk w czasie. Sktada. sie one zwykle z dwdch ko-
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lumn (wierszy). W pierwszej kolumnie (wierszu) ujéte sa momenty czasu (sze-
reg czasowy momentow) lub okresy (szereg czasowy ckreséw) natomiast w dru-
giej kolumnie (wierszu) wielkosci badanego zjawiska korespondujace z okre-
Slonym momentem lub okresem czasu. Momentem czasu moze by¢, np. 31
grudnia lub 1 stycznia kazdego roku, natomiast okresem pewien przedzial jak
lata, miesigee czy kwartaly. Tablica 2.11 prezentuje przykladowe dane bedgee
szeregiem czasowym momentéw, natomiast tablica 2.12 to przyklad szeregu
cZasowego oKresow.

Tab. 2.11. Kurs akcji spotki gieldowej

Agora S.A,
Data Lo
t (rr-mm-dd) Kurs zamkniecia
1 01-01-02 86,40 . ) .
5 T 010103 35,00 ;rz;b 2 ‘2};;’1 2y Ch°dywb‘t1dze:
3 [ 01-01-04 87,50 Owe WynIHaace z prywatyzs
cji w latach 1992 - 2001
4 01-01-05 83,70 - - g
Rok | Przychod w mld. zt.

5 01-01-08 80,40 Ta92 03
6 01-01-09 82,10 1'993 0'4
7 01-01-10 79,00 1904 0!8
8 01-01-11 76,00 1995 1’7
9 01-01-12 77,60 1996 1'9
10 01-01-15 74,80 1967 6.6
11 01-01-16 71,20 1993 7’0
12 01-01-17 74,00 1995 13’3
13 | 01-01-18 75,30 S50 573 f.
14 01-01-19 77,00 2001 6’8
15 01-01-22 75,60 - =

010123 7130 Zrodio: Gazeta Wybareza — Go-
16 : spodarka, 12 wrzednia 2002 r.
17 01-01-24 74.30
18 01-01-25 74,80
19 01-01-26 73,20
20 01-01-29 73.10

Zrédlo: www:/ /penetrator.pl

Dane statystyczne mozna réwniez prezentowaé graficznie za pomoca wy-
kreséw. Glownym zadaniem wykresow jest wizualizacja nogélnionych informa-
cji statystycznych. Gléwnyin zrddlem, wykorzystywanym podezas tworzenia
wykresdw sa szeregi i tablice statystyczne. Kazdy wykres, podobnie jak tablica
statystyczna powinien posiadaé¢ swéj tytul oraz zZrodio pochodzenia danych
w oparciu, o ktére zostal on sporzadzony. Oprdcz tego obok wykresu, jezelt
wymaga tego jego charakter, powinna znajdowaé sie legenda z objaSnieniem
symboli, kolordw czy przyjetej skali — uzytych podezas tworzenia wykresu.


www://penetrator.pl
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Najezesciej stosowane rodzaje wykreséw to*):

— liniowe,
— powierzchniowe.
— stupkowe,
~ brylowe,
— punktowe,
— mapowe,
— kombinowane i specjalne.
Sporzadzenie wiekszosci z tych typéw wykreséw umozliwiaja powszechnie

stosowane arkusze kalkulacyjue np. Excel czy Lotus. Ponizej przedstawiono
kilka przykiadéw réinych typow wykresdw:

‘ Liczba stanowisk w laborateriach komputerowych AE w Krakowic

~ s am

3007

7

250

200171

: 150
100

50-

0

Rys. 2.1. Przyktad wykresu stupkowcego
Zrédio: folder pt. Akademia Fkonomiczna w Krakowiec w liczbach, AE w Krakowie, Kra-
kéw 2001.

*)Obszerny opis typdw i sposohdw tworzenta wikresdw stalystyveznych mozna znaleié we
Wykresy ¢ mopy statystycine, Gléwny Urzad Stavvstvezny, Warszawa 1977,
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STOPA BEZROBOCIA REJESTROWANEGO WEDLUG WOJEWODZTW | PODREGIONOW W 2000 R.
Stan w dniu 31 XII

WOJEWODZTWA

PODREGIONY

Rys. 2.2. Przyktad wykresu mapowego
Zrodto: www.stat.gov.pl
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1 Naukowo-dydaktyczni

O Pracownicy Biblioteki
52% O Inzynieryjno Techniczni

J Administracyjni

m Robotnicy

6%

Rys. 2.3. Przykiad wykresu kotowego - Struktura zatrudnienia w AE w Krakowie
w 2000 roku
Zrodito: folder pt. Akademia Ekonomiczna w Krakowie w liczbach, op. cit.

STRUKTURA BEZROBOTNYCH ZAREJESTROWANYCH WEDLUG PLCI | WIEKU W 2000 R.
Stan w dniu 31 Xl

31.3% 23.0% 23,6% 191 %

9
29.8% 29,1% 24.9% 155% |

Rys. 2.4. Przyktad wykresu powierzchniowego
Zrodto: www.stat.gov.pl

Odrebng grupe wykresdw stanowig wykresy sporzadzone w prosto-
katnym uktadzie wspoétrzednych. W grupie tej nalezy wyrdznié:

— wykresy strukturalne stuzace do opisu szeregéw rozdzielczych (takie jak:
histogram, wielobok liczebnosci),

— wykresy dynamiczne stuzgce do opisu szeregdw dynamicznych (czaso-
wych),

— wykresy korelacyjne stuzace do zobrazowanie rodzaju wspotzaleznosci
pomiedzy cechami.

Histogram (zob. rys. 2.5) tworzymy w ten sposéb, ze na osi odcietych odkia-
damy granice przedziatow klasowych, a na osi rzednych liczebnosci (/j) lub cze-
stosci wzgledne (u?) odpowiadajgce poszczegdlnym przedziatom. Jest to zbidr
przylegajacych prostokatow, ktérych podstawy sg rowne dtugosci przedziatow


http://www.stat.gov.pl
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klasowych a wysokosci sa liceebnodciami Inb czestosciami tych przedziatow.
W przypadku, gdy przedzialy klasowe nie sa rowne, na osi rzednych odktada
sie wartoscl wskaznika natgzenia wyznaczonego w nastepujacy sposob: wskaz-
nik natezenia = (liczebno$¢ danej klasy - interwal klasy najwezszej lub klasy
najszerszej)/interwat danej klasy.

W

0 I ¥ :
36 48 60 72 84+ 96 108 120 132 X

Rys. 2.5. Histogram oraz wielobok liczebnosei przedstawiajacy liczbe dni f,

w ktérych obstuzono (g —~ 2g:] 0s6b

Zrodlo: tablica 2.8.

Dopuszezalna, jest takze konstrukeja histogramdw dla wartosei skunwlo-
wanych. Wéwezas, na osi rzednych, zamiast liczebnosei (f;) ub czestosed (v;)
odkladane sa liczebnodcel skumulowane ( f; seum, ) b odpowiednie czestosci sku-
mulowanc (v sgum). Wielobok liczebnodei lub czestodel jest to lamana po-
wstala poprzez polaczenie punktéw, ktorych pierwsza wspélrzedna jest srod-
kiem przedzialu a druga liczebnodcia lub czestodcia wzgledna. Jest to wiec
lamana laczaca $rodki wicrzcholkéw prostokatow.

W podobny sposdb mozna otrzymaé histogram dla liczebnosei skumulo-
wanych (wielobok liczebnodei, wykres empirycznej dystrybuanty) laczac tym
razem punkty o wspdirzeduych: gérne granice kias przedzialowych i odpowia-
dajace im liczebnosci (czestodei} skumnulowane. Przyklad takiego histogramu
prezentuje rys. 2.6.

Im wieksza jest liczba przedzialdw klasowych i im mniejszy jest interwal
klasowy, tym polaczenic punktdw w diagramie (liczebnosei lub kumulacyjnym)
staje si¢ gladsze, a lamnana upodabnia si¢ do krzywej. Bedziemy jg nazywaé
krzywa liczebnodcel lub krzywa czestodel. 7 powyzszego wynika, ze zwiekszauie
liczby przedzialéw i zmniejszanie ich interwalow stanowi jeden ze sposobdw
przejscia od diagramu do krzywej liczebnoscel.
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f:;"_skz.tlmz 0
100
80 |
60
40
20

36 48 60 72 84 96 108 120 132 X

Rys. 2.6. Graficzna prezentagja szeregu kunutlacyjnego
Zrédlo: tablica 2.9,

Drugim rodzajem wykresu sporzadzanego w ukladzie wspdirsednych jest
wykres dynamiczny, przedstawiany najezesciej w postaci lamanej lgczacej pun-
kty o wspdlrzednych: moment czasowy (okres) i warto$¢ zmiennej badane]
korespondujacej z danym momentem czasowym (okresem). Przyklad takicgo
wykresu prezentuje rys. 2.7.

30

'—&— Przychéd w mid. zi

Przychod w mid. 2.

I

|

|

* P .
5 { e |
0 v T T 1
1980 1992 1984 1996 1998 2000 2002

Lata

Rys. 2.7. Przychody budzetowe wynikajace z prywatyzacji w latach 1992 - 2001
Zrédio: tablica 2.12.

Trzeci z typdw wykreséw  wykres korelacyjny stuzy do graficznej pre-

zentac)i wspélzaleznodel pomigdzy dwoma zmicnnymi. Sposob jego budowy
i interpretacii zostanic omdwiony w rozdziale 4.
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2.4. Opis lub wnioskowanie statystyczne

Ostatnim etapem badan statystycznych jest opis lub wrioskowanie staty-
styczne. Opis statystvezny odnosi sie tylko do danej zbiorowosci statystyce-
necj lub pochodzacej z niej préby. Ma on charakter sumaryezny 1 nogdlniajacy.
Opis taki positkuje sie réznymi miarami, sposrdd ktoryeh wyrdzniaja sie miary
polozenia (Srednie), zmiennosei, asymetrii 1 koncentracji oraz miary wspolza-
leznogci (wspdicgynniki korelacji 1 funkeje regresji). Metody wykorzystywane
do opisow statystycznych wchodzy w zakres statystyki opisowej.

W odréznieniu od opisu statystycznego wunioskowanie statystyczne ma
miejsce wowezas, gdy wykorzystijac wiadomnodei zebrane w drodze badania re-
prezentatywnej proby staramy sie ekstrapolowad wnioski na cata zbiorowosd,
z ktorej préba ta pochodzi. Dzialanic takic nazywa si¢ wnioskowanicm sta-
tystveznym i opiera sig w gldwnej mierze na rachunku prawdopodobienstwa,
ktory stanowi jego teoretyczng podstawe.

Metody wnioskowania statystycznego zaliczane sa do druglego dziatu sta-
tvstvki nazywanego statystyks matematyczng. Spodérdd metod statystyki ma-
tematyczne) wyrdznia si¢ najezescicj teorie estymacji oraz teorie weryfikacii
hipotez statystycznych.



Opisowa analiza Rozdziat
struktury zbiorowosci
statystyczne]

3.1. Rozktady empiryczne zmiennej losowe;j

Rozkladem empirveznym zmiennej losowej jest funkcja, ktéra wartodciom
zmiennej (x;) przyporzadkowuje liczebnosci (f;). Rozktad empiryczny cha-
rakteryzuje strukture badanej zbiorowosci ze wzglegdu na wyrdzniona ceche,
opisywang przez zmienna (X).

Analiza szeregdw rozdzielczych oraz ich graficznych prezentacji w postaci
histogramdw pozwala na rozpoznanie typu rozkiadu empirycznego. Zwykle
stosuje sie kilka kryteriéw decydujacych o typie rozkladu empirycznego *):

— ze wzgledu na charakter badanej cechy (zmiennej) wyrdznia sie rozkliady
zmiennej skokowej i ciaglej,

— ze wzgledu na liczhe maksimoéw wyrézniamy rozkiady jednomodalne (po-
siadajace jedno maksimum), dwumodalne (o dwéch maksimach) i wie-
lomodalne {o wiecej niz dwoch maksimach),

— ze wzgledu na symetrycznosé rozlozenia wartosci w stosunku do wartosci
centralnej. rozkiady symetryczne (dla ktérych obserwacje rozlozone sg
symetrycziiie po obu stronach osi symetrii) i rozkiady asymetryczne (dla
ktérych obserwacje roztozone sa niesymetryeznie).

Jezeli rozklad empiryezny jest jednomeodalny to wéwezas punktem odnie-
sienia podczas badania symetrycznodci/asymetrycznodei rozkladu jest punkt
bedacy maksimum rozkladu. Wsréd rozkladdéw symetrycznych zmiennej cia-
glej, o jednym maksimum, wyréznia sie rozklad normalny **), rozklad lep-
tvkurtyezny (wysmukly) i rozklad plaktykurtyczny (splaszezony). Przykiady

*1Z0b. M. Sobczyk, Statystyke, op. cit., s. 27; W, Makaé. D. Urbanek-Krzysztofiak, Metody
opisu statystyeznego, Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego, Gdarisk 2001, s. 51.

**JRozklad normalny jest jednym z wazniejszych rozktadéw znajdujacych zastosowanie
w statystyce mafematycznej.



40 Rozdzial 3. Opisowa analiza struktury zbiorowosci statystycznej

takich rozkladdéw przedstawia rys. 3.1. Rozgklady empiryczie o charakterze
symetrycznym spotvkane sa jednak bardzo rzadko. Najezesciej rozktady cm-
piryczne sa asymetryczue, przy czym asymetria moze by¢ umiarkowana lub tez
skrajna. Ze wzgledu na kierunek asymetrii wyrdznia sie natomiast asynictrig
prawostronng i lewostronng. Jezeli wicksza powierzchnia pod krzywsg liczebno-
éci znajduje sic po prawej stronie punkiu maksimum 1o wéwczas rozklad jest
prawostronnie asymetryczny (prawoskosny). W przeciwuym rasic rozklad jest
lewostronnie asymetryczny (lewoskosny). Jezeli rozklad posiada tylko jedno
yramie” to wowcezas o takim rozkiadzie méwimy, ze jest rozkladem skrajnie
asymefrycznym.

- rozklad wysmmly

rouzkiad normalny

rozkiad splaszezony

-
—

Rys. 3.1. Rozklad normalny oraz rozktad wysmukly i rozklad splaszezony
Zrodlo: opracowanic wlasne.

Szczegblnym przypadkiem wérdd rozkladéw jest tak zwany rozklad U —
ksztaltny (siodlowy) powstaly, z polaczenia dwdch rozkladéw asymetrycznych,
ktéry w pewnych przypadkach moze byé réwniez rozkladem symetryeznym z
osig symetril przebiegajaca przez punkt minimun. Na rys. 3.2 i 3.3 przedsta-
wiono graficznie przyklady wymienionych powyzej rozkladdw.

3.2. Charakterystyki liczbowe rozktaddw empirycznych
Wérdd charakterystyk liczbowych wyrdznié mozna cztery zasadnicze grupy
miar:
— miary polozenia ($rednie, przecietne),
— miary zmiennosei {rozproszenia, dyspersji, zrdznicowania),
— niary asymetrii {skoénogci),

— miary koncentracji {kurtozy).



rozklad symetryczny

rozklad prawostronnie skoény

rozkiad lewostronnie ciagly

8 —
4] - 6 B
fi4 ‘ fi4 Imim fia
2 — — — — 2 — —
DH,F,},M i EmninfiBsiinininininin
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 1 5 6 7
g Ty Ty
rozklad jednomodalny rozktad dwumodalny 2 rozklad wielomodalny
6 I 6 i
fid _ fi 4 -~ fid '
2 H 2 T T 2 A
g [Ta | | OO || e mrnnn s
1234557891011 1234567891011 1 2 3 45 6 7 8 91011
£ Tj Ty
g rozkiad U-ksztaltny rozklad skrajnie asymetryczny rozktad skrajnie asymetryczny
6 6H
f3 41 . fia—H f34 —
aiinimin|mirsininifEinninininl Inin
oL e I ) M1l n LA H
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5
) Tj &3

Rys. 3.2. Typy rozkladdéw empirycznych zmiennej skokowe;]

Zrédio: opracowanie wlasne.

Aadurd mopep]zol amoqzay] AsAiagyerey;)

OAUZO

N7



rozklad symetryczny

rozklad prawostronnie skosny

rozklad lewostronnie ciagly

8 -1 8
[/\ 6
fi 4 fia / Fr 4 T
P
T T T T T T T T T T T T T T T T - 0 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 910 1 2 3 4 5 6 7
€Ty T4 Z;
rozklad jednomodalny rozkiad dwumodalny rockltad wielomodalny
. Ay awn || i VA s wa
Jid fid fi4d
N4 / NIZ\ Nl A
12345678 91011 12345678 91011 12345678 91011
Ty ] Xy
rozktad U—ksztz;ltny rozklad skrajnie asymetryczny rozklad skrajnie asymetryczny
6 6 6
/i IREL. fy a1~ .
9 /
0 T T T T T 13 T

T T T T T L O B |
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tj

1 2 3 456 7 8 9

T3

Rys. 3.3. Typy rozkladdéw zmiennej ciaglej

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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3.2.1. Miary potozenia

Wsréd miar potozenia wyrdznia si¢ tzw. srednic klasyczue 1 $rednie pozy-
cyjuce. Do srednich klasyezuych zalicza sie Srednig arytmetyczng, sredniy
harmoniczna i1 $reduig geometryczia.

Najezesciej wykorzystywanymi érednimi pozycyjnymi sg mediana (war-
tosé srodkowa} oraz miodaina (dominanta, warto$é najczestsza). Obliczanie
wartoscl przecigine] badanej zmiennej ma sens tylko wowcezas, gdy zbiorowosé
jest jednorodna, Wartosé przecietna charakteryzuje zbiorowosé jako catodé i in-
formuje, jaki jest jej przecietny poziom ze wzgledu na badang zmienna.

Jedna z najeczesciej stosowanych Srecdnich klasycznych jest srednia arytme-
tyczna, ktéra jest ilorazem sumy poszczegélnych wartodci badane] zmiennej
i liczby obscrwacji. Sposéb obliczania {(wzér) drednie] aryvtinetycznej zalezy od
rodzaju, wykorzystywanego w tym celu, szeregu statystycznego. Mozna wy-
réznié tutaj trzy przypadki:

1. Jezeli realizacje obserwowanej zmiennej X dane sa w postaci szeregu
szezegolowego (uporzadkowanego lub nieuporzadkowanego), to wowezas
§rednia arytmetyczna obliczamy wedlug wzoru:

- 1 N L1+ 2o+ ...+ 2x
I—N;J,‘z— I , (3.1)

gdzie:

7T — $rednia aryvimetyvezna zimicnne] X,

N = liczebnodd jednostek ststystyeznych badanej zbiorowodcd,

x; — i-ta realizacja badanej ziniennej, przy czym ¢ =1,2,3,..., N,

W celu ilustracji sposobu obliczania dredniej arytmetycznej na podstawie
szeregu szezegolowego posiuzymy sie danymi z przykiadn 2.2, zestawio-
nymi w postaci szercgu szczegblowego uporzadkowanego (zob. tablica
2.4). Po podstawienin wartosci do wzoru (3.1) otrzymamny:

1 WO 38 444 445+ ...+ 119+ 125+ 131 ,
m—j\-rz.r,;— 160 = 76, 1.

Z powyzszego obliczenia wynika, ze z ustug badanej biblioteki korzysta
§rednio (przeciginie) 76,1 osdb dziennie.

2. Jczeli realizacje obserwowanc) zmienne] X dane sa w postaci szeregu rog-
duielezego punktowesgo, to wowezas do obliczenia sredniej aryrmetyczic)
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stosujemy wzor:

i Z%fj
Zf;

i fi faafo+ .+ o fi
= N 3 (32)

]
Il

gdzie: f; jest liczebodcia, z jaka wystepowala j-ta wartos¢ zmiennej X.
Srednia arytmetyczna mozna réwniez obliczy¢ wykorzystujac czestosel
wzgledne (vy).

Mozemy tego dokonaé transformujac wzér (3.2) do postaci:

k
T= ) zv; =101 + LUz + ... + Tplk, (3.3)
i=1

gdzie: v; jest czestoScia wzgledng wystepowania j-tej wartosci zmien-
nej X.

Podobnie jak poprzednio, do zilustrowania sposobu obliczania $redniej,
wvkorzystamy dane z przykiadu 2.2, przedstawione tym razem w postaci
szeregu rozdzielezego punktowego (zob. tablica 2.6).

W tablicy 3.1, pokazano obliczenia niezbedne do wyznaczenia éredniej
arytmetycznej wedlug wzorn (3.2). Kolumny 1-3 oraz 5 pochodza z ta-
blicy 2.6. Podstawiajac sumy kolumn 3 1 4 do wzoru (3.2) otrzymamy:

7610
Zw]fJ =76, 1.

ng”

Identyczny rezultat otrzymamy, jezeli do obliczenia sredniej zostanie
uzyty wzér (3.3). Wowczas suma kolumny 5 jest poszukiwana s$rednia
arytmetyczna. Mamy mianowicie:

58
T = Zl’jb‘j = 76. 1.
i=1
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Tab. 3.1. Obliczanie sredniej arytmetycznej z szeregu rozdzielczego punkio-

wego
Liczba Liczha
J 1 korzyst. } filaifi| vy | vifi M| J | korzyst. | f; [xif5 | v | v
z bibl. z; 2z bibl. z;

1 2 31 4 5 6 1 2 3| 4|5 6
1 38 1| 38|001]|038]| 30 77 4 | 308|0,04] 3,08
2 44 1] 44|0,01 ] 0,44 |31 78 1 78(0,01}) 0,78
3 45 1| 4510,01] 0,45 |{32 79 4 | 316}0,04] 3,16
4 46 21 921002092 |33 80 2 | 160/0,02] 1,60
3 47 1] 47]0,01 | 0,47 || 34 32 3 | 24610,03] 2,46
6 50 1} 50]|0,01) 0,50 |35 83 1 83]0,01| 0,83
7 52 3| 156 0,03 | 1,56 |[36 84 2 | 168]0,02] 1,68
8 53 2| 106} 0,02 | 1,06 ||37 85 3 | 255(0,03( 2,55
9 55 1] 551001) 0,55 [138 86 1 860,01 0,86
10 56 2| 112} 0,02} 1,12 || 39 87 1 8710,01| 0,87
11 57 21 114[ 0,02 | 1,14 || 40 88 3 | 264(0,03[ 2,64
12 58 1{ 58/0,01] 0,58 [l41 89 1 8910,01| 0,89
13 60 | 2] 120|0,02 | 1,20 || 42 91 1 910,01} 0,91
14 61 3| 183]0,03 | 1,83 |143 93 1 93)0,01] 0,93
15 62 2] 12410,02| 1,24 || 44 94 1 94(0,01| 0,94
16 63 311831 0,03 | 1,89 |[45 95 2 [ 190]0,02] 1,90
17 64 1) 64[0,01( 0,64 ||46 96 1 9610,01] 0,96
18 65 3| 195] 0,03 | 1,95 |[47 a7 1 97|0,01| 0,97
19 66 1| 66]0,01] 0,66 [{48 98 2 | 19640,02( 1,96
20 67 2| 13410021134 |{49| 101 2 | 202|002 2,02
21 68 1] 68001068 )50 102 2 | 204]0,02| 2,04
22 69 1| 69|0,01] 0,69 [/ 51 103 1 | 103{0,01] 1,03
23 70 2| 14|000(21,40(|52| 104 1 { 104]6,01| 1,04
24 71 1| 71/0,01]071 |63 110 1| 110)0,01| 1,10
25 72 6| 4321 0,06 | 4,32 |[|54| 111 1| 111/0,01] 1,11
26 73 47 292(10,04 | 2,92 {55 115 1] 115/0,01| 1,15
27 74 1] 74/0,001]|0,74 {[66] 119 1| 119|0,01{ 1,19
28 75 1| 75[0,01[075 [|57] 125 1] 125/0,00) 1,25
29 76 1] 76) 0,01} 0,76 [[58] 131 1 | 131{0,01] 1,31

SUMA 100|7610(1,00] 76,10

Zrodio: obliczenia wiasne.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze wartos¢ sredniej arytmetycznej obliczonej
na postawie szeregu szczegélowego jest identyczna jak wartosé éredniej

arytmetycznej wyznaczona z szeregu rozdzielczego punktowego.

3. Jezeli realizacje obserwowane] zmiennej X dane sa w postaci szeregu roz-
dzielczego przedzialowego, to wowcezas srednia arytmetyczng obliczamy
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stosujac wzor:

ifi taSfa+ ..+ i fi

k Z:r fi
= = . (34)

G=1 11\" 17\'7
Z fi

]
I

gdzie: 7 jest srodkiem j-tego przedziatu klasowego obliczonego zgodnie
z regula
o _ e + Ty

gdzie: x4 ; 1 74 ; sa dolng i gérng granicy j-tego przedzialu klasowego.

Podobnic jak w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego wzor (3.4)
mozna stransforinowaé do postaci:

k
T = Z riuy =Ty + 25 + .+ Tk (3.6)

W tablicy 3.2, przedstawiono obliczenia niezbedne do wyznaczenia Sredniej
arytmetyczncj wediug wzoru (3.4). Kolumny 1-3 oraz kolumna 6, pochodza
z tablicy 2.9. W kolumnie 4 zestawiono drodki przedzialéw obliczone zgodnie
z regula (3.5). Podobnie jak we wezesnicjszyin przyktadzie sumy kolumn 31 5
podstawiamy do wzoru (3.4}, dzieki czemu otrzymujemy:

7072 75
= 4
Too 12

fo =
=1

Jezeli do obliczenia gredniej arytmetycznej wykorzystamy wzdr (3.6), to wéw-
czas wystarczy podsumowaé ostatnia siddma kolumne w tablicy 3.1, Otrzy-
manmy wowczas:

8
= Yosjy =T
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Tab. 3.2. Obliczanie sredniej arytmetycznej 2 szeregu rozdazielczego punktowego

, . Srodki
I | (Zajizgy i przedzialéw z¢ i ki e T3V
1 2 3 4 5 6 7
1 (36:48 6 42 252 | 0,06 2,52
2 (48;60] 14 54 756 | 0.l4 7,56
3 (60;72] 26 66 1716 | 026 | 17.16
4 (72:84 24 78 1872 | 0,24 | 18,72
5 (84:96 15 90 1350 | 0,15 | 13,50
6 (96;108] 9 102 918 | 0,09 9,18
7 (108;120 4 114 456 | 0,04 4,56
8 (120:132 2 126 252 | 0,02 2,52
SUMA 100 7572 | 1,00 | 75,72

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Réznica pomiedzy wartosciami $redniej obliczonej na podstawie szeregu
szczegblowego 1 rozdzielczego punktowego, a szeregu rozdzielczego przedziato-
wego jest efektem wspomnianego juz wezesniej bledu grupowania. W omawia-
nym przypadku srednia arytmetyczna obliczona na podstawie szeregu rozdziel-
czego przedziatowego jest obciazona bledem grupowania wynoszacym —0, 38
(75,72 — 76,1 = -0, 38).

Srednia arytmetyczna posiada kilka waznych wiasnosel:

1. Warto$¢ éredniej arvtmetycznej zawsze zawiera si¢ w przedziale pomie-
dzy Tmin 1 Tmar. €O zZapiszemy:

Tmin € T € Lmae (37)

2. Suma realizacji (wszystkich wartosci) zmiennej X réwna sie iloczynowi
sredniej arytmetycznej i liczebnosci N, co mozna ujaé zapisem:

N
IN =)z (3.8)
i=1
w przypadku szeregu szczegdlowego, lub
k k
D=5 (3.9)
j=1 j=1
w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego, lub
k &
ij = Z:rj'fj, (3.10)
j=1 i=1

gdy rozpatrujemy szereg rozdzielezy przedziatowy.



48 Rozdzial 3. Opisowa analiza struktury zbiorowosci statystyczncj

3. Suma odchylen realizacji zmtennej X od sredniej arytmetycznej jest za-
wsze rowna zero. Powyzsze twierdzenie mozna zapisac:

3 (@ —7) =0 (3.11)

i=1

w przypadku szeregu szezegdlowego, lub

k
> filzy—3) =0 (3.12)
j=1
w przypadku szeregu rozdziclezego punktowego, lub
k
> fi(5 — ) =0, (3.13)
J=1

gdy analizie podlega szereg rozdzielczy przedzialowy.

4. Suma kwadratéw odchylen realizacji zmiennej X od sredniej arytme-
tycznc} jest zawsze mniejsza lub réwna niz suma kwadratéw odchylen
realizacji zmiennej X od dowolnej liczby rzeczywistej a. Podobuie jak
w przypadku wlasnodci 1 - 3, wlasnosc 4 (dla sgzeregu szegblowego i roz-
dzielczego) mozna zapisaé¢ symbolicznie w nastepujacy sposob:

N N
Z(:c.,; —7)? < Z(:ci —a)? (3.14)
i=1 i=1
lub
k k
Do filg—m) <Y filay —a) (3.15)
3—=1 j=i
lub
k ) & ) ’
ST <D fila - a)? (3.16)
i=1 i=1

Srednia harmoniczna (7, ) jest odwrotnoscig éredniej arytmelycznej, ob-
liczonej z odwrotnosci wartosei cechy. Jezeli srednia harmoniczng obliczamy
z szeregu szezegolowego, to wowezas nalezy zastosowad wzor:

N (3.17)
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Natomiast, gdy do obliczent wykorsystujeiny szereg rozdzielczy punktowy, to
wowcezas $redniy harmoniczng obliczainy stosujac wzor:

> 1;

=1 N 1

k kfj k’Uj'

=1

ta,

(3.18)

Tp =

5'3|"‘h

W przypadku szercgu rozdzielezego przedzialowego powyzszy wzdr zastapimy:

>,

= N 1
e S S - (3.19)
fy fi v
yhoShovy
P T et

Przyklad 3.1. Zuierzono powierzchnie (w m?), przypadajaca na osobe w pie-
ciu gospodarstwach domowych w standardowych mieszkaniach o powierzchni
64 m?. Wyniki badania zestawiono w tablicy 3.3.

Tab. 3.3. Dane liczbowe do przykladu 3.1

2 Metraz [m?] | Liczba oséb [0s.] | [m?%/os.|

1 64 4 16

2 61 1 61

3 64 2 32

4 64 4 16

5 64 8§ R
suma 320 19 136

Zradio: badania wiasne.

Obliczy¢ przecietna liczbe metréw kwadratowych przypadajacych na osobe.
Jezeli podezas obliczen zastosujemy érednia arytmetyczng, to wowezas otrzy-
mnany:

136 9

E= = 27,2 fm*/os].
Wynik ten jest jednak nicprawidlowy, gdyz jezeli laczny metraz badanych
mieszkan wynosi 320 m?, a laczna liczba badanych oséh wynosi 19, to srednia
ilogé¢ metréw kwadratowych przypadajacyeh na osobe wyniesie:

320

T 16,8421 m?/os).
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Zauwazmy, ze wynik ten otrzymamy, obliczajac srednig harmoniczna:

5
=16,84211  [m?/os].
1 1 1 1 1 2
wtatetists

Tp =

Zastosowanie éredniej arytmetyczne) do obliczenia przecigtne] metréw kwa-
dratowych przypadajacych na 1 osobe, jest prawidlowe tylko wdéwezas, gdy
liczba 0séb w badanych gospodrstwach jest stata. W pozostalych przypadkach
do obliczen nalezy stowad $rednia harmoniczna.#

Trzecia sposrod srednich klasycznych — srednia geometryczna — omdéwimy
w rozdziale piatym tego podrecznika.

Mediana (wartos¢ érodkowa) zaliczana jest do tzw. kwantyli (fraktyl).
Kwantyl stopnia ¢ (0 < ¢ < 1) to taka liczba x4, ktéra dzieli N-elementowy
zbidr realizacji badanej zmiennej X na N -elementowy podzbidr wartosci
x; € 74 oraz na N(1 — g)-elementowy podzbiér wartosci x; > z,*. Wéréd
kwantyli wyréznia sie:

— kwartyle (dzielace zbiorowoéé na cztery czesci); ¢ = 0,25;0, 5;0, 75,
— kwintyle (na piec czeéci); ¢ =0,2;0,4;0,6;0,8,

— decyle (na dziesieé czedci); ¢ = 0,1;0,2;0,3;...:0,9,

— centyle (na sto czedci); ¢ = 0,01;0,02;0,03;...;0,99.

Mediana (zne) jest drugim kwartylem. Zgodnie z powyzsza definicja bedzie
ona taka wartoécia Z,e, ktora podzieli badana zbiorowoéé w ten sposdb, ze
polowa realizacji zmiennej X bedzie posiada¢ wartoéci nie przekraczajace Tme,
a druga polowa bedzie miala wartosci wieksze niz x,,..

Sposdb wyznaczania warto$ci mediany zalezy od rodzaju szeregu staty-
stycznego. Jezeli, jest to szereg statystyczny szczegdlowy, to w pierwszej kolej-
noéci nalezy go transformowaé do postaci szeregu szczegdlowego uporzadko-
wanego (pozycyjnego). Jezeli liczba elemetdéw w szeregu (V) jest nieparzysta,
to wowcezas mediana jest rdwna wartosci znajdujacej si¢ dokladnie w srodku
tego szeregu. W przypadku, gdy N jest liczba parzysta mediana jest réwna
Sredniej arytmetycznej wyznaczonej z dwdch centralnie potozonych wartosel
w szeregu pozycyjnym. Sposdb wyznaczania mediany mozna opisa nastepu-
jacym wzorem:

37(1_\%&;)’ gdy N nieparzyste,
(3.20)

X —
e -1-
2

:C(¥) + x(%ﬂ)] , gdy N parzyste.

*)Zob. A. Iwasiewicz, 7. Paszek, Stotystyke z elementami statystycznych metod ..., op. cit.
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Indeksy we wzorze {3.20) zapisane w nawiasach okraglych, dotycza szeregu
szczegolowego uporzadkowanego.

Do wyznaczenia mediany wykorzystamy dane z przykladu 2.2, zestawione
w postaci szeregu pozycyjnego (zob. tablica 2.4). Poniewaz N = 100, zatem
nalezy wykorzysta¢ drugi wariant wzoru (3.20) i wéwczas po podstawieniu
warto$el otrzymamy:

_Isey sy T3+ 74
Time = 9 = 9 = y -

Z powyzszych obliczeil wynika, ze 50% stanowia przypadki, gdy dzienna liczba
0séb korzystajacych z ustug biblioteki byla mniejsza od 73,5, a 50% przypadki,
gdy liezba oséb byla wigksza niz 73,5.

Nieco bardziej skomplikowany jest sposéb wyznaczania mediany na podsta-
wie szeregu rozdzielczego przedzialowego. W pierwszym kroku postepowania
nalezy utworzy¢ szereg skumulowany (zob. tablica 3.4).

Tab. 3.4. Wyznaczanie przedzialu mediany i modalnej
Liczebnosci | Cazestosci wzgledne

Jl(za.i3g4]| f; |skumulowane skumulowane // przedzial, w ktérym)
fi.skum Yj.skum znajduje si¢ modalna

1 2 3 4 T\

1j (36:48 6 6 —~ 1,06

2| (48;60 14] 20— 0,20

3| (60;72]« 16 0,46

4| (72;84] 124 70 8,70

5 (84;96] | 15 0,85

6| (96;108] 9 94 e U e e _ -

7| (108;120]| 4 0K 0,98 przgdm:al, w ktorym

8[(120;132] | 2| 100 1,00 |\ Znejduje si¢ mediana
SUMA 100 XXX XXX

Zrédio: obliczenia wiasne.

W szeregu tym nalezy wskaza¢ przedzial mediany. Przedzial, w ktérym
znajduje sie mediana jest to pierwszy przedzial klasowy, dla ktérego suma
liczebnosci skumulowanych jest wieksza od %—r. W omawianym przypadku jest
to przedziat o koncach (72;84).

W drugim kroku postepowania wartosé mediany wyznacza sig stosujac

WzOr:
r—1
)
“’;1 , (3.21)

Tme = Tdp +
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gdzie:
zqr — dolna granica przedzialu, w ktérym znajduje sie mediana,
fr — liczebnos§¢ przedzialu, w ktérym znajduje si¢ mediana,
[ — dlugosé przedzialn, w ktdrym znajduje sie mediana,
r—1
ij - suma liczebnoéci przedzialéw poprzedzajacych przedzial, w ktdryim
Jj=1 znajduje sie mediana.

Uwzgledniajac dane zawarte w tablicy 3.4, mediana wynosi:

r—1
F-2 6] (190 - 46) - 12

j=1 =72+ 2

T 24

Réznica pomiedzy mediang obliczona na podstawie szeregu rozdzielczego prze-
dzialowego i szeregu szczegdlowego uporzadkowanego jest niewielka i wynosi
zaledwie 0,5.

Graficzna metoda wyznaczania mediany zostala przedstawiona na rysunku
3.4. W tym celu w ukladzie wspolrzednych wykre§lamy krzywa licznosei (lub
czestosei) skumulowanych. Nastepnie z punktu g prowadzimy prostg réwno-
legta do osi odcietych, punkt przeciecia prostej z krzywa liczebnosci skumu-
lowanych rzutujemy na os odcietych. Otrzymana w ten sposéb odcieta jest
rowna medianie.

120
}f;.xkum

100

=74.

Tme = Zgp +

80

60

N/2=50 4------—--mmm e mmmmm e
40

20

]
1
]
'
]
t
'
'
|
|
1

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 x
Rys. 3.4, Graficzna metoda wyznaczania mediany
Zrodio: opracowanie wlasne.

Kolejna wazna miara polozenia jest modalna. Do oznaczenia modalne;j
uzyjemy symbolu z,,,. Modalna jest wartoscia najczestsza w szeregu staty-
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stycznym. W przypadku szeregu szczegdlowego lub przedziatowego punkto-
wego wyznaczenie modalne) sprowadza sie do okreslenia, ktora wartosé wysta-
pila najczescie), to znaczy, dla ktorej wartodel ; liczebnodé f; jest najwicksza.

Najwiegce), bo az 6 razy zdarzyla sie sytuacja, ze biblioteke odwiedzily
w ciaggu dnia 72 osoby. A zatem warto$é modalnej, wyznaczona w oparciu
o szereg (pozycyjny lub rozdzielczy punktowy), to zm, = 72.

Nieco inaczej postepujemy, gdy chcemy wyznaczy¢ modalng na podstawie
szeregu rozdzielczego przedzialowego.

W pierwszym kroku ckreslamy przedzial, w ktérym znajdowad sie bedzie
modalna. Jest to przedzial klasowy o najwiekszej liczbie obserwacji empirycz-
nych. W rozwazanym przykladzie (zob. tablica 3.4), to przedzial (60;72].

Nastepnie wyznaczamy warto$é e

(fr - fr—l) -1
f-v‘ - fr—l) + (fr - f'r-i—l): (3'22)

Tmo = Tdr T (

gdzie:
T4, — dolna granica przedzialu, w ktérym znajduje sie modalna,
fr = liczebnos¢ przedzialu, w ktérym znajduje sie¢ modalna,

fr—1 — liczebno$é przedzialu poprzedzajacego przedzial, w ktérym
znajduje sie modalna,

fr41 — liczebno$é przedzialu nastepujacego po przedziale, w ktérym
znajduje sie modalna,

[ — diugos¢ przedziahu, w ktérym znajduje sie modalna.

Po podstawieniu wartosci liczbowych do wzoru 3.22 otrzymamy:

(fr = fro1) -1 _ (26 —14)-12
(fr = Frct) = (Fr = fre1) %0 (26 — 14) + (26 — 24) 70,29.

W tym przypadku, uzyskany wynik jest mniejszy od wyniku uzyskanego na
podstawie szeregu szczegétowego lub szeregu rozdzielczego punktowego.

Trmo = Lgp +

Istnieje réwniez graficzny sposéb wyzanczenia warto$ci modalnej. Spro-
wadza sie on do wykreslenia histogramu liczebnosci dla przedzialu, w ktd-
rym znajduje sie modalna oraz dwéch przedzialéw sasiednich (dopuszczalne
jest réwniez wykredlanie histogramu, dla wszystkich przedzialéw klasowych).
Z gornej podstawy najwyzszego prostokata prowadzi sie dwie linie pomocni-
cze, 1aczace najblizej polozone punkty gérnych podstaw sasiednich prostoka-
tow. W punkcie przeciecia ste tych linii wykredlamy prosta prostopadia do osi
odcietych. Punkt, w ktorym prosta ta przetnie 0§ odcietych jest przvblizona
wartoscia modalnej.
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Na rys. 3.5 pokazano sposob graficznego wyznaczania wartosé modalne]
w oparciu o dane z analizowanego przykladu.

3 0 [ ——— _____——-—---_---.-..1i
% !
25
20 - |
15 ;
10 |
I T | N
- ~ - B E I B
A 3 o
[ X
. 4 ]

36 48 60 72 84 96 108 120 132 X

Rys. 3.5. Graficzna metoda wyznaczania modalnej
Zrédio: opracowanie wlasne.

3.2.2. Wariancja i odchylenie standardowe

Podstawowymi miarami zmiennoéci sg wariancja (s2} oraz odchylenie stan-
dardowe (s,). Indeks (z) znajdujacy sie w dolnej czesci symbolu oznacza
zmiening charakteryzujaca badang zbiorowosé.

Ponizsze wzory (3.23), (3.24) i (3.25) przedstawiaja kolejno sposéb wyznacza-
nia wariancji w przypadku szeregu szczegolowego, rozdzielczego punktowego
i rozdzielczego przedzialowego:

N
5% = % Z(mi - 7)°, (3.23)
i=1
2 1 k. =2 -
8z= " ij(:cj -7)", (3.24)
> T
=1
2 1 5 o =2
s5=—— > fi(z§ -2 (3.25)

ST
J=1



Charakterystyki liczbowe rozkladow empirveznych 59

Podobnie jak w przypadku éredniej arytmetycznej wzory {3.24) 1 (3.25) mozna
przeksztalcié do postaci:

k
82 = Zvj(ivj -7)% (3.26)
j=1
k
82 = Z'Uj(:r;-’ —z)2 (8.27)
i=1

Odchylenie standardowe uzyskuje sie biorac dodatni pierwiastek kwadratowy
warlancji, co zapiszemy:

Sz = 1/ 5%, (3.28)

Wartoéé odchylenia standardowego informuje badacza o ile przecietnie (in plus
lub in minus} odchylaja sie realizacje badanej zmiennej od waroéci éredniej.
Natomiast wariancja nie posiada interpretacji. Podczas obliczania wariancji,
a nastepnie odchylenia standardowego mozna skorzystaé rowniez z zaleznosci
gloszacej, ze wariancja to $redni kwadrat pomniejszony o kwadrat Sredniej, co
zapiszemy:

s =12 - (3 (3.29)

Technike obliczania wariancji zilustrujemy wykorzystujac - tak jak uprzednio
— material statystyczny z przykladu 2.2. Obliczymy kolejno wariancje i od-
chylenie standardowe z szeregu rozdzielczego punktowego i przedziatowego ™).
Kolejno zastosujemy wzory (3.24) i (3.25).

W tablicy 3.5 zamieszczono niezbedne obliczenia do wyznaczenia wariancji
i odchylenia standardowego na podstawie szeregu rozdzielczego punktowego.

Przypomnijmy, ze wartosé wyznaczonej — na podstawie tego szeregu - sred-
niej arytmetycznej wyniosta

1(]
76 = 76, 1.

sl
I

ij

=1

*)Czytelnikowi zalecamy obliczenie wariancii i odchylenia standardowego na podstawie
szeregl szczegdltowego pozyeyjnego.
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Tab. 3.5. Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego punktowego

i | it (o | s | =7 | =2 | =) | vyl -9
1 2 3 4 5 6 7
1 38 1 [-3810 | 1451,61 1151,61 14,5161
2 44 1} -32,10 | 1030,41 103041 10,3041
3 45 1 [ -31,10 | 967,21 967,21 9,6721
4 46 2 1 -30,10 [ 906,01 1812,02 18,1202
5 a7 1 |-29,10 | 84681 846,81 8,4681
6 50 1 ]-2610 | 681,21 681,21 6,8121
7 52 3 |-24,10 | 580,81 742,43 17,4243
8 53 2 | -23,10 | 53361 1067,22 10,6722
9 55 1 [ =21,107| 445,21 13521 44521
10 56 2 1-20,10 | 404,01 808,02 8,0802
11 57 2 [-19,10 | 364,81 729,62 7,2062
12 58 1 | -18,10 | 32761 327,61 3,2761
13 60 2 | -16,00 | 259,21 518,42 5,1842
14 61 3 |-15,10 | 228,01 684,03 6,8403
15 62 2 | -14,10 | 198,381 367,62 3,9762
16 63 3 [-13,00 | 171,61 511,83 5,1483
17 64 1 [-12,10 | 146,41 146,41 1,4641
18] 65 3 |-11,10 | 12321 369,63 3,6963
19 66 1 [-10,10 | 102,01 102,01 1,0201
20 67 21 9,10 82,81 165,62 1,6562
21 68 1| -8,0 65,61 65,61 0,6561
22 69 1| -7,10 50,41 50,41 0,5041
23 70 2 1 76,10 37,21 74,42 0,7442 |
21 71 I | -5,10 26,01 26,01 0,2601
25 72 6 | -4,10 16,81 100,86 1,0086
26 73 4| -3,10 9,61 38,44 0,3844
27 74 I | -2,10 141 441 0,0441
28 75 1) -1,10 1,21 1,21 0,0121
29 76 1| =010 0,01 0,01 0,0001
30 77 4 0,90 0,81 3,24 0,0324
31 78 1 1,90 3,61 3.61 0,0361
32 79 4 2,90 8,41 33,64 0,3364
33 80 2 3,90 15,21 30,42 0.3042
31 32 3 5.90 31,81 10443 1,0443
35 83 1 6,90 47,61 47,61 04761
36 84 2 7,90 6241 124,82 1,2482
37 g5 3 X)) 79,21 237.63 2,3763
38 36 1 9,90 98 01 08,01 0,9801
39 87 1] 10,00 [ 11881 118,31 1,1881
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Tab. 3.5. Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego punktowego cd.

Ta
I ettt dll IR O OO R TP RO
1 2 3 | 4 5 6 7
30 & 31190 | 14161 | 42483 41,2483
a1 ) [ | 1290 | 16641 166,41 16641
12 91 1 11400 | 222,01 922,01 2,2201
13 93 1 | 1690 | 28561 | 28561 | 2.8561
7! 54 1 17,00 | 32041 | 32041 3.2011
15 S T3 [ 1890 | 35721 | 7442 71442
16 96 1 [ 19,90 | 396,01 | 396,00 3.9601
17 07 1 | 2090 | 43681 | 436,81 71,3681
18 08 3 [ 21,00 | 47961 | 939,22 9,5922
19 101 2 (450 | 62001 | 124002 | 12.4002
50 102 5 2590 | 67081 | 134162 | 134162
51 103 1 [ 2690 | 72361 | 723,061 7,2361
53 104 1 | 27,90 | 77841 | 7781 77841
53 110 173300 [ 114921 | 114921 11,4921
51 11 1 | 3100 | 121801 | 121801 | 12,1801
55 15 T 13890 | 151321 | 1513.21 15,1321
56 119 1 [ 1200 | 184041 | 184041 | 18,4041
57 125 1 [ 4800 | 239121 | 230121 | 239121
58 131 T | 5490 | 301401 | 301401 | 80,1401

Suma 100 35107.00 351.0700

Zrodio: obliczenia wlasne.

Trzy ostatnie kolumny przedstawiaja kolejne etapy postepowania, podczas
obliczania wartosct sumy kwadratéw odchylen (wartos¢ w prawym dolnym
rogu). Majac t¢ warto$é¢ mozna oblicsyé¢ wariancje:

5 a2 35107
=" ZfJ z)? = Ty = 951,07,

k
a nastgpnie ()(.lchylcnic standardowe:

$x =/ 52 = /351,07 = 18, 74.
Tablica 3.6 prezentuje sposéb postepowania przy wyznaczaniu wariancji na
podstawie szeregn rozdziclezego przedzialowego. Srednia arytmetvezna obli-
czona na podstawie tego szeregu szezegdlowego ™) wyniosta T = 76, 1,

W gytuacji., pdy nie jest dostepua dokladna wartodé éredniej arytmetycznej, podezas
obliczania wariancji nalezy posluzyé sie wartodciy érednie) arytmetycznej obliczonej na pod-
stawie szerepu rozdzielczego przedzialowego.
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Tab. 3.6. Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego przedzialowego

Srodki

j{(zajizg ;]| fi {przedzialéw| z; — T | (25 =T | fi (2] — T)? [ v;(x§ — T)*
1 2 3 4 5 6 7 8
1| (36:48 6 42 -34,1000|1162,8100| 6976,8600 69,7686
2| (48:60 14 54 -22,1000| 488.4100| 6837,7400 68,3774
3| (60;72 26 66 -10,1000 | 102,0100| 2652,2600 26,5226
4| (72:84 24 78 1,9000 3,6100 86,6400 0,8664
5| (84:96) 15 90 13,9000 | 193,2100| 2898,1500 28,9815
6| (96;108] 9 102 25,9000| 670,8100| 6037,2900 60,3729
7[ (108;120 4 1i4 37,5000 1436,4100| 5745,6400 57,4564
8| (120;132 2 126 49.9000| 2490,0100| 4980,0200 49,8002

SUMA 100 XXX XXX XXX 362146000 | 362,1460

Zrodio: obliczenia wlasne.

Po podzieleniu wartosci sumy kwadratow odchylen (prawy dolny rég) przez
liczebnos¢ N = 100, otrzymainy wariancje réwna:

. 1 5 36214,6000
857 = = -ij(xj—i)3=—100 = 362, 1460

S5

j=1

oraz odchylenie standardowe:

sz = y/s2 = /362, 1460 = 19,03,

Roznica pomiedzy odchyleniem standardowym obliczonym na podstawie tych
dwoch typdw szeregdw jest niewielka i wynosi 19,03 — 18,74 czyli 0,29.

3.2.3. Inne miary zmiennosci

Oprécz wariancji 1 odchylenia standardowego, do miar zmiennoéci zaliczy¢
mozna rdwniez wspoélczynnik zmiennoéci i odchylenie przecietne.
Zaréwno wariancja, jak i odchylenie standardowe sa wielkosciami mianowa-
nymi, a ich miano zalezy od jednostek miary ohserwacji empirycznych. Unie-
mozliwia to bezposrednie stosowanie tych miar w celu poréwnywania dwdch
Iub wiecej zhiorowosci pod wzgledem stopnia zmiennosdci, W takich sytuacjach
zaleca sie stosowanie wspolczynnika zmiennoscl postaci:

(3.30)

S|

Uy =
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Jest on stosunkici (ilorazem) odchylenia standardowego zmicnnej do jej war-
todci $rednie).
W omawianvi przykladzie wartos¢ tego wspoélezynnika wynosi:

sy 19,03
T 76,10

9,

Uy =

w przypadku szeregu szezegdlowego i rozdzielczego punktowego, lub

sy 18,74
= % = — 0, 2462,
T E T 610 ’

dla szeregu rozdzielezego przedzialowego. #

Odchylenie przecietne {d,) jest to Srednia arytinetyczna z bezwzglednych
wartosci odchylen realizacji zmiennej X od $redniej arytmetycznej. Ponizsze
wzory (3.31), {3.32), (3.33), przedstawiaja kolejno sposdb obliczania odchy-
lenia przecietnego na podstawie szeregn szczegélowego, szeregu rozdzielczego
punktowego i szeregu rozdziclczego przedziatowego.

n
dy = %V ; |le; — =, (3.31)
1 k
d:t: = % : Z f]‘“vj — Iy, (332>
Sf T
j=1
1 3
d, = . Z e [:27; -z (3.33)
=1

k
S f
=1

Podobnie jak w przypadku wartancji, wzory (3.32) i (3.33), mozna zapisaé:

k
dy =) ujla; -7, (3.34)
J=1
k
de =) wilel — 7. (3.35)
§=1

W celu zilustrowania zasady obliczania odchylenia przecietnego wykorzystamy
danc z przykladu 2.2 zestawione w szeregu rozdzietezym przedzialowym. Ko-
lejne etapy postgpowania zostaly zaprezentowane w tablicy 3.7. Przypomnij-
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my, ze wartosé srednicj arytmetyczhej T = 76,1. Sumy kolumn 3 1 6 podsta-
wiamy do wzoru (3.33) i otrzymujemy:

’ IS =
1 . 15152000 )
d.-l; = % . E f]ITJ —ilfl = T = 15, 1520.

5
j=1

Tab. 3.7. Obliczanic odchylenia przecigtnego z szeregu rozdzielezego przedzialowego

' Srodki

J|(xanzes)| fif v |preedzialéw | xf -7 {25 —F | {5 —T|f; | {2F — Tl

1 2 3( 4 5 6 7 8 9

1| (36;48 G} 0,06 42 -34,1000 | 34,1000 | 204,6000 | 2,0460

2| (4860 140,14 34 -22,1000 | 22,1000 | 3094000 | 3.0940

31 (60;72 26| 0,26 66 10,1000 | 10,1000 | 262,6000| 2,6260 |

4! (72:84 24 | 0,24 78 1,9000 | 1,000 | 456000] 04560
5] (84;96 15| 015 90 13,9000 | 13,9000 | 208,5000) 2,0850

G| (96:108] 90,09 102 25,9000 | 25,9000 | 233,1000) 2.3310

7| (108:120 41004 114 37,9000 | 37,9000 151.6000| 15160

8] (120;132] | 20,02 126 49,9000 | 49.9000, 99,8000 | 0,9980

SUMA ; 100 | 1,00 XXX XXX XXX | 1515.2000 | 15.1520

Zrédio: obliczenia wlasne.

Obliczona wartos¢ oznacza, ze liczba oséb korsystajacvch, w kolejuych
dniach, z ustug biblioteki rézni sie przecietnie od $redniej liczby oséb (76,1)
o £15,13.

Czytelnikowi polecamy, w ramach éwiczen, obliczenic 1 porownanic warto-
¢l odchylen przecigtnych na podstawie szeregu szczegolowego i szeregu roz-
dzielezego punktowcgo.

3.2.4. Miary asymetrii

Miary asymetrii shuzg do zbadania sko$nosci rozkladu badanej zmien-
nej. Jezeli wartos¢ s$redniej arytmetycznej jest rowna medianie i modalnej
(T = Tmme = Zimo)» 10 wOwezas rozklad badanej zmienncj jest symetrycsny.
Jezeli modalna jest wieksza od mediany, a mediana wicksza od sredniej aryt-
metyesne) (Zme > Tme > T), to wowezas rozklad zmicnne) jest asymetryczny
lewostronnie. Natomiast w przypadku, gdy érednia jest wicksza od mediany,
a mediana od modalnej(Zme < Tme < F), to wowcezas rozklad zmiennej cha-
rakteryzuje sie asymelria prawostronna. Polozenie drednich w rozkladach sy-
metrycznych 1 asymetryeznych zilustrowano graficznie na rys. 3.6.
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Poniewaz w rozkladach asymetrycznych mediana lezy pomiedzy érednia
arytmetyczna i mediana, zatem korzystajac z prostej zasady przechodniosci,
do stwierdzenia rodzaju asymetrii wystarczy pordéwnad jedynie srednia aryt-
metyczng i modalng. Jezeli $rednia jest wieksza niz modalna (T > ), to
wdwczas o rozkladzie zmiennej moéwimy, ze jest asymetryczny prawostron-
nie, natomiast jesli srednia jest mniejsza niz modalna (T < Zm,), to WOwWczas
rozklad zmiennej jest asymetryczny lewostronnie. W przypadku rozktaddéw
symetrycznych speiniona jest relacja (Z = Zmo)-

Rozklad svmetryczny

) 1
i '
) '
] 1
) '
1 1
b i
1 )
] L]
r L]
' )
I ]
t ’
) 13
i i
i i
I 1
1 1
] 1
i 1
{ 1
1 '
[ )
LA :
1 )
1 ! h 1
1 : ! t . ’
: z E ) ’ Rozklad asvmetryczny prawostronnie E
i b ) :
i 1 )

1 ) 1 ) 1
( ) ( \ '
1 ! 1 ) ?
) ) | ) 1
' : 1 1 :
: : : : 1
1 H ] ) :
: [ : > i
) 1
[ - b 1
) xmo X me X X H
i i
] 1
) )
L A ’
I P | Rozklad asymetryczny |
j . | lewostronnie !
: v E :
' v i :
‘ 1 ) ! (
; b I =
i N i
: — > :
: X me xmo x] 1
) )
]

Rys. 3.6. Potozenie srednich w rozkladach symetrycznych i asymetrycznych
Zrédlo: opracowanie wiasne.
W celu obliczenia sity asymetrii stosuje sie wspélezynniki asymetrii. Jed-
nym z nich jest wspotczynnik asymetrii (A) obliczany na podstawie sredniej
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arytmetycznej, modalnej i odchylenia standardowego ). Wspéiczynnik ten ob-
licza sie stosujac wzor: B

A, = L7 Emo (3.36)

S
Jezelt A, = 0, to rozklad jest symetryczny. Gdy As > 0 rozklad charakte-
ryzuje sie asymetria prawostronna. Jesli natomiast A, < 0, to o rozkladzie
mozna powiedzied, ze jest asymetryczny lewostronnie. Podczas analizy asyme-
trii rozkladu zmiennej X opisujacej liczbe przyjetych pacjentéw wykorzystamy
obliczone wczesniej parametry. Jezeli za podstawe obliczen posiuzy nam szereg
szczegdlowy lub rozdzielezy punktowy, wspolezynnik asymetrii wyniesie:
T —=Tme _ 16,10 —=72,00

As=—— = 57363~ A®

W przypadku szeregu rozdzielczego przedzialowego, wspoélczynnik asymetrii
bedzie réwny:

T—ITmo 16,10 —70,29
As = s, 19,0301 0,3.
W obydwu przypadkach wspélezynnik asymetrii jest wiekszy od zera, co ozna-
cza, ze rozklad zmienne) X charakteryzuje sie umiarkowana prawostronna
asymetria. Blad grupowania spowodowal, w tym przypadku, zawyzenie wsp6l-
czynnika asymetrii.

3.2.5. Miary koncentracji (kurtoza)

Koncentracje mozna rozumie¢ jako skupienie zbiorowosdci wokol sredniej
albo nieréwnomierny podzial zjawiska w zbiorowosci. Pierwsza kwestia dotyczy
jedynie rozkladéw symetrycznych**) i nosi nazwe kurtozy. Do wytlumaczenia
tego typu koncentracji niezbedne staje sie wprowadzenie pojecia momentu
rozkladu.

Momentem r-tego rzedu (stopnia) nazywamy érednia arytmetyczng odchy-
left poszezegdlnych wartodei zmienne] X od dowolnej liczby A podniesionych
do r-tej potegi*™*). Jezeli zbiér realizacji zmiennej X ma postaé szeregu szcze-
gblowego, to wowczas moment r-tego rzedu (M, ) bedzie mial postaé:

1 & .
Myr =% ;(mi — A). (3.37)

*Opréez omawianego tutaj wspétezynnika jako miary asymetrii uzywa sie réwniez wspdl-
czynniki zbudowane na podstawie kwartyli lub oparte o analize tzw. momentu centralnego
rzedu trzeciego. Zob. np. W. Makaé, D. Urbanek-Krzysztofiak. Metody opisu statystycznego,
Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego, Gdansk 2001, s. 90.

**)Zab. podrozdziat 3.1.
***)Z0b. M. Wozniak, Statystyka ogélna, AE w Krakowie, Krakéw 1999, s. 55.
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W przypadku szeregu rozdzielczego punktowego i przedziatowego do wyzna-
czenia. momentu wykorzystamy odpowiednio wzory (3.38) i (3.39) w postaci:

k
My, = kl Y ey — AY (3.38)
S f 7T
=1
1 k
My, =—— > filz; — A). (3.39)
F=1

k
2.1
ji=1

2 B . v’ s’ - !
Jedli A jest réwne zero, to wowezas otrzymujemy moment zwykly (M, ):

, 1 ﬁ’:
M,,= =) xf (3.40)
o N i=1 ‘
lub
, 1 &, .
Iw.r,'r = 7"“ ' Z“L_]fj (3.41)
J
j=1
Iub .
M., = SN ) (3.42)
i=1
S f

j=1
W przypadku, gdy A jest réwne sredniej arytmetyczne] (A = 7), to mamy
moment centralny A, :

. 1 Y
:J:,r = ]_V Z (343)
hib
” 1 k
of
=1
lub
, 1 k
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Uwazny czytelnik z tatwodcia zauwazy. ze omawiane wezesniej miary polozenia
i zmiennogci mogg by¢ identyfikowane jako momenty. Na przyklad érednia
arytmetyczna, to moment zwykly rzedu pierwszego (r = 1), wariancja jest
natomiast momentem centralnym rzedu drugiego (r = 2). Rdwniez odchylenie
przecietne moze by¢ identyfikowane jako bezwzgledny moment centralny rzedu
pierwszego.

Do badania natezenia koncentracji (skupienia) poszezegdlnych obserwacji
woké! éredniej wykorzystuje sie moment centralny rzedu czwartego ( M;‘,,:Q
lub wspotezynnik koncentacji bedacy stosunkiem tegoz momentu do odchyle-
nia standardowego podniesionego do potegi czwartej. Wspolezynnik koncen-
tracji (A, ) mozna zapisac:

14

M, . _
K, = ”;j-f (3.46)
x

Im wyzsza wartos$é j't'f:_r=4 oraz wspolczynnika K, tvm realizacje zimiennej X
charakteryzuja sig wickszym skupieniem wokdt Sredniej, a krzywa liczebnosei
jest bardziej wysmukla. Wspdlezynnik koncentracji stanowi podstawe oceny
stopnia splaszczenia krzywej liczebnoéei za pomoca wspdtezimnika ekscesu:

E, =K, -3. (3.47)

Jezeli K, = 31 w konsekwencji £, = 0, to przyjmuje sie, ze krzywa liczebnoéci
jest zblizona do krzywej tzw. rozkladu normalnego.

Jezeli K, > 31 E, > 0, to badany rozklad zmiennej jest bardziej wysmukly
niz rozklad normalny.

W przypadku, gdy K; < 31 £z < 0, to rozklad jest splaszezony w stosunku do
normalnego. Omawiane powyzej rozklady i zaleznosci pomiedzy nimi zostaly
przedstawione na rys. 3.1 w podrozdziale 3.1.

W analizowanym przykladzie, wspotezynnik asymetrii jest wzglednie niski
(As = 0,22), a zatem zasadne bedzie zbadanie stopnia koncentracji warto-
sci zmienne] wokol sredniej. W tym celu obliczainy moment centralny rzedu
czwartego. Technike obliczen przedstawiono w tablicy 3.8.

W obliczeniach wykorzystano, ze: T = 76,10 oraz S; = /52 = /351,07 =
18,74, Moment centralny rzedu czwartego oraz wspdtezynuik koncentracji wy-
nosza odpowiednio:

" 1 k 36986473, 4
My,cg=—1—"> flz5 -7 = —gg — 369864,734,
j=1
25
j=1

My,._q _ 369864,734
st 18,744

= 2,9989 = 3.0,

".l‘ =
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Obliczona warto$é wspolczynnika koncentracji oznacza, ze krzywa rozkladu
ksztaltem jest zblizona do rozkladu normalnego.

Tab. 3.8. Obliczanie momentu centralnego rz¢du czwartego

Liczba Srodki
J | (mays2e5] | dui | przedzialéw | «f -7 | (25 - 2| fi (x5 - z)
fi 3

1 2 3 4 5 6 7
1] (3648 2 8 -34,31000 | 1352127,10 | 811276258
2 {48;60 9 12 -22,1000 | 238544,33 | 3339620,59
3| (60;72 28 6 -10,1000 10406,04 270557,04
I (72,32 33 20 1,9000 13,03 312,77
5 (84,96 18 24 13,9000 37330,10 569951,56
6| (96;108] 8 28 25,9000 | 449986,06 | 404987450
7] (108;120] 1 32 37,9000 | 2063273,69 | 8253094,75
81 (120;132] 1 36 49,9000 | 6200149,80 | 12400299,60

SUMA 100 XXX XXX XXX 36986473,40

Zrodlo: obliczenia wlasne. #

Termin koncentracja jest uzywany takze do okreslenia nieréwnomiernego
podzialu lacznego funduszu wartosci zmienne) (E;‘:l x; f;) pomiedzy poszcze-
golne klasy jednostek zbiorowosci. Przyktadem moze by¢ tutaj nicréwnomierny
podzial liczhy pacjentéw pomiedzy lekarzy okreglone) jednostki lecznicze) b
nierdwnomierny podzial dochodu pomiedzy indywidualne osoby. Koncentra-
cja, W tym znaczeniu, jest scisle powiazana ze zmiennoécia i asymetria. Im dana,
zbiorowodé charakteryzuje sie wiekszym zroznicowaniem i wicksza asymetria,
tym koncentracja jest silnicjsza. W skrajnych przypadkach koncentracja moze
by¢ zupelna lub zerowa. O koncentracji zupelnej méwimy wéwczas, gdy laczny
[undusz zmiennej przypada na dana jednostke zbiorowodei (np. wszyscy pa-
¢jenci przychodni zdrowia przypisani sa do jednego lekarza). Z konceniracja
zerowg spotykamy si¢ natomiast wiedy, gdy na kazda jodnostke zbiorowosci
przypada jednakowa frakeja ogdlnej sumy warto$ci (np. kazdy lckarz przy-
chodni ma przypisang identyczng liczhe pacjentéw).

Do badania tego typu koncentracji stosuje si¢c dwie metody: graficzng i ana-
lityczna,.

Metoda graficzna sprowadza sie¢ do wykredlenia w prostokatnym ukla-
dzie wspélrzednych tzw. wieloboku koncentracji Lorenza. W tym cely,
na osi odcietych odkladainy wyrazone w procentach skumulowane czesto-
$ci wzgledne, natomiast na osi rzednych — procentowe skurmudowane czesto-
sci wzgledne tacznego funduszu zmiennej. Po polgezeniu otrzymanych w ten
sposob punktéw, wykredlamy tzw. krzywa Lorenza. Im bardsicj krzywa Lo-
renza, odhiega od przekatnej kwadratu o bokach 100% na 100% (tzw. linii
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réwnomiernego podziatu), tvm wieksza koncentracja charakteryzuje si¢ roz-
klad zmiennej. Jezeli krzywa pokryje sie z przekatna kwadratu, to bedziciny
wnioskowad, ze nastapil rownomierny podzial tacznego funduszu zmiennej po-
migdzy wszystkic jednostki zbiorowosci. Natomiast, w przypadku, gdy krzywa
Lorenza pokryje sic z dolng i prawa krawedzia kwadratu, wystapi drugi ze
skrajnych przypadkow koncentracji — koncentracja zupetna.

Stosunek pola zawartcgo miedzy linig réwnomiernego rozdziatu a krzywa
konceutracji Lorenza (¢) do pola polowy kwadratu nosi nazwe wspélczynnika
koncentracji Lorenza:

a
Kot = 5005

(3.48)

Wartosc 5000 wystepujaca w mianowniku powyzssego wzoru jest wynikiem
nastepujacego dzialania: (100 - 100)/2 = 5000. Jezeli czestosci wzgledne oraz
skumulowane cz¢stosci wzgledne lacznego funduszu zmiennej zostang wyra-
zone liczhami z przedziatu [0;1], to wéwezas w mianowniku wzoru (3.48) nalezy
wprowadzié liczbe (1-1)/2 tj. 0,5. Powyzszy wspélezyunik przybicra wartosei
z przedzialu (051}, przy czyvm, jezell K, ;. = 0, to wéwczas méwimy o braku
koncentracji, natomiast, jezeli K, 7 = 1, koncentracja ma charakter zupelny.
Pole powierzchni ¢ wyznacza sie jako rdznice pola polowy kwadratu o boku
100 i pola znajdnjacego si¢ pod krzywa Lorenza. Do dokladnego okreslenia
pola powierzchni pod krzvwa Lorenza, niczbedna jest znajomosé analityczne;
postaci krzywej finkcji koncentracji. W praktyce powierzchnie ta okresla sie
w sposéb przyblizony jako sumg odpowicdnich pdl trdjkata i trapezéw. Mozna
zapisacl, ze:

k
a=5000~ (P —>_ Py, (3.49)
j=2

gdzie: Py - pole tréjkata, P; — pole j-tego trapezu.

Ponizcj zaprezentowano praktyvezny sposob postepowania podezas pomiaru
sity koncentracji metods graficzna 1 analityczng. Do obliczeh wykorzystano
dane z przvkladu 2.2 zestawione w postaci szeregu rozdzielezego przedzialo-
wego.

Wartodei w kolumnach 8 i 9, stanowia wspotrzedne punktdw niezbednych
do wyznaczenia krzywej koncentracji Lorenza. Ksztalt krzywej koncentrac)i
oraz wiclobok koncentracji prezentuje rysunek 3.7.
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Tab. 3.9. Wykrcdlauie krzywej konceniracji Lorenza i obliczanic wspotczynuika, kou-
centracji

j (I,[,j:_ifg,j] f} S’:Odki T;.f_} I!J:Tfj_ g‘}zkzlif) V5 shum Gj.skurm
zedzialéw oy
puui 7C1?l Ow Z £ Z s i
5 3=1 §=1
(%) (%) {“0) (%)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
| (36;48 6 42 252|  6,00% 3,33% 6,00%| 3,33%
2( (48;60 14 54 756 14,00% 9.98% 20,00%| 13.31%
31 (60;72 26 66 1716|  26.00% 22,66% 46,00% ] 35,97%
41 (7284] | 24 78 1872 24,00% 24,72% | 70,00%[ 60,70%
50 (84;96] | 15 90 1330] 15.00% 17.83% | 85,00%( 78,53%
6| (96;108] 9 102 918 9.00% 12,12% 94,00%| 90.65%
71 (108:120 1 111 456 4,00% 6,02% 98,00% | 96.67%
8| (32051321 [ 2 126 252 2,00% 3,33%  |100,00% | 100.00%
SUMA {100 XXX 7572 100.00% 100.00% XXX XXX
Zrédio: obliczenia whasne.
100%
i sknum |
90% - £
T
80% A P
1 [
1 : :
70% 1 & c P
& [ :
& ! "
Q [} ]
60% A & ' '
& 1 I
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30% A & i I
&/ i :
> [ !
40% A S ! !
|
| i :
30% 7 : { L
: o
20% L E i
: .
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\ P i ! .
0% N : i Yo sk

Rys. 8.7. Wielobok koncentrach
Zrédio: opracowanie wlasne.
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Korzystajac w wzoru (3.48) mozna wyznaczyé wspdlezynnik koncentraciji.
W tym celu obliczamy pole powierzchni a jako réznice pomiedzy polem polowy
kwadratu, a suma pol figur geometrycznych znajdujacych sie pod krzywa kon-
centracji Lorenza. W analizowanym przykladzie beda to: pole tréjkata i pole
siedmiu trapezéw. Przypomnijmy, ze pole trdjkata jest réwne 1/2 dlugodci
podstawy razy diugosé jego wysokosel opuszezone) na ta podstawe, czyli:

skum -
P = A D) * V) skum- (330)
Zatem.: 6.3 33
P =2 = 0,99,

Natomiast pole trapezu, to iloczyn sredniej z podstaw i wysokodci. Podstawy
trapezu, to skumulowane odsetki g; skum, & wysokosci sa réwne odsetkom v;.
Kolejne pola P; dla j > 1 bedg zatem rdwne:

Gj.skum + gj-1.sk
Po podstawieniu wartosci zamieszczonych w tablicy 3.9 otrzymamy:

szw-lél:llﬁ,fi& szw-26=640,73;

Py = uﬁg? .24 = 1160, 06; P = EEB—JGQ-’E - 15 = 1044, 18;

Pﬁzwﬂ:ml,zg; P7=M»4=374,64;
P = 100+T9667 -2 =196,67.

Stad pole

a = 5000 — (9,98 + 116,48 + 640,73 + 1160, 06
+ 1044, 18 + 761,29 + 374, 64 + 196, 67)
— 5000 — 4304, 04 = 695, 96

oraz wspolezynnik koncentracji:
Kpp= o = 8290 g
' 5000 5000

Wartos¢ wspolczynnika wskazuje na niezbyt silng koncentracje badanej zbio-
rowosci. Potwierdzila sie réwniez wczesniejsza uwaga, dotyczaca zaleznodci
poniiedzy wspdlczynnikiem asymetrii 1 wspéiezynnikiem koncentracji. Przy-
pomnijmy, ze omawiany rozklad charakteryzowal sie do$é¢ niskim wspolezyn-
nikiem asymetrii A, = 0,22.#

- » I A, - —

T N



Analiza wspétzaleznosci Rozdzial
zmiennych

W dotychezasowych rozwazaniach zbiorowos$é statystyczna byla podda-
wana opisowi i analizie ze wzgledu na jedng zmienna. Ohecnie zajmiemy sig
sposobem analizy wspoélzaleznosci pomiedzy dwiema i wiecej zmiennymi opi-
sujacymi ta sama zbiorowosé. Podobnie, jak we wezedniejszych rozdziatach do
oznaczania zmiennych uzywaé bedziemy duzych liter tj. X, ¥ lub X, X5 itd.

4.1. Wspotzaleznosc liniowa dwdch zmiennych

Nasze rozwazania ograniczymy do analizy wspoélzaleznoéci pomiedzy dwo-
ma zmiennymi. Podobnie jak we wczesniejszych rozdzialach zakladaé hedzie-
my, ze badania maja charakter wyczerpujacy. Przediniotem badan statystycz-
nych bedzie populacja skladajaca sie z N jednostek statystycznyeh badana
pod wzgledem zmiennej dwuwymiarowej oznaczonej symbolem (X;Y'). Kazda
i-ta jednostka statystyczna jest opisana przez pare liczb (z;:1;). Podobnie jak
w przypadku jednej zmiennej, material statystyczny opisujacy badang zbioro-
wosé, ze wzgledu na dwie zmienne, moze by¢ przedstawiony w postaci szeregu
szczegblowego lub w postaci dwuwymiarowego szeregu rozdzielczego nazywa-
nego tablica korelacyjna.

Przykltad 4.1. Zbicrowosé 20 studentéw pewnej szkoly wyzszej kierunku
,<Gospodarka przestrzenna” analizowano pod wzgledem ocen uzyskanych na
koniec semestru z przedmiotéw makroekonomia (zmienna X) 1 statystyka
(zmienna Y}, W wyniku przeprowadzonych badan uzyskano nastepujacy cigg
20 par liczb:

(4;4), (3:4), (3:5), (3:4.5), (2;3), (4,4). (5:4), (5:3), (3;4), (4.5:4), (3,5;4),
(3;4), (4,5:4), (3:4,5). (3;5), (3;4,5), (3:4,3), (3:4,5), (3,5;4), (4;4).
Zrédlo: badania wlasne.#

Powyzsze dane przedstawione w postaci szeregu szczegdlowego mozemy po-
grupowacd i transformowac do postaci dwuwymiarowego szeregu rozdzielezego.
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Zestawienie tego typu prezentuje tablica 4.1.

Tab. 4.1. Oceny 20 studentéw z makroekonomii i ze statystyki

Y=% 1olalss| 4 |45]|5]| suma
X = Ty

5 510 0 0 |01 I

3 5(0l 0 3 15 12| 10

35 0lo0] 0] 1T [ 10 3

1 0olo] 0] 3 00 3

i5 olol 0] 2 [0 [0 2

5 o110 1T 00 3

suma 011 0 10 6 3 20

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wartoscl w ostatnim wierszu nazywa sie liczebnosciami brzegowymi zmien-
nej Y. Wskazuja one liczbe przypadkéw f;, w ktorych zmienna Y przyjela
wartosc y;. Odpowiednio wartosci w ostatniej kolumnie sg liczebnosciami brze-
gowymi zmiennej X, ktére wskazuja, w ilu przypadkach f; zmienna X przy-
jela wartoé¢ x;. Suma liczebnosci brzegowych, zaréwno dla zmiennej X, jak
i zmiennej Y, jest réwna sumie wszystkich realizacji zmiennych N. Wartoéci
wewnatrz tablicy oznaczaja, ze w f;; przypadkach zmienna X przyjela wartosé
z;, a zmienna Y wartos¢ y;.

Obserwujac dane statystyczne zestawione w postaci tablicy podobnej do
powyzszej, mozna w przyblizeniu okresli¢, czy istnieje zwigzek pomiedzy opisu-
Jjacymi badana zbiorowo$é zmiennymi. Jednak w wiekszosci przypadkéw samo
stwierdzenie faktu wystepowania zwigzku pomiedzy zmiennymi bywa niewy-
starczajace. Z reguly oprécz tego, czy pomiedzy zmiennym wystepuje zalez-
nosé interesuje nas takze sila i kierunek tej wspoélzaleznosci. Nalezy zatem
znalez¢ odpowiedz na pytanie: czy i w jakim stopniu wzrostowi wartosci jednej
zmienne] towarzyszy wzrost wartosci drugiej zmiennej, czy tez wzrost wartosei
jednej zmiennej wplywa na spadek wartosci drugiej.

Natezenie wspdlzaleznosei miedzy zmiennymi w badanej zbiorowosci wy-
raza sie stopniem zgodnoéci ich zmiennosci. Podczas badania wspdlzalezno-
$ci poszukuje sie¢ odpowiedzi na pytanie, w jakim stopniu, zmiennosé¢ jed-
nej zmiennej jest nzalezniona od zmiennosci drugiej. Do najczesciej stosowa-
nych miar wspdlzmiennosci zalicza si¢ kowariancje, wspélczynnik kore-
lacji oraz wspdlczynnik determinacji. Jezeli oprécz pytania o sile i kie-
runek wspélzaleznosci pytamy rdwniez, co sie stanie z wartosciami jednej ze
zmiennych, jezeli druga zmienna wzroénie lub zmaleje o jednostke, to wowcezas
zachodzi koniecznoéé wyznaczenia parametréw tzw, funkeji regresji.
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W dalszej czedci podrecznika skupimy si¢ na sposabie wyznaczania wspoét-
czynnika korelacji i funkeji regresji na podstawie szeregu szczegdtowego dwach
zmiennych *).

4.1.1. Wspétczynnik korelacji linowej Pearsona

W badaniach wyczerpujacych wspolczynnik korelacji liniowej (ry) defi-
niuje sie¢ nastepujaco:
_cov(z.y) (41)

gdzie:
5z 1 8y sa odchyleniami standardowymi zmiennej X i zmiennej Y, natomiast
cov(z,y) jest kowariancja (wspélna wariancja) zmiennych X i Y.
Kowariancja jest to mieszany moment centralny rzedu drugiego dwdch zmien-
nych. Mozna ja takze okresli¢ jako srednig arytmetyczna wartodei charaktery-
zujacych wspdlzmiennosé obu zmiennych. Kowariancja wyraza. sie wzorem:
1N
cov(z,y) = 5 Do~ )~ 7). (42)
i=1
Przy zalozeniu, ze odchylenia standardowe zmiennych X i Y, sa odpowiednio
rowne:

AF
1 _ 1 _
S2= 4|7 Z(ﬁri -T)%, sy =. N Z(yi -7)%
i=1 =1
wzor (4.2) mozna zapisaé¢ w postaci:
‘\f
&2 (zi =Ty - 7)
oy = i1 (43)

N N
N CEEINE DIk
=1 =1

lub po pomnozeniu licznika i mianownika przez N w postaci:

S (@i~ 2~ 7)
i=1 (4.4)

"1Czytelnika zainteresowanego sposobem wyznaczania korelacji w oparciu o szeregi roz-
dzielcze odsylamy np. do pracy K. Zajac, Wykiady ze statystyki. AE w Krakowie, Krakdw
1995.
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Wspdlczynnik korelacji moze przyjmowaé wartosci z przedzialu [-1; 1]
W sgytuacji, gdy warlosé wspdlczynnika wynosi 1, to korelacja pomiedzy zinien-
nymi jest doskonala dodatnia, gdy —1 o korelacji méwimy, ze jest doskonala
ujemna. Jezell natomiast wspdlezynnik korelacji przyhierze wartosc 0, to wow-
czas zmiennosé jednej zc zmiennych nie zalezy od zmiennosci drugicy ziniennej.
Wspolezynnik korelacji liniowe] stanowi podstawe do wyznaczenia wspot-
czynnika determinacji (REU) i wspolezynnika indeterminacji (S‘Qiy) Wspolesyn-
nik determinacji wynosi:

2 2 ;
Ry =Ty (4.5)
natomiast wspolczynnik indeterminacji:
2 2 2
ey = 1— Ry =175, (4.6)

Zardwno wspolezynnik determinaci, jak i indeterminacji po przemnozeniu
przez 100 mozna wyrazi¢ w procentach. Wowcezas wspoélczynnik determina-
cji informuje nas, w jakim procencie zmienno$¢ jedncj zmiennej (X lub Y)
mozna wyjasni¢ zmicnmoscig drugicj zmicimej (Y lub X). Obliczajac wspél-
czynnik indeterminacji dowiemy si¢, w jakimn procencie zmiennosé jeducy ze
zmiennych (Y lub X) nic zalezy od zmiennosci drugiej (Y lub X)), lecz od
innych czynnikéw.

Przyklad 4.2. DPonizsze danc ukazujy liczbe studentéw Akademii Ekono-
wiczne) w Krakowie oraz liczbg stanowisk komputerowych w latach 1990 —
1999.

Tab. 4.2. Liczba studentéw Akademii Ekonomicznej w Krakowie oraz
liczba stanowisk komputerowych w latach 1990 — 1999

. . ] Y
Lata | (liczba studentéw) | (liczba stanowisk komputerowych)
1990 1 A780 24
1991 2 4975 10
1992 1 3 7732 122
1993 | 4 9701 177
1994 | 5 12154 198
1995 | 6 14300 203
1996 | 7 15766 214
1997 | 8 17516 224
1998 | 9 18355 251
1999 | 10 18633 254

Zrodlo: Akademia Fkonomiczne w liczbach, op. cit.

Na podstawie powyzszych informacji ustalié site i kicrunck wspélzaleznosci
obu zjawisk. W tablicy ponizej zamieszczone zostaly wszystkic pomoenicze
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obliczenia konieczne do wyznaczenia wspélezynnika korelacji na podstawic
wzoru {4.4).

Tab. 4.3. Obliczanic wspotezynnika korelacji liniowej

: L Yi O L = w2 332

1 stud) | st kompy | TTT | VTV (€:=7)-(i—7)| (2:—T) (vi—7)
2 3 4 5 6 7 3
4780 24 [-7611,20 [-147,00[ 111881640 | 5793036544 2160900
4975 40 |-7116.20]-131,00 971522,20 | 5500002244 | 17161,00

7732 122 -4659,20 | -49,00 228300,80 21708144641 2401,00
9701 177 -2690.20 6,00 -16141,20 723717604 36,00
12151 198 -237,20 27,00 -6101,40 56263 84 729,00
14300 203 1908,801 32,00 61081,60 3643517411 1024,00
15766 214 337480 | 43,00 14511640 1138927504 | 1849,00
17516 221 5124,80 | 53,00 27161140 26263575,04 | 2809,00
18355 254 5963,80 | 83,00 49499540 35566910441 688900
18633 254 241,80 83,00 518069,40 38960067,21| 6889,00
123912 1710 0.00 0.00] 3787001.00 |257755317,60 (61396,00
Zrédio: obliczenia wiasne.
Wartosci $rednicj liczby studentéw oraz érednicj liczby stanowisk komnpu-
terowych obliczamy stosujge znany nam wzor na $rednig arytmetyczuy szeregu
szczegolowego:

M| S| @ ot =2 o | kx| eef vo| —| =

Y 123912
T — . — 12391,2
TN ; STV
oraz
10 1710

1
T o= = — = 171.
d NZH"‘" 10

Podstawiajac do licznika wzoru (4.4) sume wartosei 2z kolumny 6 oraz do mia-
nownika pierwiastek kwadratowy z iloczyndéw sum kolumny 7 i 8 ofrzymamy:

10
Xy — TNy — Y
Foy = ;( ey 3787001 = 0,951966
S T 10 © /257755317,6 - 61396 >
S @i—3 D (w-w)?
=1 =]

Obliczona wartoié wspdlezynnika korelacji wskazuje, ze pomigdzy badanymi
zmiennymi (liczby studentéw i liczba stanowisk komputerowych) istnieje wy-
soka dodatnia wspdlzaleznodéé, Wartodé wspolezynnika determinacji otrzyma-
my podnoszac do kwadratu wspéteszynnik korelacji:

RZ, =02, = 0,951966° = 0,90624  (90,624%).
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Po odjeciu od jednosci wspdlezynnika determinacji mamy wspotczynnik inde-
terminacji:

pa, =1—12,=1-0,90624 = 0,09376 (9,376%).

Z powyzszych obliczen wynika, ze zinienuodé jednej ze zmiennych (liczby stu-
dentéw lub liczby komputerdw) jest zalezna od zmiennosci drugiej (liczby kom-
puteréw lub liczby studentéw) w okoto 90,624%, natomiast w 9,376% zalezy
od innych czynnikéw nie ujetych w powyzszym badaniu.

Zbior realizacji obserwowanych zmiennych (X,Y') mozna przedstawic¢ row-
nicz graficznic, wykreélajac tzw. diagram wspolzaleznosci. Na rys. 4.1 zostal
przedstawiony wykres korelacyjny dla wariosci X 1 Y zestawionych w ta-
blicy 4.3.

300
250 Ao
200 . *

150
100

50

liczba stanowisk komputerowych

*
*

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

liczba s tudeniéw
Rys. 4.1. Wykres wspolzaleznosci pomiedzy érednim liczbg studentéw a liczby
stanowisk komputerowych
Zrédto: tahblica 4.2.

4.1.2. Funkcja regresji dwéch zmiennych

Czesto, oprocz badania sily i kicrunku wspdélzaleznoéei pomiedzy zmien-
nymi, wyznacza sie funkcje za pomoca, ktére] mozna aproksymowaé zalez-
nos¢ pomigdzy nimi. Funkcje taka nazywa sie funkcjq regresji, a jej paramctry
wspdlczyunikami regresji, Badanic moze prowadzié do okreélenia zaleznosdel Y
wzgledem X lub tez X wzgledem Y. Jezeli rozwazamy regresje Y wzgledem X,
to wowezas Y jest zmienng objasniang (endogeniczna), natomiast X zmienna
objadniajaca (egzogeniczna). Jezeli zostana odwrédcone role zmiennych i be-
dziemy badacé regresje X wrgledem Y, wowezas X okreslaé bedziemy mianem
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zmiennej objasnianej {endogenicznej), a Y zmiennej objaéniajacej (egzogenicz-
nej). Jednym z wazniejszych punktéw w procesie tworzenia funkeji regresji jest
wybor jej postaci analitycznej. W przypadku modelu z jedna zmienng obja-
$niajaca, wybér postaci funkeyjnej modelu jest stosunkowo latwy. Wowezas
podstawowa role odgrywa wizualna ocena wykresu wspélzaleznosei.

Sprawa wyboru postaci funkcji komplikuje sie, gdy w modelu wystepuje
wiecej niz jedna zmienna objasniajaca. Wowcezas, podcezas wyboru postaci
funkcji, oprécz algorytméw numerycznych, nalezy uwzglednié¢ réwniez wiedze
plynaca z innych Zrddel, takich jak np. makro- i mikroekonomia. Do najcze-
$ciej stosowanych w badaniach ekonomicznych funkeji naleza: funkcja liniowa
jednej zmiennej, funkcja liniowa wielu zmiennych, funkcja wykiadnicza, funk-
¢ja potegowa, funkcja logarytmiczna, funkcje Tornquista, wielomiany stopnia
drugiego i trzeciego oraz funkcje logistyczne*}.

W dalszej czesci tego rozdzialu poprzestaniemy na opisie sposobu wyzna-
czenia liniowej funkeji vegresji postaci:

y=azx+b (4.7)

Do wyznaczenia wartosci parametréw funkeji a i b wykorzystamy metode naj-
mniejszych kwadratéw (MNK). Jej nazwa wiaze sie z tym, ze podczas dopa-
sowywania linii do wartosci empirycznych, dazy sie do tego, aby suma kwa-
dratéw odchylen wartosci empirycznych y; od wartosci hipotetycznych (g;)
wynikajacych z funkcji regresji 9; = ax; + b, byla jak najmniejsza. Mozna,

zatem zapisac:
N

S (yi — )? = min. (4.8)

=1

Rzecz sprowadza sie zatem do wyznaczenia minimum funkeji f{a,d) postaci:

N N
fla.b) = Z(%‘ -§:)* = Z(yi — az; — b)*. (4.9)
i=1 i=1
W celu wyznaczenia minimum powyzszej funkcji nalezy ja zrézniczkowad
wzgledem o i b. Pierwsza pochodna funkeji wzgledem a i b wynosi odpowiednic:

af(a.b) al i
T — —2Zyi+21\()+20-zmi: (4‘10)

=1 2=l

")Wi@kszos'é tych funkeji powinna by¢ znana czytelnikowi ze szkoly sredniej. Funkcje te
zostaly opisane takze np. w: A. Goryl, Z. Jedrzejezyk, K. Kukula, J. Osiewalski, A. Walkosz,
Wprowadzenie do Ekonometrii w praykladach i zedaniach, Wydawnictwo Nankowe PWN,
Warszawa 1996, s. 23.
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M _QZg;tyi-{-szmz-l-ZG,Ziﬂ (411)

Po przyréwnaniu powyzszych funkql do zera i po odpow1edn1ch przeksztalce-
niach otrzymamy uklad réwnanh:

N N
Qyx Z zi + bny = Z Yiy
N =1 N 1'.}=V1
Qe fo + by:c in = iny,-.
=1 i=1 i=1

Z ukladu tego, stosujac dowolna metode rozwiazywania (np. metode podsta-
wiania), naleZy wyznaczyé parametry aye i bye:

N
xtzy‘i

N
> iy — =1 I\;’

(4.12)

N

H

Oye = = — (4.13)
N (Z xl)
ng _ \é=l
%
i=1 N
N
Zyi Zmz
byz = f:j:‘{ = Gyt N (4.14)
Wyrazenia (4.13) i (4.14) mozna tez przedstawi¢ w formie:
N
(@i — T -
i= S
ayx — 1 N = Twys_yv (4-15)
I
> (2 -7
=1
bye =T — ayeT. (4.16)

Postepujac analogicznie w przypadku liniowej funkeji regresji X wzgledem Y
otrzymamy parametry agy i by, funkcji regresji Z; = apy¥i + bay:

N
Z(%‘ — Ty —

= 8
Qry = =1 ~ = Tay— (4.17)

> (i —9)? ”
=1
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by =T — Gz, 7. (4.18)

Przyklad 4.3. Korzystajac z danych ujetych w przykladzie 4.2, oszacowaé
parametry liniowej funkeji regresji ¥ wzgledem X oraz X wzgledem Y.
Polozenie punktéw na diagramie korelacyjnym (zob. rys. 4.1) wskazuje na moz-
liwo$¢ dopasowania liniowej funkeji regresji. Wykorzystujac obliczenia zawarte
w tablicy 4.4, oraz wzory (4.15) i (4.16), otrzymujemy:

10

T —THY —T
;( i Yy —7) 3787001

%= 10 = 257755317, 6

> (e —7)?

i=1

=0, 0147

oraz
bye =¥ — Gyp® = 171 — 0,0147 - 12391,2 = —11,0544.

Zatem, funkcja regresji ¥ wzgledem X ma postaé: §; = 0,01469223%; —
11,05438874, a jej wykres przedstawia rys. 4.2. W analizowanym przykla-
dzie parametr ¢ informuje nas, ze jezeli liczba studentow wzrosnie o jednostke
(1 osobe), to wéwczas liczba komputeréw wzroénie srednio o 0,01469. Wynik
ten mozna zinterpretowad rowniez inaczej 1 stwierdzié, ze jezeli liczba stu-
dentéw wzrosnie o okolo 68 osbb, to wowczas liczba komputeréw powinna
wzrosnac o jedno stanowisko.

SUU e r—— aieetiee— = mme o= J . - .. _..l
g = 0,017 11,0504 |

250 |
|

]

200

150

100

liczba stanowisk komputerowych

e ..

[) - — - T ———

0 2000 3000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 2000
liczba studentow

Rys. 4.2. Funkcja regresji §i = aya®i + byz
Zrédle: opracowanie wlasne.

Natomiast parametr przesuniecia by, wskazuje, ile wynioslaby teoretycznie
liczba stanowisk komputerowych. gdyby liczba studentéw uczelni wynosita 0.
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Z uwagi na fakt, ze b w tym przykladzie jest mniejsze od zera jego interpretacja
staje sie niemozliwa.

Aby oszacowaé parametry funkcji regresji X wzgledem Y postaci &; =
Qzy¥i + bay, nalezy skorzystaé z wzordw (4.17) i (4.18) i wéwcezas otrzymamy:

AF

Y (@ -y -7 _ szsrom

== = = 61,681
1306~ oL 68156,

.
—

bry = T — a7 = 12391,2 — 61,68156 - 171 = 1843, 653.
Zatem funkcja regresji ma postaé:
Z; = 61, 68156y; + 1843,653.

Wartos¢ wspdlezynnika repgresii informuje nas, ze jezeli liczba komputerdw
wzrosnie o jedno stanowisko, to wowczas liczba studentéw zwiekszy sie érednio
o ok. 62 osoby. Drugi z parametréw, wyraz wolny, oznacza, ze teoretycznie w
przypadku, gdyby uczelnia nie dysponowala komputerami, liczba studentéw
powinna wyniesé ok. 1844 osoby.

Wykres wyznaczonej funkeji zostal przedstawiony na rvsunku 4.3.#

20000 U
18000
16000
14000
12000
10000
8000

6000

4000

2000

0

0 50 100 150 200 250 300

liczba stanowis k komputerowych

liczba studentéw

Rys. 4.3. Funkcia regresji &: = aayyi + boy

Zrédio: opracowanie wlasne.

Po wyznaczeniu funkcji regresji nalezy zbadaé, jak dobrze funkeja hipo-
tetyczna jest dopasowana do danych empirycznych. W tym celu nalezy wy-
znaczy¢ wariancje resztowa (s2) oraz odchylenie standardowe skladnika resz-
towego {s.).
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Jezeli rozpatrujemy funkcje regresji Y wzgledem X, to wéwcezas wariancje
resztowa obliczamy wedlug wzoru *):

N 2
> wi-9)?
S2(y/z) = iw— (4.19)
natomiast odchylenie standardowe skladnika resztowego:
Se(yla) = ‘/sz(y/r) = (4.20)

Odchylenie standardowe skladnika resztowego informuje, o ile $rednio (in plus
lub in minus) odchylaja sie wartosci empiryczne Y od wartosci hipotetycznych
okreslonych na podstawie funkeji regresji.

Dla funkeji regresji X wzgledem Y wariancja resztowa oraz odchylenie stan-
dardowe skiadnika resztowego, beda mialy postac:

N
D (wi—-2)
=1

2 g
oraz
Se(xfy) = V Sg(z/y} = (422)

Dokladnoéé oszacowania funkceji regresji mozna réwniez oceni¢ na podstawie,
wspomnianych juz wczesniej, wspolczynnikéw determinacii 1 indeterminacii.
Wspdlezynnik indeterminacji (gogm) funkeji regresji ¥ wzgledem X jest réwny:

N
Z(yi - 37)2
Z(yi -7
i=1

“IW przypadku, gdy badania maja charakter czesciowy, w mianowniku wyrazenia (4.19),
zariast N, podstawia sie n — &, gdzie n jest licznoscia préby, & - liczba szacowanych para-
metréw.

Pyz = (4.23)
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natomiast wspoiczyunik determinacii:

N
(3 — 9)°
1

Ry, =1-pl,=1-H—— (4.24)

>y - 7)
i=1

Analogicznie mozna zapisaé powyzsze wspolczynniki dia funkeji regresji X
wzgledem Y. Otrzymamy wowezas:

N
Z(x,‘ — i)z
I (4.25)

> (@ —m)?
=1

natoriast wspdélezynnik determinacji:

N
z(:zzi — )
y, =1 ag
R, =1-ph =1-2— (4.26)

> (w —7)?

i=l

Wspolezynnik determinacji informuje nas, jaka czedé zmian wartodei zmien-
nej objaénianej zostala wyjasniona, przez oszacowana funkcje regresji. Im
wspoélczynnik determinacii jest blizszy jednosci, tym funkeja regresji jest lepiej
dopasowana do danych empirycznych.

Wspblczynnik indeterminacii wskazuje natomiast, jaka czedé zmiennodci
zmicnnej objasnianc) nie jest wyjasniona przez zmiennosé zmiennej objadnia-
jacej (zmiennych objasniajacych) wystepujacych w funkeji regresji. Iim wartosé
wspolezynnika jest blizsza zeru, tym funkcja regresji jest lepiej dopasowana do
zmiennych empirycznych.

W celu zbadania dobroci dopasowania funkceji regresji ¢; = 0, 014692232, —
11, 05438874, w pierwszej kolejnosal nalezy podstawié do wzorn kolejne warto-
§ci zmienncj X i wyznaczyé wartosci hipotetyczne (zob. tab. 4.5, kolumna. 4).
W kolejnym kroku od wartodei empirveznycls odejmujormy wartodei teoretyczne
i podnosimy do kwadratu (kolumuny 5 i 6).



Wspdlzaleznosé liniowa dwoch zmiennych 81

Tab. 4.4. Badanie dobroci dopasowania funkcji regresji ¥ wzgledewn X

i PN PG o |9 | w9 | -9P
{liczba stud.) | {liczba stan. komp.) ; ’ -
i 2 3 4 5 6 7 |
1 4780 24 59,17 1-35,17 | 1237,24 | 21609,00
2 4975 40 62,04 (-22,04 | 485,74 | 1716100
3 7732 | 122 102,55 | 1945 | 378,46 | 240100
4 9701 177 131,47 | 45,53 | 2072,53 36,00
5 12154 198 167,52 3048 | 929,34 729,00
6 14300 203 199,04 [ 3,96 1565 [ 102400
7 15766 214 220,58 | -6,58 43,34 | 1849,00
8 17516 224 246,29 |-2229| 497,06 | 2809,00
9 18355 254 258,62 | -4,62 21,36 | 6889,00
10 18633 254 262,71 -8.71 75,79 | 6889,00
sumy 123912 1710 XXX | XXX | 5756,50 | 61396,00

Zrodio: obliczenia whasne.

Suma kolumny 6 po podzicleniu przez N = 10, pozwala na wyznaczenic wa-
riancji resztowej. Wyciagajac plerwiastek kwadratowy 2 wariancjl otrzymamy
odchylenie standardowe skladnika resztowego. Mamy wowczas:

N
2 1 5 5756,50
65('.‘//-1') ) F\r— Z(yt - '!/) = 1—0

; — 2 _ o
Se(y/z) = \/Se(y/a) = 2599271

Powyzszy wynik oznacza, ze warto$ci empiryczne liczby komputerow odchylaja
sie od wartosci hipotetycznych Srednio o £23,99 ~ 24 osoby.

Do wyznaczenia wspotezynnika determinacji i indeterminacji potrzebna
jest réwniez suina kwadratéow odchylen wartodei empirycznych zmiennej Y od
wartosci éredniej g (zob. kolumna 7 tablicy 4.5). Po podstawicniu do wzordw
(4.23) i {4.21) otrzymany:

= 575,65

oraz

N
Z(?h‘ - Q)Q
5 i=1 5756, 5 . o
= prr = b 9. u.’? tia
Gl = = " = 536 0,09376 (9. 376%)
Sy~
il

: 5756,5
Ca A 1~ 51306

= 0,90624 (90,624%).
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7 powyzszych obliczed wynika, ze w przeszlo 90,6% zmiennos¢ zmiennej ob-
jaénianej (liczba stanowisk komputerowych) wynika ze zmiennodci zmiennej
objasniajacej (liczby studentdw), natomiast 9,4% zmiennosci zmiennej obja-
$nianej jest uzalezniona od innych czynnikéw nie objetych badaniem. #

W podobny sposéb mozna zbadaé dobroé¢ dopasowania funkeji regresji X

wzgledem Y, wykorzystujac tym razem wzory (4.22), (4.25) i (4.26). Analize
taka zalecamy sumiennemu czytelnikowi jako jedno z zadan domowych.

4.2. Inne miary wspdtzaleznosci

4,.2.1. Wspdtczynnik korelacji dwuseryjnej

Jezeli jedna ze zmiennych jest zmienna ciggla (np. zmienna V), a druga
zmienna jest zmienna zero — jedynkowa (np. zmienna X), to do okreslenia sily
wspolzaleznoécl pomiedzy zmiennymi mozna wykorzystaé tzw. wspdtczyn-
nik korelacji dwuseryjnej (r4,) postaci:

Y1 — %o f Ny - Ny

= , 4.2
Td.zy 5y V N(N=-1) (4.27)

gdzie:
Ty — frednia arytmetyczna realizacji zmiennej Y, skojarzonych z realizacjami
zrmiennej X o wartosci 0,
71 — $rednia arytmetyczna realizacji zmiennej Y, skojarzonych z realizacjami
zinjiennej X o wartosci 1,
sy — odchylenie standardowe zmiennej V',
Ny — liczebnosé podzbioru zer,
Nj - liczebnosé podzbioru jedynek,
N = Ny + Ny
Przyklad 4.4. W celu zbadania wplywu uczestnictwa na wykladzie na
wyniki otrzymane ze sprawdzianu ze statystyki, poddano badaniu grupe 10
studentow. Pierwsza z cech oceniano na skali dwupunktowej w nastepujacy
sposoh:
X = { 1, gdy student byl obecny,
0, gdy student byl nieobecny,

natomiast druga z cech byla oceniana ua skali punktowej od 0 do 25 punktow.
Otrzymane wyniki zawarto w tablicy 4.5..

Czy istnieje wspdlzaleznosé pomiedzy wynikami ze sprawdzianu a abecno-
§cig na wykladzie?
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Tab. 4.5. Zaleznoéé mniedzy obecnoscia na wykladzie
a liczhg uzyskanych punktéw

Student (¢) | Obecnosé (z,) | Licgba punktéw (y;)
1 1 15.5
2 0 12
3 0 13
4 1 20
5 0 8
6 0 10
7 1 20,5
8 0 11
9 1 19
10 1 18

Zrédlo: badania wlasne.

W ponizszej tablicy zostaly wjete rachunki pomocnicze potrzebne do wy-
znaczenia wariancji i odchylenia standardowego zmiennej Y. Srednia liczba
punktéw wyniosla:

1
Y=N

10

150
E ;g = — = 1 .
i=1 v 10 °

Tab. 4.6. Obliczanie wspélczynnika korelacji dwuseryjnej

Student | Obeenosé | Liczba punktéw _ s
; i vi yi—7 | -9
1 2 3 4 5
1 1 15,56 0.5 0,25
2 0 12 K 9
3 0 13 -2 4
4 1 20 ) 25
E 0 8 7 49
6 0 10 -5 25
7 1 20,5 5,9 30,25
8 0 14 -1 1
9 1 19 4 16
0 1 18 3 5 |
suma 5 150 168,5 |

Zrédio: obliczenia wlasne.

Wariancja i odchylenie standardowe zmiennej Y wyniosly:

168, 5
_ 1885 e s

) 1 10
R S
sy - N ;(yl y) 1[}

Sy = V16,85 = 4, 1.
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Wartosel T 1 7y, N, Np, N1, obliczamy nastepujaco:

124124 8+10+14

§O_ 5 211'\4:
15,5+ 20+ 20,5+ 19+ 18
g 195+ +5, T0418 oo

Nog=N1=5=N=10

Zatem wspOtczynnik korelacji dwuseryjnej wyniesie:

o _To=@ [N No _186-114 35
dxy s, VNN -1 41 Vie.g 77

Uzyskany wynik swiadezy o bardzo duzym zwigzku pomiedzy obecnodcia pod-
czas wykladu, a liczba uzyskanych punktdéw podcezas sprawdzianéw kontrol-
nych.

4.2.2. Wspdiczynnik skojarzenia

Zaldézmy obecnie, ze obydwie zmienne X 1Y, to zmienne zero — jedynkowe.
Rozklad wartosci zmiennych oraz ich liczebnoéei przedstawia tablica 4.7.

Tab. 4.7. Rozktad wartosci zmiennych

Y _

0 1 z
x L0 £(0:0) f{0:1) f{0:0) + f(0:1)
1 f(L0) f(1:1) F(1:0) + f(1;1)

Y| f(0:0) + f(1;0) | £{0;1) + f(1;1) N

Zrédio: opracowanie wlasne.
W ostatniej kolumnie i w ostatnim wierszu tablicy zapisuje sie liczebnosci

brzegowe zmiennej X i zmiennej Y.
Wspolczynnik skojarzenia (Q;,) oblicza sie stosujac wzér:

F(0;0) - F(1;1) — £(0:1) - f(1:0) (4.28)

Qzy = F(0;0) - f(L; 1)+ F(0;1) - £(1:0)

Przyktad 4.5. 60 studentdéw regularnie przygotowywalo sie do zajeé ze ,,Sta-
tystyki”, a 40 nieregularnie. W grupie pierwszej egzaminy poprawkowe zda-
rzyty sie 10 razy w ciagu studiéw, a w drugiej az 30. Czy istnieje zwiazek
pomiedzy solidnoscia pracy i koniecznodcia poprawkowych egzaminéw? Pro-
sze uzasadni¢ odpowiedZ poshugujac sie odpowiednim miernikiem.
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Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

X =0, jezcli student zdal egzamin w pierwszym terminie,
X =1, jezcli student mial egzamin poprawkowy,

Y =0, jezeli student uczyl sie regularnie,

Y =1, jezeli student uczyl sie nieregularnie.

Tablica korelacji do przykladu 4.5 ma postaé:

Tab. 4.8. Rozklad wartoéci zmiennych do przyktadu 4.5

Y .

0 1 =

50 10 60

X 1 10 30 40
x> 60 10 100

Zrédlo: obliczenia wiasne.
Po podstawicniu do wzoru (4.28), otrzymamy:

J0;0) - 7L 1) — £(0;1) - £(1;0) 5030 —10- 10

me =

Otrzymany wynik $wiadezy o wysokiej dodatnic] wspdlzaleznodci pomiedzy
solidnoscig pracy, a terminem zdania egzaminu.

4.2.3. Wspotczynnik korelacji rang Spearmana

Wspolezynnik korelacji rang stosuje si¢ wowcezas, gdy wartodei cech mie-
rzalnych opisanych przez odpowiednic zmienne (ciggle lub skokowe) lub wa-
rianty cechy niemierzalnej, zostaly zastapione rangami, czyli kolejnymi lics-
bami. W sytuacji, gdy w rangowanym ciagu pojawiy sie takic same wartoscl
dla kilku jednostek, to wowczas wszystkim tym jednostkom nadaje sie taks
sama range wyznaczonga jako érednia arytmetyczna 7 rang przypadajacych na
te jednostki*). Na przykiad, jedli kolejne wartoéei zmienncj opisujacej hadane
jednostki statystyczne, wynoszg odpowiednio: 15; 16; 16; 16: 23; 25, to wow-
czas, przy zalozeniu, ze 1 oznacza najnizsza rangg, otrzymamy nastepujacy
cigg rang: 1, 3, 3, 3, 5, 6. Ranga 3 zostala wyznaczona jako $rednia arytine-
tyczna z rangi 2, 31 4, co daje (2+3+4)/3 =9/3 =3.

W literatwrze (zob. np. Steczkowski J., Zelias A., Stalystyczne metody analizy cech joko-
Sciowych, PWE 1081, s. 164) uzyskane ta metoda rangi nazywa sie ,rangami powigzanymi”
(ang. tied Tanks).
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Rangowanie slugy giéwnie porzadkowaniu jednostek statystycznych, czyli
ich przedstawieniu na skali porzadkowej. Jedyna relacja, jaka wéwczas zacho-
dzi pomiedzy porzadkowanymi obiektami to relacja poprzedzania i nastep-
stwa. Jednym z klasycznych przykladéw wykorzystywania skali porzadkowej
s3 oceny ucznidéw lub studentéw. Jezeli porzadkowanie odbywa sie ze wzgledu
na dwie cechy opisane przez dwie zmienne (X 1 Y}, to wéwcezas do zbadania
zgodnodcl nadanych ocen (rang) mozemy wykorzystaé nastepujacy wspdlezyn-

nik *):
N
6 d
i=1
Ts.:cy =1- N(:VTI)‘ (429)
gdzie:

d — rdznica pomiedzy rangami zmiennej X i Y,
N — liczba par obserwacji zmiennej X 1Y,

Podobnie jak klasyczny wspolezynnik korelacji liniowej, wspodlezynnik ko-
relacji rang przyjmuje wartoéci z przedziatu [-1;1]. Jezeli ry .y = —1, to ozna-
cza to pelng przeciwstawnosé uporzadkowan, gdy rsr, = 1, uporzadkowania
sa w pelni zgodne, natomiast, gdy 7s.y = 0, to méwimy o catkowitym braku
uporzadkowar.

Przyklad 4.6. Wykorzystujac dane z przykladu 4.2 wyznaczyé¢ wspdlezyn-
nik korelacji rang Spearmana pomiedzy liczba studentdw i liczba stanowisk
komputerowych.

W pierwszym kroku realizacjom zmiennych X i Y, przypisujemy rangi
w ten sposéb, aby najwicksza wartosé¢ otrzymata range 1, a najmniejsza war-
toS¢ range najwyzsza z mozliwych. W drugim kroku postepowania, obliczamy
kwadraty réznic pomiedzy rangami. Sposdb przypisania rang oraz sposéb ob-
liczania poszczegdlnych skladowych wzoru (4.29), prezentuje tablica 4.9.

Na podstawie wzoru (4.29) otrzymamy

N
6> d
i=1 -1 6-0

—=l - —1-0=1.
N(N2ZT) 10 - 990 0

Ts.Iy = 1 -

Zauwazmy, ze wspdlezynnik korelacji obliczony na podstawie powyzszego
wzoru oznacza korelacje zupelna. Réznica pomiedzy obliczonym wczesniej

W przypadku wystapienia ,rang powiazanych®, zaleca sie uwzglednienie podczas ob-
liczet poprawek modyfikujacych wzor 4.29. Sposéb postgpowania w takiej sytuacji zostal
opisany, np. w pracy wymienionej w poprzednim przypisie.
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wspoOtczynnikiem korelacji liniowej, a wyznaczonym obecnie wynosi zaledwie
niecale 0,05. Powodem takiej sytuacii jest to, ze podczas obliczania wspdlczyn-
nika korelacji rang Spearmana wykorzystuje sie dane przestawione na skali
porzadkowej. Skala ta, co juz stwierdzono w rozdziale pierwszym podrecznika,
nalezy do grupy slabych skal pomiarowych.#

Tab. 4.9. Obliczanie wspélczynnika korelacji rang Spearmana

I[ ; Zi Ui Rangi [ Rangi d 7
{liczba stud.) | (liczba. stan. komp.) | zmiennej X [zmiennej Y| |7

1 2 3 4 5 6 7

1 4730 24 1 1 0 0

2 4975 40 2 2 0 (0
3 7732 122 3 3 0 0
4 9701 177 4 4 0 |0
5 12154 198 5 ) 0 |0

6 14300 203 6 6 0 10
7 15766 214 7 7 0 1o
8 17516 224 8 8 0 0
9 183565 254 9 9 0 |0
10 | 18633 254 10 10 0 |0
sumy | 123912 1710 XXX XXX XXX| 0

Zrédio: obliczenia wiasne.

4.3. Wspétzaleznosc liniowa wielu zmiennych

4.3.1. Réwnanie regresji wielu zmiennych i korelacja wieloraka

W dotychezasowych rozwazaniach dotyczacych wspélzaleznosci zaklada-
lidmy wystepowanie dwdéch zmiennych. Obecnie zalozenie to zostanie rozsze-
rzone do przypadku, gdy badanin poddajemy & zmiennych, z ktérych jedna jest
zmienng objasniang a pozostale zmiennymi ohjaéniajgcymi. Jezeli zmienna ob-
“‘Jasniang ozuaczymy przez Y, a zmienne objasniajace przez X1, Xo,..., Xk, to
wéwezas liniowa funkcja regresji bedzie miata postaé:

Ui = ap + a121 + @222 + ... + QpTh- (4.30)

Jezeli liczbe zmiennych ograniczymy do dwdch X i Xy, to wéwezas réownanie
regresii zapiszemy nastepujaco:

U = ap + a1zy; + a2Ta;. (4.31)
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Po zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow, otrzymamy nastepujacy
uklad réwnan z trzema niewiadomymi:

¢ N N N
aglN + a3 Zfﬂli +az Zﬂ»‘m = Z Yis
i=1 i=1 i=1
N N N N
L2 o I ,

{ ay Z Ty + oy ZJ_,M + 3 Z.t LB T Z.Lliyh {4.32)
i=1 i=1 i1 i—1
N N N N

. er 2 .
Qg Z Toi +ay Z £de; + an Z Ll = Z L Ys

i=1 i=1 im1 o1

Po rozwigzaniu powyzszege ukladu rownan otrzymamy parametry rownania
ug, G1 1 a9,

Wygodnyin sposobem wyznaczania paramctrow [unkcji regresji jest me-
toda macierzowa, w ktdrej wektor parametréw fuukeji regresji (@) wyznacza
sie w oparcin o wzdr:

a=(XTxX)"'xTy, (4.33)
gdzie Y to wektor realizacji zmiennej objasnianej ¥ postaci:

r T
Y1

Y = , (4.34)
Ui

.
.

| YN i
X zmodyfikowana macierz realizacji smicnnych objasniajacych:
[ &1 ol

1 &y w2

X = S (4.33)
1@y 2o

1 zyn zon

natomiast @ jest wektoremn parametrow funkcji regresji:

an
a=|a |. (4.36)

a9
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Zauwazny, ze lewa strona ukladu réwnan (1.32) odpowiada iloczynowi ma-
cierszy XTX i wektora parametréw @, natomiast prawa sirona ukladu, to
XTX . Korzystajac ze wzoru (4.24), moina wyznaczy¢ wspélezynnik determi-
nacji Ré 21252 2 ktOTEgo po wyciggnigciu picrwiastka kwadratowego otrzymamy
wspoiczynnik korelacji (Ry 4,.,) pomigdey zmienng Y, a zmiennymi objasnia-
Jacymi X7 1 X2, Wspdlczyuuik ten okresla sie mianem wspoétcsynnika korelac)i
wielorakiej.

Przyklad 4.7. Ponizsze dane ukazuja liczbe studentéw (Y}, liczbe pracowni-

kow naukowo-dydaktycznych (X) oraz liczbe stanowisk komputerowych (X3)
Akademii Ekonomicznej w Krakowie w latach 1990 — 1999.

Tab. 4.10. Liczba studentdw, Liczba pracownikéw naukowo-dydaktycznych
oraz liczba stanowisk komputerowych w dzicsigeiu badanych okresach

Liczba Ticzba Liczba stanowisk
i studentow pracownikow komputerowych

Yi T o
1 . 4780 417 24
2 : 1975 163 40
3 : 73z 433 122
4 9701 487 177
5 12154 506 198
6 14300 518 203
7 15766 554 214
8 17516 563 224
9 18355 575 254
10 i 18633 594 254
SUMA 123912 5110 1710

Zrédlo: Akademia Ekonomicina w liczboch, op. cit.

Oszacowaé liniowa funkcje regresji § = ag + a121; + aoZz.
W analizowanym przykladzie macierze X i Y beda mialy postaé:

(1417 24 F 4780 ]
1 463 40 4975
1 433 122 7732
| 487 177 9701
1 506 198 12154
X=17 582010 Y= 1430
1 554 214 15766
] 563 224 17516
) 575 254 18355
1 504 254 | 18633 |
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Macierze X7 X oraz X7Y beda przedstawiaé sie nastepujaco:

10 5110 1710 , 123912
XTX = | 5110 2644622 914480 |, X7y = | 66144351
1710 914489 353806 24975953

Macierz odwrotna do macierzy X7 X wynosi*):
(XTXx)™! = —17622,98.
Mamy zatem:

a=(XTX)'XTYy

25,062401 --(,061569 0, 038009 123912 —17622, 98
= | —0,061562 0,000155 —0,000103 | - | 66144351 | = 48,95
0,038009 —0,000103 0,000084 24975953 29.25

Réwnanie funkceji regresji mozna, wiec zapisaé nastepujaco:
§; = —17622, 98 + 48, 95z1; + 29, 25:5;.

Majac funkcje regresji mozna wyznaczy¢ wspoOlczynnik determinacji oraz
wspdlezynnik korelacji wielorakie]. W tym celu musimy dokonaé kilku nie-
odzownych obliczen, ktére prezentuje tablica 4.11.

Wsapdtezynnik determinacji bedzic wynosit:

10
2= 9)° 8691088
2 — =1 2R 60K 0
R, . =1- =1 ez = 0.006282 (96,6282%),

10
> (s —3)?
i=1
Zatem, wspdlczynnik korelacji wielorakiej pomiedzy badanymi zmicnnymi wy-

niesie:
Ry oz = \/Rg‘rm = /0, 966282 = 0. 982996.

Wartosé obliczonego wspdélczynnika wskazuje na istnienie silnego zwiazku po-
miedzy zmienna Y (liczba studentdw), oraz zmiennymi jg objasniajacymi X,
i Xy (liczba pracownikéw naukowo-dydaktycznych i liczba stanowisk kompu-

terowych).#

Do wyznaczenia macierzy odwrotnej mozna uzyé np. metody wyznacznikowej. Zob.
ap. J. Kubala, . Smaga, T. Stanisz, Elementy algebry lintowej. PWN, Warszawa 1983,
s. 114. Mozna posluzyé sie réwniez jedna ze standardowych [unkeji programu Excel:
MACIERZ.ODW.
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Tab. 4.11. Wyznaczanie wspélezynnika determinacji

17516 16486,76 | 1029.24 | 10593450 01248 | 2626357504
18355 795164 ( 403,36 | 162700,9 5963.8 | 3556691044

10 18633 18881,65 | -248,65 61826,1 62418 | 38960067,24
SUMA | 123912 XXX XXX | 8691088,00 | XXX | 257755317,60 |

Zr6dio: opracowanie wlasne.

i Liczba
i studentéw i w8 | (-6 | vu-W (i = 7:)°
Yi

1 2 3 4 5 6 7

1 4780 3490,31 | 1289,69 | 1663305.0 | -7611.2 5793036544

2 4975 620992 | -1234,92 | 15250200 -7416,2 55000022 44

3 7732 714000 592,00 | 350464,5 | -4659.,2 2170814464

4 9701 113901.95 | -1690,95 | 2859316,0 | -2690,2 7237176,04
I3 12154 1293622 | -782,22 | 611863.6 -237.2 56263,84

6 14300 13669,84 630,16 397097,2 19088 3643517 44

7 15766 ! 15753,72 12,28 150,8 3374.8 11389275.04

8

9

4.3.2. Korelacja czgstkowa

Dla uproszezenia zapisu zaldézmy, ze zmienna objasniang Y zastapimy sym-
bolem 0, natomiast zmienne objasniajace X; i Xy, cdpowiednic symbolami 1
i 2. Uwzgledniajac nowe zalozenie mozemy zapisaé, ze:

Tyz1 = Tziy = T01 = 710, (4.37)

Tyzy = Taoy = T02 = 720, - {4.38)

Tryry = Tagey = 112 = 721, (4.39)

Tryizy = Togzg = Tyy = 11 = 722 =700 = L. (4.40)

Do wyznaczenia wartosci wspolezynnikdéw korelacji czastkowej niezbedna jest
znajomosé macierzy wspdlezynnikéw korelacji postaci:

Too To1 T02 1 7o1 702
R=|rypy rg 2| =]rmo 1 7m2|. (4.41)
T T2 T2 roo ro1 1

Wyznaczajac wartosci wspotezynnikéw korelacji czgstkowej wygodnie jest po-
siuzyé sie metodami rachunkn macierzowego. W przypadku, gdy analizujemy
tylko trzy zmienne mamy:
—R.. i
Tijh = —_—1 s (4.42)
iEtjy
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gdzie:

Tijx — wspOleeynnik korelac)i czastkowe] pomiedzy i-ta i j-ta zmienng, prazy
eliminacji wpltywu £-tej zmiennej,

Rij, Ry, Rj; — dopelniena algebraicze macierzy R,

1,7,k — moze prayjmowaé wartodei 1, 211 3.

Przypomnijmy, Zze dopelnieniem algebraicznym elewentu r;; macierzy kwa-
dratowej R nazywamy iloczyn wyznacznika macierzy powstale] z macierzy R
przez skreslenie w niej i-tego wiersza i j-tej kolumny oraz liczby (—1)"*7 (zob.
[10], 5. 109). W analizowanym przypadku trzech zmiennych, po wykonaniu
odpowiednich dzialafi mozemy zapisaé, ze:

— Ry To1 — ToaT12
v Roo R \/(1 — )1 — r7)
— Ry o2 — 71712
To2.1 = = . (4.44)
VRt \/ (1=r3)(1 - r])
-R-12 19 — 701705
T12.0 = - 2o {4.45)

VIt \/(1 — 31— rd)

Korzystajac 7 macierzy korelacji mozna réwniez wyznaczy¢ wartos¢ wspol-
czynnika korelacji wielorakicj (Ro.12). Stosuje si¢ wowezas wzdr:

Roz = \/ - = s (4.46)

Ryq \ 1-— 7‘f2 '

gdzie |R| jest wyznacznikiem macierzy korelacji.

Przyklad 4.8. Korzystajac z danych z preykladu 4.7, wyznaczy¢ wartodei ko-
relacji czastkowych oraz warto§é korelacji wielorakiej. Aby zbudowaé macierz
korelacji, musimy dokonaé kilku niezbednych obliczerl. Obliczenia te prezen-
tuje tablica robocza 4.12 na stronie 94. Korzystajac z nich, otrzymujemy:

cov(ry, xz) 4067, 9
Py =19 = T9] = 2 = = 0, 8982,
Taizy = Tapm = M2 T TR = T g T T B5R031 78, 3556
cov(xy,y) 282531,9
— . =T =g = = = 0,9627,
Ty = Ty TT0LT 0T T TG T T 57,8031 - 5076, 9609 '
cov{rs,y) 378700, 1 0,990
= = .,.()-_.

Tyes = Taay =702 =70 = T PTG T T 78,3556 - 5076, 9600
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Zatem, macierz korelacji bedzie miata postaé:

oo Tol To2 1, 0000 0, 9627 0, 9520
R= 0 T11 Ti2 - 0, 9627 1, 0000 0, 8932
reo o1 T2 0,9520 0,8982 1,0000

Z macierzy tej wyznaczamy wartosci korelacji czastkowych:

. ro—rogriz _ __0,9627-(0,9520-0,88) _ .
012 = = =40, ,
M —r2,)(1—r2,) (1—0,9520%)- (10,8982
T2 — To1712 0,9520 — (0, 9627 - 0,8982)
roz. = = — 0,7341,
NCEEITEL S /(1 —0,96277) - (1 — 0, 89827)
rig—rorer 08982 (0,9627-0,9520) _ ..

T -y V(L= 0007 (10,9500

Korelacja pomiedzy liczba studentéw uczelni, a liczbg jej pracownikéw,
przy eliminacji wplywu liczby stanowisk komputerowych jest wysoka i wynosi
0,8. Podobna wysoka korelacje, wynoszacg 0,7341, zauwazyé mozna pomiedzy
liczba studentéw 1 liczba stanowisk komputerowych przy eliminacji wplywu
liczby pracownikéw naukowo-dydaktycznych. Niska korelacja ujemna (-0, 277)
wystepuje natomiast pomiedzy liczbg pracownikéw i liczbg stanowisk kompu-
terowych, przy eliminacji wplywn liczby studentéw.

Wspdlczynnik korelacji wielorakiej bedzie wynosit:

_[rdi -y — 2roroeria
Rp12 = 3

_/0,96272 40,9520 — 2 - (0,9627 - 0,9520 - 0, 8982)
T 1 — 0, 89822
= 0,982996.

Wspolezynnik ten swiadezy o wysokiej wspélzaleznosci pomiedzy liczbg stu-
diujacych studentéw, a zespolem zmiennych ja objasniajacych (liczba pracow-
nikéw naukowo-dydaktycznych i liczbg stanowisk komputerowych). #



Tab. 4.12. Wyznaczenie macierzy korelacji

Liczba | Liczba {Liczba

stu- { praco- | stan.
¢ | dentéw |wnikéw| komp. |21 [z2:~F2| 2:-TF |(z1i—F1)? | (22: —F2)? (wi=9)? (£1i=F1) (22: =F2) [{Z1:=F1) (4 =F) | (T2 =F2 ) (1. =F)

Y &1 T2q
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1] 4780| 417 24 | -94 | -147 |-7611,2) 8836 | 21609 [57930365,44 13818 715452,8 1118846,0
2| 4975| 463 40 | -48 | -131 |-7416,2| 2304 | 17161 (55000022,44 6288 355977.,6 971522,2
3| 7732 433 | 122 | -78 | -49 [-4659,2| 6084 2401 |21708144,64 3822 363417,6 228300,8
4| 9701 487 | 177 | -24 6 |-2690,2| 576 36 | 7237176,04 -144 64564,8 -16141,2
5| 12154| 506 | 198 -5 27 | 2372 25 729 56263,84 -135 1186,0 -6404,4
6 | 14300| 518 | 203 7 32 | 1908,8 49 1024 | 364351744 224 13361,6 61081,6
7| 15766 554 | 214 | 43 43 [ 3374,8( 1849 1849 |11389275,04 1849 145116,4 145116,4
8| 17516 563 | 224 | 52 53 | 5124,8( 2704 2809 [26263575,04 2756 266489,6 271614 4
9| 18355 575 | 254 | 64 83 | 5963,8| 4096 6889 |[35566910,44 5312 381683,2 4949954
10| 18633| 594 | 254 | 83 83 | 6241,8| 6889 6889 [38960067,24 6889 518069,4 518069,4
1123912 5110 |1710 0 0 0,00| 33412 | 61396 [257755317,6 40679 2825319,0 | 3787001,0

Zrédlo: obliczenia wiasne.

76

yoAunarmz pgouzsrezjodsm vZIeuyY P RIZPZOY



Analiza szeregéw Rozdzial
czasowych

Kazde zjawisko: spoleczne, ekonomiczne czy fizyczne wystepuje zawsze
w okreslonym czasie. Dos$¢ czesta kwestia badan statystycznych jest analiza
okreglonego zjawiska na tle uplywajacego czasu. Zmienng opisujacg czas naj-
czeéciej oznacza sie symbolem T, a jej wartosci odpowiednio #1,%9,t3,...

Przypomnijmy (z pierwszego rozdzialu podrecznika) ze ten typ szeregu
statystycznego, w ktorym momentom czasu lub jego okresom przyporzadko-
wane sa realizacje zmiennej (zmiennych) opisujacej badane zjawisko, nazywa
si¢ szeregiem czasowym {chronologicznym, rozwojowym lub dynamicznym).

Przedmiotem dalszej czesci tego rozdzialu bedzie sposob opisu i analizy
szeregow czasowych. '

5.1. Przyrosty i indeksy indywidualne

Wisréd przyrostéw rozrdznia sie:

— przyrosty absolutne,
— przyrosty wzgledne.

Przyrosty absoluine i wzgledne dziela sie na:

— jednopodstawowe (o stalej podstawie),

— lancuchowe,
Przyrost absolutny jednopodstawowy obliczamy wedlug wzoru:
Agt, = Yt — Yty (5.1)
gdzie:

y: — wartosé zmiennej Y w okresie badanym t,
Yi, — wartosé zmiennej Y w okresie bazowym.
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Okres bazowy moze byé dowolnie wybranym okresem ¢, dla t = 1,2,.., V.
Przyrost absolutny lancuchowy wyznacza sie w oparciu o wzér:

Biyjt-1) =Yt — Y1, (5.2)

gdzie:
Yy 1 -1 — wartodci zmiennej Y odpowiednio w okresach ¢1i ¢t — 1.

Przyrosty absolutne informuja, o ile jednostek zmienit sie {wzrdst lub zma-
lat) poziom zjawiska w okresie badanym ¢ w stosunku do okresu przyvjetego za
podstawe (t, lub ¢ — 1}.

Jezeli przyrost absolutny jednopodstawowy obliczany w okresie ¢, podzie-
limy przez warto$¢ zimniennej Y w okresie bazowym #,. to wéwczas otrzymamy
odpowiednio przyrost wzgledny jednopodstawowy:

ty ty

PYTR FAYY,
Sy, = LY 100 (%] = % £100 [%). (5.3)

Natomiast, jesli przyrost absolutny taficuchowy w okresie ¢, podzielimy przez
wartodé zmiennej ¥ w okresie ¢ — 1, to wéwezas dostaniemy przyrost wzgledny
laficuchowy:

—_ Ay
Sejemy = % - 100 (%] = % -100 [%). (3.4)

Badajac dynamike zjawisk mozna postuzyé sie takze indeksami indywidual-
nymi. Podobnie jak w przypadkn przyrostéw wyrézni¢ mozna dwa rodzaje
indekséw indvwidualnych:

— indeksy indywidualne jednopodstwowe,

— indeksy indywidnalne taticuchowe.

Pierwszy z nich - indeks indywidualny jednopodstawowy - obliczamy ze wzoru:

Yt =
Nise = = - 100 [%]. 5.
Tt/ty e (%] (5.5)

natomiast do wyznaczenia indeksu indywidualnego fancuchowego uzywa sie
wzoru: y
i
Yejg-1 = — - 100 [%]. (5.6)
Hi—1

Symbole uzyte w powyzszych wzorach majg identyczne znaczenie, jak w przy-
padku wzordw przyrostéw. Zauwaznyy. ze pomiedzy przyrostem wzglednym
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a indeksem indywidualiym, wyrazonych w procentach, zachodzy nastepujace
relacjc:
A’l"/"b = 6‘/’/6 + 100 [%]-. (5.7)

oraz
Teje-1 = 5t/t—1 + 100 [%)]. (5.8)

Wartosé indeksu wigksza od 100%, odpowiada wyzszemu poziomowl zja-
wiska (procesu) w okresic badanym w poréwnaniu z okresem podstawowym,
natomiast warto$¢ mniejsza od 100%, oznacza spadek wartoéci poziomu pro-
cesu w okresie badanym w pordwnaniu z okresem podstawowym. Na przykiad.,
jezeli warto$é indeksu indywidualnego tancuchowego wynosi 115%, to osnacza
to, ze w okresie £ w stosunku do okresu ¢ — | nastapit przyrost badanego zja-
wiska o 15%. Jezeli, natomiast indeks ten wynositby 95%, to oznacza to, ze
warto$¢ badanego zjawiska zmalala w okresie badanym w stosunku do okresu
poprzedniego o 5%.

Jezeli zachodzi kontecznosé okreslenia przecigtnego tempa zmian badancgo
zjawiska w calym objetym badaniem przedziale czasowym, to wéwezas mozna
postuzy¢ sie Srednig geometryczng 2 indekséw lancuchowych, Do tego celu
uZywa sie wzoru:

T = N Y21 Va2 Yagz - vy (5.9)
Inb (po jego przeksztalcenin) wzoru:

log va/1 + 10g 370 + 108 a5 + - .. + 108 Yayn-
N-—-1 :

log 7, = (5.10)
gdzie: N — liczba obserwac)i.

Srednia ta jest stosowana przede wszystkim w sytuacji, gdy zachodzi ko-
nieczno$é usrednicnia wartosel charakteryzujacych stosunki pomiedzy dwiera
wielkodciami. Przykladem takim sa wlasnie wartosei indckséw indywidualnych
tancuchowych. Srednia wartodé (¥,) indeksn () powinna posiadaé nastepu-
jaca wiasnosé:

1

Yn =11y (5.11)
ktorej nie posiada $rednia arytmetyczna.
Przyklad 5.1. Liczba zarejestrowanych bezrobotnych [w tys.| w Polsee, w ko-
lejnyveh miesiacach 2001 roku wynosita odpowiednio:

Tab, 5.1. Dane robocze do przykiadu 5.1
miesige I I {[iv] v VI VII[VIN] IX | X | XI [ XIf
liczba !
bezrobotuych
Zrédio: Rocznik Statystyczny 2002.

2836|2877 12899 | 287412841 | 2849 | 2872|2893 2920|2944 | 3022|3115
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Wyznaczyé wartosci prayrostow absolutnych i wzglednych oraz obliczy¢
wartosci indekséw indywidualnych. Wyznaczy¢ Srednie miesieczne tempo przy-
rostu bezrobocia.

Tab. 5.2. Tablica robocza

Przyrosty Przyrosty Indeksy f
absolutne wzgledne indwywidualne
Mie-| |Bezrobot- A
siac | t | ni “; tys. t ;/tzl Atpie-1)| Syun | Oepe—1 | Tegtn | Yese-1 | 108(Yese-1)
1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10
I |1 2836 - - - - [100,00% - -
I {2 2877 41 41 1.45%| 1,45% [101,45%(101,45%( 2,0062
IIT 3| 2899 63 22 12.22%0,76% |102,22%(100.76%| 2,0033
IV [ 4] 2878 42 21 |1.48%-0,72%[101,48%] 99,28% 1,9968
V| 3] 2841 5 =37 |0,18%-1,29%(100.18% 98,71% 1,9944
VI | 6| 2849 13 8 0,46%] 0,28% [100,46%|100,28%| 2,0012
VII | 7| 2872 36 23 [1.27%]0.,81% |101.27%[100,81%| 2,0035
VIIT| 8| 2893 37 21  [2.01%0,73% [102,01%[100,73%| 2,0032
IX |8] 2620 &4 27 12.96%]0.,93% [102,96%|100,93%| 2,0040
X |10] 2944 108 24 [3.81%]0,82% [103,81%|100,82%| 2,0036
XI |11} 3022 186 78 [6,56%| 2,65% |106,56%[102.65%| 2,0114
X1 12[ 3115 279 93 9.84%| 3,08% (109.84%(103.08%; 2,0132

Zrédlo: obliczenia wlasne. | =22 0408

Z powyzszych obliczen wynika, ze liczba bezrobotnych w grudniu w sto-
sunku do stycznia wzrosta o 279 tys. osdb (co stanowi 9,84%). Najwiekszy
wzrost bezrobocia przypad! na przelom listopada i grudnia. W grudniu liczba
bezrobotnych w stosunku do listopada wzrosta o 93 tys. osdb (2,99%). Spa-
dek liczby bezrobotnych o 21 oséb zanotowano na przetomie marca i kwietnia
oraz o 37 0s6b, w maju w stosunku do kwietnia. Sredni miesieczny przyrost
(tempo) bezrobocia wyznaczamy w oparciu o wzér (5.10) i otrzymujemy:

22, 0408
log 7, = = = 2,003705,

stad

5, = 10%903705 = 100, 8567.

Srednie miesieczne tempo wzrostu bezrobocia wynosi, zatem ok. 0,86%. Wy-
korzystujac wartosé obliczonej §redniej mozna sprawdzi¢, czy prawdziwa jest
wilasno$é (5.11). Otrzymamy woéwczas:

12 = y1 -7y = 2836 1,00856'" = 3114,7656.
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Otrsymana warto$¢ g1y jest ocena wartoéel yp2. Ocena ta jest obarczona ble-
dem wynoszgeyin:

Ayra = ihe — Y12 = 3114, 7656 — 3115 = —0, 2344.

Wielkos¢ blgdu oceny jest na pewno mniejsza niz w sytuacji, gdyby do uzy-
skania Sredniego przyrostu uzy¢ $rednicj arytinetycznej. Srednia arytmetyczna
indckséw indywidualnych lancuchowych bedzie wynosié:

1,0145 + 1,0076 + ... + 1,0265 + 1,0308

F = = 1, 00863
Y 11 , 008639,

natomiasi occena i blad oceny wyniosa:

12 = 1 - 75 = 2836 - 1,008639'! = 3117, 44,

Ay = §12 — y10 = 3117,4400 — 3115 = 2,44.

Z powyzszych obliczen wynika, zc $rednia arytmetyczua jest gorsza ocena Sred-
nicgo poziomu dynamiki badanego w tym przykladzie zjawiska.

5.2. Indeksy agregatowe

W wiclu przypadkach interesujemy si¢ zmianami okreslonych grup (agrega-
tow) zjawisk. Przykladem takich agregatéw moga by¢ koszyki débr czy uslug
zaspokajajacych okredlona grupe potrzeb. Wérdd agregatowych wskaznikéw
dyunamiki wyrdznia sie zwykle:

— agregatowy indeks wartosci,
— agregatowy indeks masy towarowej (ilodci),
— agregatowy indeks cen.
Agregatowy indeks wartodci jest stosunkiem sumy wartodci okreslonego agre-

gatn débr w okresic badanym do sumy okresloncgo agregatu dobr w okresie
podstawowym:

N
ZQ].; "PLi
=1

-{11} = ~

me.; - P
i=1

100 [%), (5.12)
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gdzie:

q1.. — iloé¢ dobra ¢ w okresic badanym,

qo.; — iloéé dobra ¢ w okresie podstawowymn,
714 — cena dobra ¢ w okresie badanyn,

py.; — cena dobra ¢ w okresie podstawowym.

Wartosé fego indcksu informuje badacza, o ile wzrosta wartoéé okreslonego
agregatu débr w okresie badanym w stosunku do ckresu podstawowego.

Aby dowiedzieé¢ sie, w jakiej czedei zmiana wartosci byta spowodowana
zrnlang cen, a w jakiej zmiang iloécl débr nalezy wyznaczy¢ agregatowe indeksy
cen 1 ilodcei.

Jednym z najczesciej stosowanych indekséw agregatowych cen jest indeks
cen Laspeyresa obliczany przy zalozeniu, ze ilosé débr pozostaje ustalona na
poziomie z okresu podstawowego. Oznacza to, ze ceny débr w obvdwu jednost-
kach czasu sg wazone iloéciami (masa towarowa} ddbr z okresu podstawowego.
Agregatowy indeks cen Laspeyresa wyznaczamy stosujac wzor:

N
ZQO.i "Pri
Ipp = Z——— 100 [%]. (5.13)

Z q0.i * P04

i=1

Wartos¢ powyzszego indeksu informuje nas, o ile procent wzrosnie lub zmaleje
- w okresie badanym — wartod¢ débr, na wskutek zmiany cen, przy zalozeniu,
ze ilog¢ dobr pozostanie na poziomic okresu podstawowego.

Inng propozycje indeksu agregatowego cen sformutowal Paasche zaklada-
jac, ze ilodé¢ sprzedanych lub skonsumowanych débr ksutaliowaé si¢ bedzic na
poziomie okresu badanego. Agregatowy indeks cen Paaschego opisuje naste-

pujgcy wzor:
N

ZG‘L:‘ *PLd

Ipp="Z—— 100 [%]. (5.14)

Z‘h.i “Poi
i=1

Wartosé indeksu wskazuje, w jakimm stopniu zmiana cen spowodowata zmiane
wartosé dobr w okresie badanym, jezeli ilosé débr zostanic ustalona na pozio-
mie z okresu badancgo.

Laspeyres i Paasche zdefiniowali réwniez indeksy agregatowe mierzace
wplyw zmiany masy towarowe] na wartosé sprzedawanych lub konsumowanych
débr. Jezeli cena dobr zostanic ustalona na poziomie okresu podstawowego, to
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wowezas otrzymamy agregatowy indeks iloéci Laspeyresa:

Z q1.i - Poi
i=1

= -100 [%). (5.15)
Z qo.4 " Po.i
i=1

L=

Indeks ten informuje badacza, w jakim stopniu zmiana wartosci débr w okresie
badanym zalezy od zmiany ilodci débr, przy zalozeniu, ze ceny tych débr beda
na poziomie z okresu podstawowego.

Jezeli zatozvmy staloéé cen na poziomie okresu badanego, to wéwezas
otrzymamy agregatowy indeks ilosci Paaschego:

N
Z 914" P

Ip=5—— 100 (%], (5.16)
Z%.z‘ “Pri
=1

ktéry informuje nas, w jakim stopniu zmiana ilosci débr spowoduje zmiane
wartosci dobr w okresie badanym, jezeli zalozymy, ze ceny débr sa na poziomie
z okresu badanego.

Majac indeksy Laspeyresa i Paaschego agregatowe mozna wyznaczy¢ in-
deksy cen i iloéci Fishera:

Ipp=+Ipr Ipp, (6.17)

oraz
Ipp =11 Iqp. (5.18)

Wyznaczajac wartosei powyzszych indeksow dowiemy sie, ile wynosil sredni
wzrost lub spadek cen oraz iloéci rozwazanego agregatu débr.

Przyktad 5.2. Ceny oraz liczby shuchaczy na czterech kierunkach studiéw po-
dyplomowych, jednej z wyzszych uczelni, w roku akademickim #5 (2000/2001}
oraz w roku ¢; {2001/2002) przedstawia tablica 5.3.. Na podstawie tych danych
obliczy¢ i zinterpretowad agregatowy indeks wartosci oraz agregatowe indeksy
Laspeyvresa, Paaschego i Fischera.
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Tab. 5.3. Liczba stuchaczy oraz cena studidw w okresie pod-
stawowym £y | okresie badanym ¢,

2000/2001 (1g) | 2001/2002 (t;)
Kierunek studiéw (z) | go. 0.2 g1 Pl
1 31 [ 4000,00 [ 40 | 4200,00
2 37 [ 4000,00 [ 11 | 4 300,00
3 73 | 4100,00 | 102 ] 4400.00 |
4 36 [ 400000 [ 39 | 4100,00 |

Zrodlo: badania wlasne,

Tab. 5.4. Obliczenia pomocnicze do przykladu 5.2

200072001 2001/2002
to) (t1)
Kicrunek
Stu(di)é“’ Go.i Pui q1.i M @aPLi | Go.Poa | QoaPls | 91.4P0.
i
1 31 [4 000,00 40 |4 200,00 168000 1 124000 | 130200 | 160000
2 37 (400000 41 |4 300,00 176300 [ 148000 | 159100 { 164000
3 73 (4 100,00] 102 |4 400,00| 448800 | 299300 | 321200 | 418200
4 36 |4 000,00 39 |4100,00| 159900 | 111000 | 147600 | 156000
suma [ XXX | XXX (XXX | XXX (953000715300 758100 | 888200

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wykorzystujac obliczenia pomocnicze zestawione w tablicy 5.4. oraz od-
powiednie wzory otrzymamy:

agregatowy indeks wartosci:

4
Z g1 Pl

I,=21——— 100 |%] =
ZQO.i - Po.
=1

Wartos$é nslugl wzrosla w okresie badanyni, w stosunku do okresu podstawo-
wego o 33,23%.

— agregatowe indeksy cen Laspeyresa:

4
Z qo.i * P1i

i=1

7H8100
_ — C —_— -
Trr =73 100 %) = 775300
Z 0.1 - PO
i=1

Przy przyjeciu liczby stuchaczy z okresu podstawowego na wskutek zmiany
cen — wartoéé ustugi wzrostaby w okresie badanym érednio o 5,98%.

953000
715300

-100 [%] = 133,23 [%).

- 100 [%) = 103,98 [%].
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—- agregatowe indeksy cen Paaschego:

4
> quipri

Ipp=—— 100 %] =

EE:QLi'POi
i=1

Przy przyjeciu liczby sluchaczy z okresu badanego na wskutek zmiany cen —
wartos$é ustugi wzroslaby w okresie badanym $rednio o 6,10%.

953000
898200

-100 [%] = 106,10 [%).

— agregatowy indeks iloSci Laspeyresa:
4

Z Q1.i°Po.i
Ip= i=1

4
Z 4o.; * Po.i
=1

Jezeli przyjmiemy ceny za studia z okresu podstawowego, to wéwczas na wsku-
tek wzrostu liczby studentéw — wartoéé ustugi wzrosnie érednio o 25,57%.

898200

+100 [} = 715300

- 100 [%] = 125,57 [%].

— agregatowy indeks ilosci Paaschego:
4
Z i PlLs
Iq.P =&

T4
Z q0.: " P14
=1

Jezeli przyjmiemy ceny z okresu badanego, to wowczas na wskutek wzrostu
liczby studentéw ~ wartoéé ushagi wzrosnie érednio o 25,71%

953000

1100 %] = Z=270g

100 {%] = 125,71 [%).

— agregatowe indeksy Fishera:

Ipr=+/Tpy - Ipp = /105,98 - 106, 10 = 106,04 [%]

oraz

Ipp= /1,1 I, p=+/12557-125 71 = 125,64 [%].

W badanym okresie ceny studiéw charakteryzowaly sie $rednio wzrostem
0 6,04%, natomiast liczba studentéw wzrosta srednio o 25,64%.

Zauwazmy réwniez, ze pomiedzy indeksem wartosci oraz agregatowymi indek-
sami cen i iloéci zachodza nastepujace zwigzki:

I,=Ipp I,p =1,06101,2557 = 1,3323,
I,=Ipp I, p=1,05981,2571 = 1,3323.
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5.3. Wyznaczanie tendencji rozwojowych

Wyznaczenie tendencji rozwojowych sprowadza sie do eliminacji (stu-
mienia} wplywu wahan przypadkowych (losowych) oraz wahain okresowych,
Proces ten nagywa sie wygladzaniem szeregdw czasowych. Do podstawowych
metod wygladsania szeregow czasowych nalezg: metoda srednich ruchomych
(metoda mechaniczna) oraz metoda najmniejszych kwadratdw (metoda anali-
tyczna).

5.3.1. Metoda $rednich ruchomych

Metoda érednich ruchomych sprowadza sie do zastapicnia warto$ci empi-
ryczinych y1,y9, -, U, - - Yn odpowicdnimi Srednimi T;. Sposdb wyznaczania
dredniej zalezy od liczby okreséw, z ktorych jest ona wyznaczana oraz od tego,
czy liczba ta jest parzysta czy nieparzysta. Sredniz ruchoma dla nicparzystej
liczby okreséw — na przyklad trzech — oblicza sie nastgpujgco:

- wntiytuys
=
Go = Yo+ Y3+ 4
8 3 ‘ (5.19)
:_ Ye—1 T Yt T i+l
Yy = 3 -

Nieco trudniej wyznacza sig $rednia ruchoma w sytuacji, gdy liczba okre-
sow jest parzysta. W przypadku parzystej liczby okreséw pojawia sie problem
z przypisaniem nzyskanej wartosci Sredniej. Na przyklad, jezeli. liczba okreséw
wynosi 4, Lo wowezas plerwszy wynik obliczonej sredniej nalezaloby przypisaé
nie istnicjaccinu punktowi srodkowemu micdzy €2 it3. Aby uniknaé takicj sytu-
acji stosnje sie zabieg centrowania éreduich. Srednia ruchomy czterookresowy
centrowansg obliczamy wowczas nastepujaco:

101 1
Y3 = 1 [5791 ‘yo+uystys+ iys} ,
7 1[11 sy gs o }
1 = —_ — e N 5 J— ¥ .
Yo T gt T AT T oY (5.20)
_ 171 1
Y= g §yt—2+yf.—--l+yv‘-+yt+l+§yt+2 .

Przykiad 5.3. Kurs akcji Banku {landlowego S.A. w 21 kolejnyceh sesjach
gleldowych prezentuje tablica 5.5.
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Tab. 5.5. Kurs (cena zamknigcia) akeji Banku Handlowego S.A.

t Data | Kurs zamkniegcia || ¢ Data | Kurs zamkniecia
116.11.01 58,20 121 03.12.01 60,30
2 [ 19.11.01 58,60 13 | 04.12.01 61,00
3 |20.11.01 58,80 141 05.12.01 60,60
4 (21.11.01 59,00 151 06.12.01 60,50
5 1 22.11.01 59,10 16 ] 07.12.01 61,50
6 | 23.11.01 58,50 17 1 10.12.01 62,00
7 126.11.01 59,50 18 | 11.12.01 61,20
8 [27.11.01 60,00 191 12.12.00 61,00
9 |28.11.01 60,00 20 | 13.12.01 61,00
10 | 29.11.01 60,10 21 [ 14.12.01 61,00
114 30.11.01 60,20 - - -

Zrédlo: www:/ /penetrator.pl
Na podstawie powyzszych danych nalezy:

— wyznaczy¢ tendencje rozwojowa za pomoca sredniej ruchomej 3-okreso-
wej, 5-okresowej oraz 4-okresowej,

— przedstawié szereg empiryczny i szeregi wygladzone na wykresie.

Srednig ruchoma dla trzech okreséw obliczamy nastepujaco:

58,20 + 58,60 4+ 58, 80

Ty = : — 58,53,
58,60 + 58

bs = ,60 + ,380—!—59,00 _ 58,80,
58,80 + 59. 1

7. = + 59,00 + 59 0=58,97,

3

61,00 + 61,00 + 61,00

Yoy = hi * = 61, 00.

3
Obliczamy s$rednia ruchoma dla pigciu okreséw:

58,20 + 58, 60 + 58, 80 + 59, .1
by = + +58,80 +59,00 459,10 _ .o

5
58,60 + 58,80 + 59,00 + 59,10 + %58, 50
g = + 58,80 + 3 - +5 — 58,80,

_ 62,00 + 61,20 + 61,00 + 61,00 + 61,00
Yig = 5 = 61,24.
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Natomiast, érednig ruchomg 4-okresowa centrowana wyznaczmy nastepujaco:

1.58,20 + 58,60 + 58,80 + 59,00 + L - 59,10
1.58 60 + 58,80 + 59,00 + 59,10 + 3 - 58,50

g, = 2 y 2 2% %% _ 53,36,
1.62,00 +61,20 + 61,00 + 61,00 + L - 61,00

Tio = 2 6 * * T2 0 = 61, 24.

4

Te i pozostale wartosci érednich ruchomych zostaly zamieszczone w tablicy
5.6.

Tab. 5.6. Wygladzanie szeregu metoda érednich ruchomych

Data Cena zamkniecia Srednia. Srednia, Srednia
? (dd.mm.rr) Yt 3-okresowa | 4-okresowa | 4-okresowa centrowana
1 2 3 4 5 6
1] 16.11.01 58,20 = - -
21 19.11.01 58,60 58,53 - -
31 20.11.01 58,80 58,80 58,74 58,76
4| 21.11.01 59,00 58,97 58,80 58,86
5 22.11.01 59,10 58,87 58,98 58,94
6 23.11.01 58,50 59,03 59,22 59,15
7| 26.11.01 59,50 59,33 59,42 59,39
81 27.11.01 60,00 59,83 59,62 59,70
9| 28.11.01 60,00 60,03 59,96 59,99
10| 29.11.01 60,10 60,10 60,12 60,11
11| 30.11.01 60,20 60,20 60,32 60,28
12} 03.12.01 60,30 60,50 60,44 60,46
13| 04.12.01 61,00 60,63 60,52 60,56
14| 05.12.01 60,60 60,70 60,78 60,75
15| 06.12.01 60,50 60,87 61,12 61,03
16| 07.12.01 61,50 61,33 61,16 61,23
17} 10.12.01 62,00 61,57 61,24 61,36
18] 11.12.01 61,20 61,40 61,34 61,36
191 12.12.01 61,00 61,07 61,24 61,18
20| 13.12.01 61,00 61,00 - -
21| 14.12.01 61,00 - - -

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Zauwazmy, ze im Srednia ruchoma obliczana jest z dluzszego okresu, tym
nowy szereg wygladzony jest krétszy. I tak, przy sredniej ruchomej 3-okresowe;j
tracimy 2 obserwacje, 4- i 5-okresowej — 4 obserwacje, 7-okresowej, 6 obserwacji
itd.
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Szeregi empiryvezne 1 wyrdwnane mozna réwnics przedstawicé graficznie.

62~50 M e es s e s = =

62.00

61.50 é,‘ ,

61,00 | J’“ S
t v‘é,\'

60.50 o TEE

60.00 e

59.50 4

59.50 A

58.50 | /(‘ =

58.00 | —

cena zamknigcia

—&— Vv, —8—$rednia 3-okresowa —&— srednia S-okresowa srednia 4-okresowa

Rys. 5.1. Graficzna prezentacja wyznaczania tendencji rozwojowej metods érednich ru-
chomych
Zrédio: opracowanie wlasne.

Analiza powyzszego rysunku nasuwa wniosek, ze tendencja kursu bada-
nych akcji jest rosnaca i zblizona do liniowcj. Nicznaczne wahania $wiadcezg
0 oddziatywaniu czynnika losowego oraz o imnych przyczynach zaklocajacych
wzglednie réwnomierny przebieg rozwojit zjawiska w czasie. Mozna zatem pro-
bowad oszacowad postaé¢ funkcii liniowej opisujacej badane zjawisko. Funkcja
taka nosi nazwe funkeji trendu.

5.3.2. Metoda analityczna

Najprostsza spoéréd metod umozliwiajacych oszacowanie parametrow fun-
keji trendu jest metoda najmniejszych kwadratéw (poznana we wezednicjszym
rozdziale). Zatéimy, ze obrazem tendencji rozwojowej bedzie funkcja liniowa
postaci:

g = at + b,

gdzie:
t - zmienna czasowa t=1,..., N,
a, b — paramctry funkcji trendu.
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Stosnjac metode najmniejszych kwadratéw otrzymamy ukiad réwnan:

N N
ay t4+bN = Zgi,
=1 =1 (5.21)

N N N
aZt? + bZt = sz‘%a
ktéry nalezy rozwiazaé ze wzgledu na parametry a i b. Otrzymamy wowczas:

N N N
N> yt—y wy t
i=1 i =1

o= ‘ =, (5.22)

N N
doye—ay t
i=1 i=1
b= R
Parametr ¢ — nazywany wspélczynnikiem trendu - wskazuje, jaki jest prze-
cietny wzrost lub spadek badanego zjawiska w jednostce czasu ¢. Natomiasi
parametr b, okresla poziom badanego zjawiska w okresie (momencie) ¢ = 0,

Aby zmierzy¢ dobroé¢ dopasowania funkeji trendu mozna wykorzystaé od-
chylenie standardowe skladnika resztowego postaci:

(5.23)

N
Z(yt — )

7 : (5.24)

8 =

ktérego wartosé informuje nas o ile srednio beda si¢ odchylaé¢ wartosci empi-
ryczne szeregu od wartodei hipotetycznych, wyznaczonych w oparciu o funkcje
trendu.

Przyklad 5.4. Korzystajac z danych z przykladu 5.3 dopasowaé liniowa
funkcje trendu oraz zbadaé dobroé¢ dopasowania.
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Tab. 5.7. Wyznaczanie liniowej funkcji trendu

Cena
Data t zamkniecia yet t2
(dd.mm.rr) Y
1 i 2 3 4 5
t 16.11.01 1 58,20 58,2 1
19.11.01 2 58,60 1172 4
20.11.01 3 58,80 176 4 g
21.11.01 4 59,00 236 16
22.11.01 5 59,10 2055 25
23.11.01 G 58,50 351 36
26.11.01 7 59,50 416,5 49
27.11.01 3 60,00 480 1 64
28,11.01 9 60,00 540 81
29.11.01 10 60.10 601 100
30.11.01 11 60,20 662,2 121
03.12.01 12 60,30 723,6 144
04.12.01 13 61,00 793 169
05.12.01 14 60,60 848.4 196
06.12.01 13 60,50 907.5 225
07.12.01 16 61.50 984 256
10.12.01 17 62,00 1054 289
11.12.01 18 61,20 1101,6 324
12.12.01 19 61,00 1159 361
13.12.01 20 61,00 1220 ! 400
14.12.01 21 61,00 1281 441
z1 71 71 7
sumy | ¢=231{> y =1262.1] >yt = 14006,1| > wet” = 3311
=1 t=1 t=1 t=1
Zrédlo: obliczenia wlasne.
Podstawiajac do wzordw (5.22) i (5.23) otrzymamy, ze:
N N N
N t— 1 t
. ;yt ;J‘{; _21-14006,1 — 12621281 _
2 213311 — 2312 o ‘

N N
NY - (Z t)
i=1 =1
N N
dow-a) t

p = i=l =1 _ 1225,2
- N 21
Funkcja trendu bedzie miala postaé:

= 58, 34286.

9 = 0, 15974t + 58, 34286.
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Interpretujac parametry funkeji trendu nalezy stwierdzié¢, ze kurs akcji
Banku Handlowego S.A. charakteryzowal si¢ przecietnym wzrostem 0,16 zi.
To znaczy, jezeli przesuniemy sie w czasie o jedna sesje gieldows, to wowezas
kurs akeji wzrosnie érednio o 0,16zt Parametr przesuniecia (58,34 z1) wskazuje,
ile wyniesie sredni kurs akcji, dla ¢ = 0 (tzn. 15.11.01).

W celu zbadania dobroci dopasowania wyznaczonej funkcji trendu wy-
znaczymy wartosé odchylenia standardowego skladnika resztowego. Wszystkie
niezbedne obliczenia zawiera ponizsza tablica robocza.

Tab. 5.8. Wyznaczanie liniowej funkcji trendu

Data Kurs zamkniecia R . .
(dd.mm.rT) t e o ye =G | (e — )

1 2 3 4 5 6
16.11.01 1 58,20 58,5026 -0,30 0.09
19.11.01 2 58,60 53,66234 | -0,06 0,00
20.11.01 3 58,80 58,82208 | -0,02 0,00
21.11.01 4 59,00 5898182 | 0,02 0,00 |
22.11.01 3 59.10 59,14156 | -0,04 0,00 |
23.11.01 6 58,50 59,3013 -0.80 0,64
26.11.01 7 59,50 59,46104 | 0,04 0,00
27.11.01 8 60,00 59,62078 | 0,38 0,14
28.11.01 9 60,00 59.78052 | 0,22 0,03
29.11.01 10 60,10 5994026 0,16 0,03
30.11.01 11 60,20 60,1 0.10 0,01
03.12.01 12 60,30 60.25974 | 0,04 0,00
04.12.01 13 61.00 60,41948 0,58 0.34
05.12.01 14 60,60 60,57922 | 0,02 0.00
06.12.01 13 60,50 60,73896 | -0,24 0,06
07.12.01 16 61,50 60,8987 0,60 0,36
10.12.01 17 62,00 61,05844 0,94 0,89
11.12.01 18 61,20 61,21818 | -0,02 0,00
12.12.01 19 61.00 61,37792 | -0.38 0,14
13.12.01 20 61,00 61,03766 | -0,54 0,29
14.12.01 21 61,00 61,6974 -0,70 049 |
suma 231 1262,10 XXX [ XXX [ 3,553 |

Zrédio: obliczenia wiasne.

Wartosci empiryczne i funkcja trendu zostaty zaprezentowane na rysunku 5.2.
Warto$é odchylenia standardowego sktadnika resztowego wynosi:

L 21
Z(yt - ‘:‘;‘:)2

~ 3, 531048
s. =\ =2 % =\ =5 = /0, 168188 = 0,410107.
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Rys. 5.2. Graficzna prezentacja wyznaczania tendencji rozwojowe] metoda $rednich
r’uchomych
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Z powyzszego wynika, ze wartosci empiryczne notowan odchylaja sie od
wartosci hipotetycznych, wyznaczonych w oparciu o oszacowang funkcje tren-
du przecietnie o £ 0,41 zl. #

Sposréd metod shuzacych wygladzaniu szeregéw czasowych w literaturze
przedmiotu spotkaé¢ mozna réwniez tzw. metode wyréwnywania wyktadni-
czego. Zainteresowanych ta metody czytelnikéw odsylamy np. do pracy: J. Joz-
wiak, J. Podgorski, Statystyka od podstaw, [6] s. 312. Odrebna kwestia, istotng
zwlaszcza podczas analizy szeregow czasowych dlugookresowych, jest analiza
wahiail okresowych. Zagadnienia te sa jednak do$¢ szeroko omawiane w wiek-
szoscl podrecznikéw z dziedziny statystyki, eytowanych i wymienianych przez
nas w bibliografii. Jedna z pozycji moze byé np. przvtoczona powyzej praca:
J. Jézwiak i A. Podgoérskiego. Sposérdd innych na uwage zashuguja tez prace:
I. Bak, I. Mankowicz, M. Mojsiewicz, K. Wawrzyniak, Statystyke w zadoniach,
cz. I statystyka opisowa, [1] s. 209; W. Makué, D. Urbanek-Krzysztofiak, Me-
tody opisu statystycznego, [12] s. 239.
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Zadanie 1. W jednym z miast wojewddztwa Podkarpackiego zbadane licz-
be wypozyczen w Bibliotece Miejskie] w ciagu stu kolejnych dni roboczych.
Otrzymano nast¢pujace wyniki zestawione w tablicy:

Tab. 1
Dazien (i) Tf 23456 [ 718]9][10]
Liczba wypozyczei () | 199 [ 176 | 175 ( 117 | 196 | 266 ( 141 | 145 | 98 | 164
Dazien (i) 1121131415161 17 (18 (19| 20
Liczba wypozyczent () [ 160 | 234|196 } 138 | 136 | 236 | 224 | 212|172 | 161
Dzien (i) 2122023242526 27|28 {2930
Liczba wypozyczen (a;} | 178 | 200 { 201 | 163 | 134 { 203 | 227 | 142} 245 | 168
Dzieti (7) 3113273334 (3573637383940
Liczba wypozyczen (w;) | 162 | 168 [ 164 | 194 {232 | 147 | 176 [ 116 | 97 | 171
Dzieni (v) 41 [ 42 | 43 | 44 [ 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
Liczba wypozyczen (x,) | 160 | 170 | 118 | 141 | 156 | 251 | 155 | 134 | 169 | 100
Dziefi () 51 | 52 | B3 | 54 | BH | 56 | b7 | 58 | 59 | 60
Liczba wypozyezen (2;) | 128 [ 193 [ 148 [ 141 ] 104 | 160 [ 180 | 164 [ 170|136 ]
" Dzich (1) 61 {62 | 63 |64 [ 65| 66|67 |68[69]70
Liczba wypozyczen (ie;) | 141156 | 175 | 151 | 128 | 254 | 85 | 148 | 159 | 124
Dzien (i) 71172 |73 74| 75|76 L 7T | 78 | TY9 | 8O
Liczba wypozyczei {r;) | 90 | 1301{122 [ 178 | 178188 [ 132|175 73 (243
Dzien (4) V81 | 821 83| 84 | 85 {86 | 87 | 88 | 89 | 90
Liczba wypozyczen {(¢;) 1230|126 ] 143 | 125 | 107 ] 201|174 | 161 | 144 ) 121
Dzieh (i) 91 [ 9293 |94 | 95196 | 97 | 98 | 99 | 100
Liczba wypozyczen (x;) | 124 | 105 | 206 | 176 | 220 | 280 | 224 | 164 | 215 | 165

Zrodior badania wiasne.

Na podstawie powyzszych danych:

a) zbuduj szercg pozycyjny,

b) zbuduj szercg rozdziclezy punktowy,

c¢) zbuduj szereg rozdzielezy przedzialowy.

Zaprezentuj powyzsze szeregi graficznie i tabelaryceznie. Zinterpretuj wybrane
wartodcl olrzymanych szeregdw.

Zadanie 2. W celu ustalenia $rednich iniesiecznych wydatkéw zwigzanych
z uzytkowaniem telefonéw komorkowych w grupie 36 abonamentéw przepro-
wadzono badania ankietowe. Otrzymae dane zestawiono w tablicy LL. Na pod-
stawie powyzszych danych:

a) zbudnj szereg pozyeyjny,

b} zbuduj szereg rozdzielczy punktowy,

¢) zbuduj szercg rozdzielezy przedzialowy.
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Zaprezentuj powyzsze szeregi graficznie i tabelaryeznie. Zinterpretuj wybrane
wartoscl otrzymanych szeregow.

Tab. 11
g 112) 3 4 | 5] 6 7 8 9 10
Wydalki w z1 (z;) | 50 | 50 | 150 | 30 {40 | 150 | 80 | 50 | 70 | 120
4 11(22| 13 | 14 15| 16 | 17 | 18 | 1Y | 20
Wydatki wzt («¢;) | 80§ 30| 60 100120 | 35 | 50 } 40 | 50 | 50
i 21122 23 424 |25 261 27 | 28 | 29 | 30
Wydatki w 71 (z;) | 50 | 60 | 50 | 70 | 80| 75 | 110|150 | 150 | 35
i 31/32]33 |34 35|36 | ~ -
Wydatki wzt (z;) [40[ 80| 90 | 50 |40 ] 30 | - : - | -

Zrédio: badania whasne,

Zadanie 3. Badanicin objeto 50 punktéw malcj gastronomii obserwnjac liczbe
wydawanych positkéw. Otrzymane wyniki — w kolejnoéci ich zebrania — zesta-
wiono w tablicy IIL

Tab. ITI

41 | 52 | 46 | 42 | 46 | 36 | 44 | 68 | 38 | 44
49 | 48 | 48 | 65 | 52 | 50 | 45 | 72 | 45 | 43
47 | 49 | 57 | 44 | 48 | 49 | 45 | 47 | 48 | 43
45 1 56 | 61 | 54 | 51 | 47 { 42 | 53 | 41 | 45
58 | 55 | 43 | 63 | 38 | 42 [ 43 | 46 | 49 | 47

Zrédio: dane umowne.

Na podslawic powyzszych danych:

a) zbuduj szercg pozycyjny,

b) zbudnj szereg rozdzielezy punktowy,

¢) zbuduj szereg rozdzielczy przedzialowy.

Zaprezentuj powyzsze szeregi graficznic i tabelarycznie. Zinterpretuj wybrane
wartoscl ofrzymanych szeregéw.

Zadanie 4. Tablica IV prezentuje liczbe punktdéw otrzymanych ze spraw-
dzianu zc stalystyki, przeprowadzonego w trzech grupach kierunku Towaro-
znawstwo dnia 22. 11. 2002. Wykorzystujac zebrane dane:
a} przeksztalé szereg do postaci szeregu rozdzielezego punktowego,
b) na podstawie otrzymanego szeregu rozdzielezego wyznacs 1 zinterpretuj:
— dredniy arytmetyczna 1 odchylenie standardowe,
--mediane i modalna,
c) zbadaj symetrycznosé rozkladu ocen.
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Tab. IV
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Punkty (z;) | 23 | 19 | 16 | 10 [ 22 [ 18 [ 24 | 24 | 8 | 15
i 11 | 12 | 13 ( 14 [ 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Punkty (z;) | 20 | 18 | 20 | 13 | 20 | 20 | 9 | 28 | 15 | 17
[ 21 | 22 | 23 | 24 | 25 1 26 | 27 | 28 { 29 | 30
Punkty (2;) } 25 [ 10 [ 25 [ 26 | 28 | 17 | 20 | 21 | 20 | 23
¢ 31 | 32 [ 33 [ 34 [ 35| 36 | 37 | 38 [ 39 | 40
Punkty («;) | 29 | 18 | 23 | 22 | 24 | 19 | 22 | 15 | 26 | 22
i 41 | 42 | 43 ) 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
Punkty (2;) | 23 | 15 | 25 [ 16 { 17 [ 27 [ 29 [ 20| 30 | 24
i 51 | B2 [ 53 | 54 | 55 | 56 | 57 [ 58 | 5% | 60
Punkty {z;) | 28 | 23 [ 17 [ 23 [ 22 [ 13|29 [ 27} 9 | 18
i 61 | 62 | 63 | 64
Punkty {z;) | 26 [ 23 [ 20 [ 15

Zrédlo: badania wiasne.

Zadanie 5. Oceny z przedmiotu Mikroekonomia 20 studentéw kierunku Go-
spodarka Przestrzenna AE w Krakowie w roku akademickim. 2002/2003 przed-
stawialy sie nastepujaco: '

Tab. V

Student (z) 1 2 3 4 5 10
Ocena (2;) 4 3 3 3 2 4 5 5 3 |45
Student () | 11 | 23 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Ocena (z:) | 35 | 3 | 451 3 | 3 | 313 | 3 |35 4
Zrédio: badania wlasne.

=
-
[vs]
[(w]

Korzystajac z danych:

a) przedstaw powyzsze dane w postaci szeregu szczegdlowego uporzadkowa-
nego,

b) przeksztalé szereg do postaci szeregu rozdzielezego punktowego,

c) na podstawie otrzymanego szeregu rozdzielczego wyznacz i zinterpretuj:
— érednig arytmetyczng i odchylenie standardowe,
- mediane i modalna.

d) zbadaj symetrycznosé rozkladu ocen.

Zadanie 6. Tablica VI przedstawia strukture liczby punktéw otrzymanych
podczas sprawdzianu ze statystyki. Na podstawie danych zawartych w tablicy
wyznacz 1 zinterpretuj:

a) $rednia arytmetyczna i odchylenie standardowe,
b) mediane i modalng {analitycznie oraz graficznie).
Czy dla badanego przykladu mozna wyznaczy¢ wspélezynnik koncentracji?
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Tab. VI
Liczbha studentéw, ktorzy otrzyinali
J (g ;:g5] |wiecej niz x4y, lecz najwyzej uy j punktow
(1)
I (4; 8] 1
2 (8:12] 3
3 (12; 18 9
4 (16;20 14
5 (20:24 17
6 (24; 28 11
7 (28,32 8
snma, XXX 64

Zrddio: badania wlasne.

Zadanie 7. Strukture wydatkéw zwigzanych z uzytkowaniem telefondw ko-
moérkowych w grupie 36 abonamentéw przedstawia tablica VIL

Tab. VII
3| (zagi2q5) | vy (%)
1lo(19:41 | 27,78
2| (41:63] | 30,56
3| (6385 | 19,44

(85, 107] 3,56
(107:129] | 5.56
6 | (128;151) | 11,1

Zrodio: badania wiasne.

ST NN

Na podstawie danych:
a) zaprezentuj powyzszy szereg w postaci graficunej,
b) wyznacz srednia arytmetyczng i odchylenie standardowe.

Zadanie 8. W listopadzie 1999 roku zanotowano w Krakowie powierzchnie

dziesiecin mieszkan (typu M1) (z; [m?]) oraz odpowiadajace im ceny (y; [tys.

zl}}. Dane zebrano w tablicy VIIL.

Na podstawie danych:

a) narvsuj wykres wspolzaleznosci,

b) ocen kierunek i sile zwigzku pomiedzy badanymi cechami,

c) wyznacz réwnanie regresji liniowej 1 na jego podstawie oszacuj, ile bedzie
wynosila cena mieszkania o powierzchni 32 m?,

d} ocen dopasowanie modeln do danych rzeczywistych,

e) skomentuj otrzymane wyniki.
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Tabh., VIII

:; Powierzchnia | Cena
¢ | mieszkania x; Yi

[m?) [tys. zi]

1 16 69
2 18 73
3 20 59
4 24 77
) 25 74
6 29 82
7 35 81
8 39 83
9 40 103
10 50 129

Zr6dlo: badania wiasne.

Zadanie 9. Liczby szkél wyzszych 1 wartosci stopy bezrobocia w siedmiu
wybranych miastach odnotowane na koniec grudnia 2001 roku przedstawiaty

sie nastepujaco:

Tab. IX
Liczba szkét Stopa
MIASTA H wyzszych bezrobocia
Z'q W

Warszawa 1 62 5,10
Bialystok 2 8 13,30
Bydgoszez 3 8 11,70
Gdansk 4 12 10,10
Gorzéw Wlkp. | 5 3 15,40
Katowice 6 10 7,00
Kielce 7 8 15,00
Krakéw 8 18 8,10
Lublin 9 10 12,70
Bodz 10 17 17,80
Olsztyn 11 4 12,560
Opole 12 3 9.60
Poznan 13 20 3.60
Rzeszdw 14 4 9,50
Szczecin 15 14 11,00
Torun 16 3 13,70
Wroclaw 17 17 9,70 i
Zielona Gora | 18 1 1230 |

Zrédlo: Gtéwny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl)


http://www.stat.gov.pl

118 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Wykorzystujac powyzszy material statystyczny:

a) ocefi, czy istnieje zalezno$é¢ pomiedzy tymi wielkosciami? Jezeli tak, to
podaj jcj sile,

b) okredl, o ile w przyblizeniu zmieni si¢ stopa bezrobocia, jezell w micscie
powstanie jeszcze jedna szkola wyzssza?

¢) ocen dopasowanie modelu do danych rzeczywistych,

d) skomentuj uzyskane wyniki.

Zadanie 10. Emisja przemystowych zanieczyszezen powietrza (w tonach) oraz
liczba przestepstw stwierdzonych o zakonczonych postepowaniach prszygoto-
wawczych w 2001r. w szesnastu podregionach ksztaltowala sie nastepujaco:

Tab. X

Emisja przemyslo- | Przestepstwa stwierdzone

Podregion i | wych zanieczysz- | w zakofczonych postepo-

czen powielrza waniach przygotowawezych

Dolnoslyskic 1 20239 117002
Kujawsko - Pomorskie 2 12476 79154
Lubelskie 3 7196 64022
Lubuskie 4 4491 43656
bLédzkie 5 10339 85032
Malopolskie 6 14432 104470
Mazowicckie 7 13748 195651
Opolskie 8 7431 34397 |
Podkarpackie 9 4146 14802
Podlaskie 10 1969 34022
Pomorskie 11 4952 116646
| Slaskic 12 32805 178189
éwi@tokrzyskie 13 6230 36356
Warminsko - Mazurskie | 14 2233 60461
Wiclkopolskic 15 12433 116742
Zachodniopomorskie 16 7080 79487

Zréodio: Glowny Urzad Statystyczny {(www.stat.gov.pl).
Wrykorzystujac powyzszy material statystyczny:
a) ocen, czy istnieje zalezno$é pomiedzy tymi wielkodciami? Jezeli tak, to
podaj jej sile,
b) zbudu) model regresji liniowe;j,
¢} oceh dopasowanie modelu do danych rzeezywistych,
d) skomentuj uzyskane wyniki.

Zadanie 11. W 1999 roku zanotowano w podregionach nastgpujace wielko-
Sci emisji przemystowych gazowych zanieczyszezen powictrza (w tonach) oraz
ogolna liczbe zgondw wywotanych zapaleniem phuc lub oskrzeli:


http://www.stat.gov.pl
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Tab. XI

Emsja przemysfowych | Liczba zgondw wy-

Wojewddztwo i | gazowych zanieczysz- | wolanych zapaleniem

czell powietrza ptuc i oskrzeli

Doinoslaskie 1 109446 1089
Kujawsko - Pomorskie 2 786939 1017
Lubelskie 3 44349 902
Lubuskie 4 26490 345
Lédzkie 5 3805687 1813
Malopolskie 6 197381 1218
Mazowieckie 7 205280 2305
Opolskie 8 53864 259
Podkarpackie 9 31917 683
Podlaskie 10 16563 613
Pomorskie 11 54107 868
Slaskie 12 590133 1867
Swietokrzyskie 13 78116 666
Warminsko - Mazurskie ; 14 17460 473
Wielkopolskie 15 189647 1289
Zachodniopomorskie 16 95124 400

Zrodio: Giéwny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

Zbadaj istnienie wspdlzaleznosci pomiedzy obiema wielkosciami, Opisz liczbe
zgondéw jako liniowa funkcje emisji przemystowych gazowych zanieczyszczen
powietrza.

Zadanie 12. Liczba szkél wyzszych oraz liczba mieszkan oddanych do uzytku
w 2001 roku w wybranych miastach ksztattowala sie nastepujaco:

Tab. XII
‘ [ Liczba szkat | Mieszkania oddane |
Miasto v wyiszych do uzytku
M.st. Warszawa | 1 62 16278
Bialystok 2 8 1825
Bydgoszcz 3 8 1563
Gdansk 4 12 10838
Gorzdw Wikp. | 3 3 755
Katowice 6 10 521
Kielce 7 8 732
Krakéw 8 18 8517
Lublin 9 10 2573
Eédz 10 17 1652
Olsztyn 11 4 1245
Opole 12 3 322
Poznaf 13 20 3305
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Rzeszow 14 4 434
Szczecin 15 14 2259
Torun 16 3 1358
Wroctaw 17 17 5571
Zielona Gora 18 1 738

Zrodio: Glowny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

Zbadaj, czy pomiedzy zmiennymi wystepuje zaleznosé wykorzystujac:
a) wspotczynnik korelacji liniowej Persona,

b) wspolezynnik korelacji rang Spearmana,

c) poréwnaj otrzymane wyniki.

Zadanie 13. Ponizsze dane prezentuja ,wiek” samochodu osobowego pewnej
marki z; (w latach) oraz érednia cene y; (w tys. zt).

Tab. XIII
i) 2131 4 5 6 7 8 9 10 (11 12 | 13 | 14 | 15 [16(17
ui [50(45(35,1(32,3]27,1[26,2123,2]20,1[16,2[14[12.2]11.5] 105 115( 8
Zrodio: htlp:/ /whww.lrader.pl/pl/cenniki_uzywane

Wrykorzystujac powyzsze dane:

a) zbadaj sile i kierunek wspélzaleznoéci analizowanych zmiennych,

b} aszacuj paramctry liniowej funkeji regresji opisnjacej wplyw rocznika sa-
mochodu na jego cene.

Zadanie 14. Postanowiono zbadaé, czy istnicje zaleznodé pomiedzy powierz-
chnig mieszkania (typu M1}, a zainstalowaniem w nim telefonu. W tym celu
zebrano dane, klére zaprezentowano w tablicy XIV:

Tab. XIV o
;| Powierzchnia mieszkania y; [m?] { Telefon
16
18
20
21
25
29
35
39
40
10 50
Zrédlo: badania wlasne.

D Ce| ~I) | O | 0| B = =

H R Z R 2 Z| =22 Z



http://www.stat.gov.pl
http://whww.trader.pl/pl/cenniki

Zadania do samodzielnego rozwiazania 121

Posiugujac sie odpowiednig miarg statystyczng ocefi stopief zaleznodei bada-
nych zmiennych. Skomentuj otrzyvmane wyniki.

Zadanie 15. Szcécdziesigh samochoddéw poddawanych bylo regularnym prze-
gladom techniczuym, a w czterdziestu samochodach przeglad byl wykouy-
wany bardzo rzadko. W grupie pierwszej awarie zdarzyty sie 10 razy w ciggu
roku, w drugiej az 30. Czy istnieje zwigzek pomigdzy przegladem technicz-
nym i liczbg awarii? Uzasadnij swoja odpowiedZ postugujac sie odpowiednim
miernikiem.

Zadanie 16. Ponizsza tablica przedstawia liczhe bydla (w czerweu 2002,
w tys. sztuk). liczbe trzody chlewnej (w lipcu 2002, w tys. sztuk) oraz liczbg
loch przeznaczonych na chéw (w lipcu 2002, w tys. sztuk) w poszczegolnych
wojewddztwach,

Tab, XVI
[Ticzba loch | Trzoda chlewna| Bydlo _1
Wojewddziwa () (z1:) {(22:)
w tys. szt. w tys. szt. w tys. sut.

Doino$lgskie 52,1 502.7 1335
Kujawsko-Pomorskie 250,8 2358,9 410.5
Lubelskic 139,5 1434 8 438,1
Lubuskie 29.1 271.2 66,6
Lddzkie 132,7 1389,1 450,8
Malopolskic 63,3 519.9 288,1
Mazowicckie 209,2 2007,1 913,6
Opolskic 758 797.1 132,7
Podkarpackie 35,4 3479 2040 |
Podlaskic 95,4 963.4 6812 |
Pomorskic 104,8 1028 4 199.6
Slaskie 38,8 370,5 140,9
Swictokrzvskie 51,7 3914 208.7
Warmihsko-Mazurskie 82.9 813,1 392.3
Wielkopolskie 4740 4866,7 723,1
Zachodniopomorskie 72,8 645,2 1178
suma 1910,30 18707 ,40 5501,50

Zrédlo: Giéwny lh‘zﬁd Statystyczny {(www.stat.gov.pl).

Na podstawic powyzszych danych wyznacz:

a) wspoltezynniki korelacji czastkowej,

b) parametry rownania regresji wielorakiej typu: y; = ag + aiz; + aax9;,
c) wspoOtcsynnik korelacji wielorakiej.

Zinterpretuj uzyskane wyniki hczbowe.
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Zadanie 17. W okresie od 1990 roku do 2000 roku Bezposrednie inwesty-
cje zagraniczne (X;), Ekport ogdlem (X2) oraz Naklady inwestycyjne ogdlem
(X3) ksztaltowaly sie, w cenach stalych z roku 1990, nastepujaco:

Tab. XVII
) i} X3
Rok 1 ¢ ' e $) | [min ZLP} | [min ZLP|
1990 | 1 111,00 | 14321,60 | 11531,00
1091 | 2 549,00 | 1490340 | 991,00
1992 | 3 | 123600 | 1318660 | 252,03
1993 | 4 | 161900 | 14143,10 | 74526
1994 | 5 | 170200 | 1724010 | 774945
1995 | 6 | 256200 | 9750490 | 546860
1996 | 7 | 6230,00 | 24439,80 | 983101
1007 | 8 | 6560,00 | 2575130 | 1170110
1098 | O | 10064,00 | 38225,90 | 1315609
1999 | 10 | 8262,00 | 2740740 | 1368921
3000 | 11 | 1047900 | 2879620 | 1347132

Zrédlo: Panistwowa Agencja Inwestycji Zagranicznych.
Wyznacz i zinterpretuj wspoteczynniki korelacji czastkowej.

Zadanie 18. W okresie od stycznia do wrzesnia 2002 roku liczba zarejestro-
wanych bezrobotnych w Polsce wynosita odpowiednio:

Tab. XVIII
Miesiac | Bezrobotni (w tys.)

I ' 3253

I1 3278
111 3260
v 3204

v 3065
VI 3091
VII | 3105
VIII 3106
IX 3113

Zrédlo: Gléwny Urzad Statystyczny (www stat.gov.pl).

W oparciu o powyzsze dane:

a) wyznacz przyrosty bezwzgledne lancuchowe,

b) wyznacz przyrosty bezwzgledne jednopadstawowe, przyjmujac za okres ba-
zowy styczenh 2002,

c) wyznacz przyrosty wzgledne fafcuchowe,

d) wyznacz przyrosty wzgledne jednopodstawowe, przyjmujac za okres ba-
zowy styczen 2002,
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e) wygladZ szereg czasowy wykorzystujac srednia ruchiorna trzyokresows,
f) wygladZ szereg czasowy wykorzystujac liniowe réwnanie trendu.

Zadanie 19. W poszczegdlnych miesigcach 2001 roku oddano do uzytku na-
stepujaca liczbe mieszkan:

Tab. XIX
2001 Mieszkania oddane do uzytku [tvs.] (z¢)

| 9,54
5 7,78
3 i 8.44
1 8,10 o
3 7,06
6 6,70
7 8,85
8 7,96
9 7,44
10 9,07
i1 10,31
12 14,73

SUMA 105,97

Zrodlo: Glowny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

Wykorzystujac powyzszy Szereg Czasowy:
a) wyznacz indeksy indywidualne tancuchowe,
b) wyznacz indeksy indywidualne jednopodstawowe, przyjmujac za okres ba-

Zowy styczen.

¢) wygladZ szereg metoda mechaniczng wykorzystujac do tego celu érednig
ruchoma czterookresows,
d) wygladZ szereg metoda analityczna (réwnaniem regresji).

Zadanie 20. W poszczegdlnych miesigeach 2001 roku przecigtne miesi¢ezne
wynagrodzenie nominalne brutto, w sektorze przedsiebiorstw lacznie z obliga-

toryjng sktadks na ubezpieczenia spoteczne (w zi) prezentuje tablica XX.

Wrykorzystujac szereg czasowy:
a) wyznacz przyrosty bezwzgledne jednopodstawowe, przyjmujac za okres ba-

ZOWY styczein,

b) wyznacz przyrosty wzgledne lancuchowe,
¢) wyznacz indeksy indywidualne jednopodstawowe, przyjnuijac za okres ba-

zowy styczen,

d) wygladZ szereg metoda mechaniczng wykorzystujac do tego celu srednig
ruchomg czterookresows,
e) wygladZ szereg metoda analitvezna dopasowujge liniowa funkcje trendu.
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Tab. XX
Przecigtne miesieczne wynagrodzenie no-
2001 | minalne hrutto w sektorze przedsigbiorstw
[21]

1 2069,29
II 207491
iIl 2149,13
v 2175,55
Vv 2163,44
VI 2148 44
VII 2198,50
VIIl 2192,41
IX 2217,55
X 2252,16
X1 2302,46
XII 2474,11

Zrédlo: Gléwny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

Zadanie 21. W ciagu 30 kolejnych sesji gieldowych zanotowano nastepujace
kursy akcji Banku Handlowego:

Tab. XXI
Data Data
¢ (dd-mm-rr) | Kurs ¢ (dd-mm-rr) | Kurs
1 06-11-01 54,50 16 27-11-01 60,00
2 07-11-01 55,00 17 28-11-01 60,00
3 08-11-01 55,50 18 29-11-01 60,10
4 09-11-01 54,90 19 30-11-01 60,20
5 12-11-01 56,10 20 03-12-01 60,30
6 13-11-01 27,30 21 04-12-01 61,00
7 14-11-01 58,20 22 05-12-01 60,60
8 15-11-01 58,60 23 06-12-01 60,50

o

16-11-01 58,20 24 07-12-01 61,50
10 19-11-01 58,60 25 10-12-01 62,00
11 20-11-01 58,80 26 11-12-01 61,20
12 21-11-01 59,00 27 12-12-01 61,00
13 22-11-01. 59,10 28 13-12-01 61,00
14 23-11-01 58,50 29 14-12-01 61,00
15 26-11-01 59,50 30 17-12-01 62,50

Zrédlo: www.penetrator.com.pl

Przedstaw powyzszy szereg graficznie oraz:
a) wygladzZ szereg wykorzystujac srednig ruchoma pieciookresowa,
b} wyglad? szereg wykorzystujac érednig ruchoma oémiookresowa,
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¢) wyznacz parametry liniowej funkeji trendu typu y = at + b,
d) odpowiedz na pytanie, o ile przyrosty ceuy akeji w okresie od I do 10 sesji,
e) skomentuj otrzymane wyniki.

Zadanie 22. W okresie od 1990 roku do 2000 roku naklady inwestycyjne
ogotem (xy) ksztaltowaly sig, w cenach statych z roku 1990, nastepujaco:

Tab. XX1I
Rok ¢ @ [mln ZLP]
1990 1 11581,00
1991 2 9914,09
1992 3 8252,03
19933 4 7182.86
1994 5 774945
1995 | 6 8468.60
1996 7 9831.01
1997 8 11791,10
1998 9 13156,09
1999 10 13689,21
2000 | 11 13171,32

Zrédlo: Panstwowa Apencja Inwestycji Zagranicznych.
Przedstaw szereg graficznie i oszacuj parametry liniowej funkeji trendu. Zin-
terpretuj uzyvskane wyniki.

Zadanie 23. Przecietue ceny trzech artykuléw spozywezych (w zt) oraz wicl-
kos¢ dostaw (w tys. ton) w Polsee w 1995 i 2000 roku wynosity odpowiednio:

Tab. XXIII
1995 (1y) 2000 (¢))

. Wiclkodé dostaw Cena Wielkosé dostaw cena
1 Produkt. . ) .
q0.. Po.i 1.4 i
{1 maka 1823 1,07 2080 1,62
2 makaron 64,2 1.68 102 3,59
3 czekolada 49.9 1.60 112 2.448

Zrédlo: Maly rocziik statvstyezny Polskr 2002

Proyimujac jako okres podstawowy rok 1995, a okres badany rok 2000, oblicz
1 zinterpretuj:

a} agregatowe indeksy cen i1 wielkosei dostaw (Paaschego 1 Laspeyresa),

b) agregatowe indeksy Fishera,

c) agregatowy indeks wartosei.
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