FOLIA OECONOMICA CRACOVIENS SIA
Vol. LIl (2012) PL ISSN 0071-674X

podejscie statystyczne W metodzie dea
na przykdt+adzie jednoproduktowego modelu
bankera

ARTUR PREDKI

Katedra Ekonometrii i Badanh Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie
e-mail: predkia@uek.krakow.pl

ABSTRACT

A. Predki. Statistical approach in DEA on the example of single-product Banker's model. Folia Oecono-
mica Cracoviensia 2012, 53: 41-58.

In this paper idea statistical approach in DEA method on the example of the single-product
Banker's model is described. Its assumptions and following from them properties of the DEA
estimator of point value production frontier is presented. Selected problems are described, which
can be object of statistical inference on the base of this model. Methods of the testing are proposed
and the whole of considerations is illustrated by empirical example based on real data. Limitations
connected with accepted model's assumptions, selected estimation's and testing's methods are
given. Finally, importance of the model for development of the corresponding methodology is
described.

STRESZCZENIE

W pracy opisano idee podej$cia statystycznego w metodzie DEA na przyktadzie jednoprodukto-
wego modelu Bankera. Przedstawiono jego zatozenia i wynikajgce z nich wtasnos$ci estymatora
DEA wartosci funkcji produkcji w punkcie. Opisano wybrane problemy, ktére moga by¢ przed-
miotem wnioskowania statystycznego na gruncie tego modelu. Zaproponowano takze sposoby
ich testowania, ilustrujgc cato$¢ rozwazan przyktadem empirycznym opartym na danych rzeczy-
wistych. Podano réwniez ograniczenia zwigzane z przyjetymi zatozeniami modelowymi, wybrang
metoda estymacji i sposobami testowania. Na koniec opisano znaczenie jednoproduktowego
modelu Bankera dla rozwoju metodologii w tym zakresie.
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1. PODEJSCIE STATYSTYCZNE W METODZIE DEA

Klasyczna wersja metody analizy otoczki danych (DEA) ma charakter determini-
styczny. W analizie procesu produkcyjnego wyraza sie on przekonaniem, ze na
podstawie dostepnych danych, jesteémy w stanie skonstruowaé prawdziwy zbiér
mozliwosci produkcyjnych reprezentowany przez ktéry$ z wariantow technolo-
gii ptatami liniowej — zob. Predki (2006, 2012a). Tym samym, dla sytuacji jedno-
produktowej, mozna réwniez skonstruowac prawdziwg, kawatkami liniowg funk-
cje produkcji. Przyjeto wiec, iz miary efektywnosci technicznej, skonstruowane
na tej podstawie mierzg poziom efektywnoséci dokladnie. Jednak btedy w danych,
ich niepetnos¢, ciggta zmiennos$¢, czy brak istotnych informacji o procesie pro-
dukcyjnym moga przeciez wypaczy¢ uzyskane rezultaty.

W podejsciu statystycznym w metodzie analizy otoczki danych podcho-
dzimy wiec z duzg ostroznoscig do jakosci zebranych danych, a w konsekwencji
do wynikéw uzyskanych za ich pomocg. Owa niepewno$¢, zwigzang z danymi
empirycznymi i warto$ciami miar efektywnosci technicznej, prébuje sie tu opisy-
wac i wyjasnia¢ przy uzyciu odpowiednich modeli statystycznych. Rozwazane
modele zawierajg wiekszo$¢ zatozen deterministycznych obecnych w klasycznej
wersji metody, zob. np. Predki (2003), oraz zatozenia o charakterze stochastycz-
nym, ktoérych zadaniem jest opis wspomnianej niepewnosci, zwigzanej z danymi
oraz z uzyskiwanymi wartosciami miar efektywnosci technicznej. Wykorzysty-
wane modele majg zwykle charakter nieparametryczny bagdz semiparametryczny.
Wiaze sie to z postulatem, obecnym w deterministycznej wersji metody, by nie
wprowadza¢ arbitralnych zaleznosci analitycznych np. postaci granicy produk-
cyjnej. Przektada sie on rowniez na cze$¢ stochastyczng modelu, gdzie unika sie
z kolei zatozen o charakterze parametrycznym, dotyczgcych np. postaci rozkta-
dow zmiennych losowych wystepujacych w modelu. Jesli jest to niezbedne dla
uzyskania zgodnej estymacji miary efektywnosci czy silniejszego wnioskowania,
wprowadza sie odpowiednie zatozenia parametryczne. W dalszym ciggu jednak
posta¢ granicy produkcyjnej nie jest zadana analitycznie. Powstaje wtedy model
o charakterze semiparametrycznym.

W podejsciu statystycznym zaktada sie wiec, iz prawdziwa posta¢ zbioru moz-
liwosci produkcyjnych, a tym samym funkcji produkcji (dla przypadku jedno-
produktowego) nie jest znana. W konsekwencji nie znana jest réwniez prawdziwa
wartos¢ miary efektywnosci technicznej danej jednostki produkcyjnej. Deter-
ministyczna wersja metody DEA stuzy tu wtasnie aproksymacji prawdziwej po-
staci zbioru mozliwosci produkcyjnych oraz estymacji prawdziwej wartoséci miary
efektywnosci technicznej danej jednostki produkcyjnej. W niektérych modelach
wylicza sie rowniez mierniki rozproszenia zwigzane z niepewnos$cig dokonywa-
nej estymacji. Konstruuje sie np. aproksymacje przedziatdéw ufnosci oraz oceny
obcigzenia, czy wariancji zwigzanej z estymowanymi warto$ciami miar. Mozliwe
jest takze ogélniejsze wnioskowanie statystyczne zwigzane nie tylko z warto-
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Sciami miar, ale z wiasnosciami i charakterystykami nieznanej technologii. Przy-
ktadowo testuje sie wypuktos$¢ zbioru mozliwosci produkcyjnych czy typ efektu
skali charakteryzujacy technologie. Dla sytuacji jednoproduktowej mozliwe jest
rowniez wnioskowanie dotyczgce wartosci innych charakterystyk procesu pro-
dukcyjnego.

Oczywiscie owa aproksymacja i estymacja jest odpowiedniej jakosci tzn. cha-
rakteryzuje sie okreslonymi wiasnosciami statystycznymi. Gitownie chodzi tu
o witasnos$¢ zgodnosci estymatorow miar efektywnosci technicznej ale nie tylko,
zob. Predki (2010a, 2010b). Sa to jednak duzo ,,stabsze" witasnosci niz te uzyski-
wane dla metod estymacji wykorzystywanych w modelach parametrycznych
procesu produkcyjnego, zob. Kumbhakar i Lovell (2000). Wynika to po czesci
z faktu, iz chcac dotrzymacé postulatu unikania arbitralnych zatozen o charakterze
parametrycznym, godzimy sie tym samym na model mniej informacyjny. Jednak
estymacja za pomocg DEA ,,przegrywa" z klasycznymi metodami estymacji typu
MNW czy MNK réwniez na gruncie wspomnianych modeli parametrycznych.
Sposob jej realizacji implikuje bowiem konieczno$¢ zatozenia wypuktosci zbioru
mozliwosci produkcyjnych oraz tzw. jednostronnego sktadnika losowego dla
uzyskania podstawowej witasnosci zgodnosci. W przypadku dwustronnych lub
ztozonych sktadnikéw losowych, czy gietkiej formy funkcyjnej w modelu, jak
dotychczas nie dowiedziono nawet zgodnosci tzw. estymatoréw DEA. Z drugiej
strony nalezy podkresli¢, ze estymacja za pomoca metody analizy otoczki danych
wartosci miary efektywnosci technicznej zachowuje wtasnos$¢ zgodnosci w przy-
padku wieloproduktowym i to bez koniecznosci znajomosci postaci analitycznej
funkcji transformacji.

2. MODEL JEDNOPRODUKTOWY BANKERA

Pierwszym chronologicznie modelem, stanowigcym podstawe podej$cia staty-
stycznego do modelowania zmiennosci danych w metodzie DEA, jest tzw. jed-
noproduktowy model Bankera, zaproponowany w pracy: Banker (1993). W lite-
raturze przedmiotu model ten nie ma nazwy wiasnej. Jednak ze wzgledu na jego
znaczenie dla rozwoju metodologii autor niniejszego opracowania proponuje
wprowadzenie okreslenia zwigzanego z nazwiskiem jego twadrcy.

Przyjmuje sie w nim, iz wytwarzany jest tylko jeden rodzaj produktu, co
umozliwia zapisanie odpowiednich zatozen za pomoca pojecia funkcji produkgcji.
To zas$ z kolei pozwala wykorzysta¢ pewne idee modelowania charakterystyczne
dla parametrycznych modeli statystycznych procesu produkcyjnego. Zaznaczmy
jednak wyraznie, iz jednoproduktowy model Bankera, w swej podstawowej wer-
sji jest modelem nieparametrycznym. Przypomnijmy bowiem po raz kolejny,
ze w DEA unikamy arbitralnych zatozen parametrycznych. Wprowadza sie tu
wprawdzie pojecie sktadnika losowego, jednak zatozenia o nim réwniez majg
charakter nieparametryczny.
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Przejdzmy teraz do szczeg6tow i przedstawmy odpowiednie postulaty. Zosta-
ty one przeformutowane i uzupetnione w poréwnaniu z pracg zrédtowag — Ban-
ker (1993), dla zwiekszenia czytelnosci i spéjnosci wywodu.

Pierwszy z nich jest zapisem zatozen obecnych w deterministycznej wersji
metody przy uzyciu funkcji produkcji.

zatozenie 1: Jednostki produkcyjne wytwarzajg jeden rodzaj produktu z m ro-
dzajow naktadéw i postuguja sie tag sama technologia reprezentowang przez nie-
malejacyg, wklestg funkcje produkecji g: X ~ R, gdzie X jest wypuktym i zwartym
podzbiorem R+0m

W praktyce zawsze mozna przyja¢ konkretne wielkosci ograniczajgce dany
zbiér naktadow X, co gwarantuje jego zwarto$¢. Wiasnosci zbioru X i funkcji g
zawarte w zatozeniu 1 implikujg ciggto$¢ granicy produkcyjnej (zob. Banker
(1993), przypis 4). Z kolei wiasnos$¢ ciggtosci g jest wykorzystywana w dowodzie
zgodnos$ci estymatora DEA.

Kolejne zatozenia maja charakter stochastyczny, opisujg sposéb generowania
obserwacji oraz modelujg niepewno$¢ zwigzang ze zmiennos$cig danych.

zatozenie 2: Dane sg ilosci uzytych naktadéw i wytworzonych produktéow
dla n producentéw w postaci proby | n= ((xj, yj) e XxR+,j = 1, ..., n) rozumianej
jako realizacja ciagu wektoréw losowych o tym samym rozktadzie.

Tak samo jak realizacje bedziemy oznacza¢ sam cigg wektoréw losowych.
Z kontekstu bedzie zawsze jasno wynika¢, ktérg interpretacje nalezy przyja¢. Po-
dobng konwencje przyjmuje sie w modelach regresyjnych, gdzie zmienng obja-
$niang i objasniajgce oznacza sie czesto identycznie jak ich realizacje.

W celu zapisania dalszych zatozen wprowadZzmy nastepujgcag definicje.

Definicja 1: Wyrazenie f = g(xj) - yj, bedziemy nazywa¢_/-tym odchyleniem
od granicy produkcyjnej.

W metodzie DEA rozwaza sie zwykle miary efektywnosci technicznej, jednak
ze wzgledu na nieujemny znak tego odchylenia i jego znaczenie w podobnych
modelach parametrycznych przyjmuje sie tutaj, iz jest on miarg nieefektywnosci
(por. Kumbhakar i Lovell (2000)).

Przedstawmy dwa kolejne zatozenia.

zatozenie 3. Odchylenia od granicy produkcyjnej sg zmiennymi losowymi
o tym samym rozktadzie, reprezentowanym przez gestos¢ f:

Vz < 0:f(z) = 0.

Zatozenie to implikuje w szczegdlnosci, iz znaki odchylen f sa nieujemne
z prawdopodobienstwem jeden. Odchylenie to jest wiec odpowiednikiem jedno-
stronnego sktadnika losowego w modelach parametrycznych. A to z kolei ozna-
cza, ze podwykres g obejmuje zaobserwowane dane.
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Zaltozenie czwarte daje mozliwos$¢ rozwazania wyrazen g(xj) i f niezaleznie,
co bardzo upraszcza ich estymacje.

Zatozenie 4: Dla dowolnegoj = 1, . . n, rozktad odchylenia f jest niezalezny
od rozktadu wektora ;.

W niektérych przypadkach bedziemy przyjmowac alternatywnie dodatkowe
postulaty.

Zatozenie 5. Gestos¢ f jest nierosngca dla z > 0 tzn.:
V0 < Z1 < Z2. f(Zj) > f(22).
Zatozenie 6: Odchylenia f sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, dlaj = 1, ., n.
Zatozenie 7: Wektor xj charakteryzuje sie gestoscig h:
VxeX: h(x) > 0.
Zatozenie 8: Dla dystrybuanty odchylenia f zachodzi warunek:
Vz > 0: F(z) > 0.

Parametrami podlegajacymi estymacji na bazie zdefiniowanego modelu bedg
wartosci g(xj), dlaj =1, ..., n. Liczba parametréw ros$nie tu wiec wraz ze wzro-
stem liczebnos$ci proby, w przeciwienstwie do modeli parametrycznych, gdzie
estymujemy wspdlny dla wszystkich obserwacji zestaw parametrow tworzacy
analityczng postac g.

Formalnie estymacje mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej wartosci g(xo), przy
ustalonym xoe X .

Definicja 2: Estymator DEA wartosci g(xo):
gDEA(x0) = max {y: 3Aj >0: x0> Z “= X,y <zZ *7~yj, Z"4 Ao = 1}.

Jest to jednoproduktowa wersja deterministycznego modelu z pracy: Banker,
Charnes i Cooper (1984). Od inicjatdbw autoréw tego zrédtowego artykutu nosi
on nazwe modelu BCC zorientowanego na produkty.

Za jego pomocg mozna tez estymowac odchylenie od granicy produkcyjnej,
czyli miare nieefektywnosci technicznej.

Definicja 3: Estymator DEAj-tego odchylenia od granicy produkcyjnej:

fj,DEA = gDEAX)) - Y.
Ze wzgledu na role miernika nieefektywnosci jakag petni odchylenie méwi sie
tu o jego estymacji, szczegdlnie w konteks$cie wniosku 1 (zob. tez Banker (1993),

s. 1268).
Przejdzmy teraz do witasnosci wprowadzonych estymatorow.
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Twierdzenie | : Estymator DEA jest estymatorem M NW wartos$ci g(xj), tzn.
wartoécie DEA)O) sgcoewigzaniemoptymalnym problemu:

n

max p  f(£)),

gdzie: f, g — spetniajg zatozenia 1-6 modelu Bankera.
Zapisujac w ten spos6b funkcje wiarygodnosci korzystamy juz oczywiscie
z zatozen 3,4 6.

Twierdzenie 2: Jesli spetnione sg zatozenia 1-4 oraz 7-8 to estymator gDEA(X0)
jest zgodny dla xo z wnetrza zbioru X, rozumianego w sensie topologicznym
— zob. np. Engelking (1976).

Wniosek 1: Przy zalozeniach jak w twierdzeniu 2, rozktad asymptotyczny es-
tymatora fj,DEAjest identyczny z rzeczywistym rozktadem odchylenia fj.

Twierdzenie 3: Je$li spetnione sg zatozenia 1-4 i 6 oraz F(0) < 1 to estymator
gDEA(X0) jest obcigzony.

Wiasno$¢ minimalnos$ci rozszerzenia estymatora DEA oraz zatozenie F(0) < 1
implikuje dodatkowo dodatni znak obcigzenia E[g(x0) - gDEA(x0)]. Méwi sie
wtedy, ze estymator ten jest obcigzony do wewnatrz (z ang. inward biased esti-
mator). Witasno$¢ minimalnos$ci rozszerzenia polega na tym, ze podwykres kaz-
dej funkcji produkcji spetniajacej zatozenia modelu Bankera zawiera podwykres
aproksymanty gDEA Dowody powyzszych twierdzen i wniosku zawarte sg w ar-
tykule Zrodtowym — Banker (1993).

Podsumowujac, jest to model procesu produkcyjnego, w ktérym spetnione
jest dla kazdej obserwacjij = 1, ..., n, klasyczne réwnanie:

y =9(x)- fj

Addytywny ijednostronny skiadnik losowy bedgcy odchyleniem od granicy
produkcyjnej petni role miernika nieefektywnosci technicznej obiektu j-tego. Jed-
nym, ze zrodet losowosci jest tu wiec nieefektywnosé procesu produkcyjnego.
Zwroémy jednak uwage, ze formalnie losowe sg réwniez wielkosci wchodzace
w skitad wektora naktadow xj. Oznacza to, ze granica produkcyjna nie jest deter-
ministyczna, ponadto przypomnijmy, iz nie jest ona zadana analitycznie. Brak
dwustronnego czy ztozonego sktadnika losowego Swiadczy o nie uwzglednieniu
innego zrédta losowosci jakim sg szoki zewnetrzne mogace wptywac na wielkosé
produktu. DEA jest tu metoda estymacji funkcji produkcji w punkcie, a przez
to posrednio réwniez odchylenia od granicy produkcyjnej. Dzieki temu mozliwe
jest uzyskanie zgodnej oceny tego miernika nieefektywnosci technicznej.
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3. ZASTOSOWANIA MODELU BANKERA

Rozszerzenie deterministycznej metody analizy otoczki danych i osadzenie jej
w szerszym konteks$cie modelu statystycznego, jako metody estymacji jego para-
metrow, miato na celu modelowanie zmiennosci danych i niepewnosci odnosnie
wartosci miary nieefektywnosci technicznej. Dzieki odpowiedniej konstrukcji
modelu przez Bankera mozliwe stato sie dowiedzenie, iz oceny miar nieefek-
tywnosci uzyskiwane za pomocag metody DEA majg okre$lone wiasnosci sta-
tystyczne. Nie mozemy jednak zapominac¢, iz model statystyczny stuzy przede
wszystkim celom wnioskowania statystycznego. Oméwimy teraz problemy, ktére
testuje sie w ramach jednoproduktowego modelu Bankera.

1. Testowanie istotnosci réznic pomiedzy dwiema grupami obserwacji.

Jesli podejrzewamy, ze grupa n jednostek produkcyjnych nie jest z jakiego$
powodu jednorodna (tzn. pochodzi z dwéch, réznych populacji) mozemy to
testowaé. Zaktadamy, ze owa niejednorodno$¢ przektada sie na istotne roznice
pomiedzy wartosciami miar nieefektywnos$ci obu grup. Testujemy wiec podo-
bienstwo rozktadéw wartosci miar lub istotnos$é r6znicy miedzy $rednimi warto-
$ciami miar z obu grup.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali

Jest to element weryfikacji modelu dotyczacy jednej z charakterystyk niezna-
nej technologii wyrazonej funkcjg produkcji g. Ustalenie witasciwego typu efektu
skali wptywa na postaé¢ funkcji produkcji, jest to wiec po czesci odpowiednik
testowania jej postaci analitycznej na gruncie modeli parametrycznych.

3. Testowanie specyfikacji modelu

Ustalenie listy naktaddéw istotnie wptywajacych na produkt i ogélnie na
technologie jest sprawg kluczowg dla wstepnej specyfikacji modelu. W mode-
lach parametrycznych réwniez testuje sie zestawy zmiennych objasniajacych,
bedgcych odpowiednikami naktadéw (metoda Hellwiga czy analizy graféw).
W naszym modelu nieparametrycznym, gdzie nie zadajemy analitycznie postaci
funkcji produkcji, jest to szczeg6lnie istotna kwestia. Tym wieksze znaczenie
majg bowiem wtedy przyjete do analizy zestawy nakladéw. Za pomoca metody
DEA testuje sie gtdwnie istotno$¢ uzupetnienia wyjsciowego zestawu naktadow
o nowe ich rodzaje.

Schemat testowania wszystkich omowionych probleméw jest podobny jak
w punkcie pierwszym. Mamy zawsze wyodrebnione dwie grupy jednostek pro-
dukcyjnych, w zwigzku z tym mamy réwniez odpowiadajgce im dwie grupy nie-
znanych wartosci miar nieefektywnosci technicznej. Obliczamy estymatory DEA
miary nieefektywnosci takze w podziale na grupy, ktére traktujemy jak dwie,
niezalezne grupy obserwacji. Nastepnie za pomocg odpowiednich testéw niepa-
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rametrycznych badamy podobienstwo ich rozktadéw empirycznych. Wykorzy-
stuje sie tu najczesciej test Kotmogorowa-Smirnowa, ale réwniez test Welcha czy
Manna-W hitney'a — zob. Banker, Conrad i Strauss (1986), Banker i Chang (1995).

Banker wprowadza tez do analiz testy parametryczne oparte na zatozeniu, iz
miara nieefektywnosci technicznej ma okres$lony rozktad parametryczny spetnia-
jacy zatozenia modelowe. Podobnie jak w modelach parametrycznych, rozwaza
sie tu zwykle rozktad wyktadniczy albo pétnormalny.

Autor uzasadnia swoéj pomyst odpowiednimi eksperymentami symulacyj-
nymi. W ramach symulacji znamy posta¢ funkcji produkcji g, a tym samym rze-
czywiste wartosci miary nieefektywnosci technicznej. Mozliwe jest wiec zliczanie
btedéw | i Il rodzaju popetnianych w poszczegélnych testach. Ich liczba stuzy
poréwnaniu skutecznosci odpowiednich testow. Uzyskane wyniki wskazuja, iz
zaproponowane testy parametryczne sa pod tym katem poréwnywalne z uzywa-
nymi zwykle testami nieparametrycznymi, a w niektérych sytuacjach dajg nawet
wyniki lepsze. Wykazuje on, iz odpowiednie testy sg rowniez konkurencyjne
w stosunku do innych testow parametrycznych, w ktérych metoda estymacji jest
skorygowana MNK (SMNK). Wyb6r SMNK nie jest przypadkowy, gdyz podob-
nie jak DEA jest to metoda estymacji wykorzystywana przy jednostronnych od-
chyleniach od granicy produkcyjnej.

Przyjecie parametrycznych rozktadéw odchylen oznacza jednak wprowa-
dzenie arbitralnych zalozen parametrycznych do modeli wyjsciowych. Nie sg
one bowiem w zaden sposob testowane. Mamy wiec model semiparametryczny,
czyli teoretycznie bardziej informacyjny. Wprawdzie eksperymenty symulacyjne
wskazujg, ze wnioskowanie moze by¢ wtedy silniejsze, ale pewnosci w tym za-
kresie mie¢ nie mozna. W ramach symulacji analizujemy przeciez jedynie wy-
brane przypadki, a nie wszystkie mozliwe. Szczegéty tych symulacji i uzyskane
wyniki dostepne sg w pracach Banker i Chang (1995) oraz Banker (1996). Jesli
chodzi o witasnosci statystyczne estymatora DEA, to sytuacja nie ulega zmianie.
W oparciu o nowe zatozenia nie wykazano bowiem jakich$ kolejnych witasnosci
statystycznych estymatora DEA (np. efektywnosci, nieobdgzonosd czy chocby szyb-
szej zbieznosci).

Szczegoty oraz pogiebiony schemat testowania zostang zilustrowane w cze-
§ci empirycznej pracy. Warto zaznaczy¢, ze idea modelowania zastosowana
przez Bankera ma swoje zrédta w bogatym dorobku zwigzanym z modelami
parametrycznymi procesu produkcyjnego, gdzie podobne struktury formalne
funkcjonuja juz od przetomu lat 60-tych i 70-tych ubiegtego wieku — zob. prace
zrodtowe: Aigner i Chu (1968), Timmer (1971), Afriat (1972), Richmond (1974),
Schmidt (1976). Granica produkcyjna jest w nich jednak zadana analitycznie
w postaci funkcji liniowej lub logliniowej parametrow wspolnych dla wszystkich
obserwacji. Ponadto w wiekszosci tych modeli jednostronny sktadnik losowy ma
rozktad parametryczny. Wyjatkiem jest model z pracy Aigneri Chu (1968), ktéry
ma charakter czysto deterministyczny.
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Wigksza informacyjno$¢ modeli parametrycznych umozliwia nie tylko obli-
czenie ocen miernikow nieefektywnosci o okreslonych witasnosciach statystycz-
nych, ale takze szersze wnioskowanie statystyczne. W jego skiad wchodzi:

— ocena charakterystyk rozproszenia miernikéw nieefektywnosci, ktéra z kolei
umozliwia konstrukcje odpowiednich przedziatéw ufnosci;

— testowanie hipotez dotyczacych wartosci tychze miar oraz charakterystyk
procesu produkcyjnego;

— weryfikacja zatozen modelowych.

4. OPIS WYKORZYSTANYCH TESTOW

W czesci empirycznej wykorzystamy przyktadowo trzy testy wspomniane w pra-
cach zrodtowych (Banker (1993, 1996)), preferowane przez autora opisanego mo-
delu.

1. Test Kotmogorowa — Smirnowa

Z testdw nieparametrycznych najwiekszg popularnoscig w pracach Bankera
cieszy sie test Kotmogorowa — Smirnowa zgodnosci rozktadu pewnej cechy X
w dwdch populacjach. Statystyka testowa ma tu postac:

gdzie Fi(.), dlai = Nj, N2 oznacza dystrybuante empiryczng cechy dla grupy ob-
serwacji pobranych z odpowiedniej populacji. Dzieki twierdzeniu Smirnowa roz-
ktad tej statystyki jest znany i stablicowany. Dla zadanego poziomu istotnosci a
odczytujemy wiec warto$¢ krytyczng KN Jesli K > K~ to hipoteze zerowg o zgod-
nosci rozktadéw cechy w obu populacjach odrzucamy, w przeciwnym razie nie
ma podstaw do jej odrzucenia. 2 2

2. Test parametryczny oparty na rozktadzie wyktadniczym cechy

Przyjmuje sie zatozenie, ze cecha w obu populacjach ma rozktad wyktad-
niczy o nieznanym parametrze odpowiednio Xj i A2. W takiej sytuacji testowa-
nie zgodnosci tych rozktadéw polega na testowaniu réwnosci Xj = X2 zawartej
w hipotezie zerowej. Ponownie pobieramy proby z obu populacji i obliczamy dla
nich wartosci cechy oznaczone odpowiednio przez Zj, ..., xNl orazylf = yN2 Sta-
tystyka testowa:
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przy przyjetym zatozeniu i prawdziwosci hipotezy zerowej ma rozktad F o parze
stopni swobody (2Nj, 2N2). Dla zadanego poziomu istotnoéci a odczytujemy wiec
wartos$¢ krytyczng Fa z tego rozktadu. Jesli FEXp > Fa, to hipoteze zerowg o zgod-
nosci rozktadéw cechy w obu populacjach odrzucamy, w przeciwnym razie nie
ma podstaw do jej odrzucenia.

3. Test parametryczny oparty na rozktadzie pétnormalnym cechy

Przyjmuje sie zatozenie, ze cecha w obu populacjach ma rozktad péinor-
malny o nieznanym parametrze odpowiednio i v2. W dalszym ciagu testo-
wanie przebiega analogicznie jak w poprzednim punkcie z tym, ze uzywa sie

statystyki:
F e w nrw,
: VZer/I\l

ktora przy przyjetym zatozeniu i prawdziwosci hipotezy zerowej o rownosci pa-
rametrow ma rozktad F o parze stopni swobody (Nj, N2).

Cechg bedgcag przedmiotem testowania jest odchylenie od granicy produk-
cyjnej, natomiast zasada podziatu na grupy bedzie zalezata od wybranego pro-
blemu bedacego przedmiotem wnioskowania statystycznego.

5. CZESC EMPIRYCZNA

Przejdziemy teraz do ilustracji wnioskowania statystycznego opisanego w czesci
trzeciej i czwartej pracy na przykiadzie empirycznym, opartym na danych rze-
czywistych z polskiego sektora energetycznego. Dane pochodzg z pracy: Osie-
walski i Wrébel-Rotter (2002) i dotyczg ilosci okreslonych naktadow oraz jednego
produktu 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni w latach 1995-1996. Za na-
ktady obiektow przyjeto:
— kapitat (wartos¢ brutto srodkéw trwatych liczona w zt);
— prace (liczba pracownikow);
— energie wsadu (liczong w TJ).
Jedynym produktem dziatalnosci jednostek jest wytworzona energia (liczona
w TJ). Jednostka energii jest tu teradzul (1GWh = 3,6TJ).

Powr6émy do probleméw badawczych opisanych w czesci trzeciej pracy.

1. Testowanie istotnosci réznic pomiedzy dwiema grupami obserwacji.
Potraktujemy zbiory mozliwosci produkcyjnych opisujgce technologie w la-
tach 1995 i 1996 jako dwie osobne populacje. Mamy dane po 32 obserwacje do-
tyczace kazdego ze zbioréw. Weryfikujemy hipoteze zerowa, ze technologia nie
ulegta znaczacym zmianom z roku 1995 na rok 1996. Zgodnie z omowionym juz
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Tabela 1

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla lat 1995 i 1996 (kol. 2-3),
statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki odpowiednich testow,
przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

0 £0,0EA 95 £, peAgs a =005 K-S EXP HN
1 0,00 0,00  semp. 0,375 1,054 1,198
2 0,00 0,00  w.kryt. 1,360 1,513 1,804
3 0,00 0,00  wynik HO HO HO
4 0,00 0,00
5 12891,58 14371,65
6 8403,69 8011,83
7 8986,75 7602,05
8 0,00 0,00
9 815,42 9464,38

10 9752,32  10412,27

1 0,00 0,00

12 7481,56 10754,48

13 8063,59 7484,73

14 387,24 0,00

15 0,00 0,00

16 3302,32 3514,79

17 3333,70 1593,46

18 0,00 0,00

19 342,39 490,47

20 474,32 92,39

21 4260,55 4107,72

22 6267,13 3467,75

23 0,00 0,00

24 1360,61 989,81

25 1359,38 1326,36

26 1953,60 1864,82

27 1658,23 675,16

28 739,74 0,00

29 0,00 0,00

30 0,00 0,00

31 0,00 0,00

32 0,00 0,00

Zrédio: obliczenia wihasne.
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tokiem rozumowania obliczamy wartosci estymatora DEA odchylen od granicy
produkcyjnej dla obu lat osobno i badamy podobienstwo ich rozktadéw empi-
rycznych za pomoca testéw oméwionych w czesci czwartej pracy.

Widoczne jest, iz wszystkie testy wskazujg na brak podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej (wiersz o nazwie ,wynik" w tabeli 1). Dochodzimy wiec do
konkluzji, ze wszystkie trzy testy potwierdzaja, iz technologia nie ulegta znaczg-
cym zmianom z roku 1995 na rok 1996.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali

Zweryfikujemy przyktadowo hipoteze, iz technologia w roku 1995 charakte-
ryzuje sie globalnie statymi efektami skali (szerszy przeglad probleméw z tego
zakresu bedzie dostepny w pracy: Predki (2012b)). W tym celu obliczamy naj-
pierw warto$ci estymatora DEA granicy produkcyjnej za pomocg danych z roku
1995, przy zatozeniu statego efektu skali ze wzoru:

gDEA(X0) = max {y: 3Aj>0: x0>Z =1 xj,y <Z *“=l-jyj},
a nastepnie odpowiednie oceny odchylen ze wzoru:

f o, CRS = gCRS(x0) - Yo,

dlao =1, ..., n. Uzyty indeks CRS pochodzi od nazwy Constant Returns to Scale.
Wz6r rézni sie od tego na gDEA(x0) jedynie brakiem warunku sumowalnosci
zmiennych Ajodo jednosci (jest to tzw. model CCR zorientowany na produkty).

Tym razem wyniki testowania nie sg zgodne. Wynik testu nieparametrycz-
nego sugeruje przyjecie zatozenia o globalnie statych efektach skali. Natomiast
testy parametryczne odrzucajg te hipoteze. Nie oznacza to jednak, ze wskazujg
one na zmienny efekt skali. Mogg bowiem wystepowacé réowniez tzw. globalnie
nierosngce lub niemalejace efekty skali — zob. np. Predki (2012b).

3. Testowanie specyfikacji modelu

Zweryfikujemy przyktadowo hipoteze, ze czynnik kapitatu ma nieistotny
wptyw na technologie w roku 1995. W tym celu obliczymy wartosci estymatora
DEA odchylenia dla wszystkich obiektow w dwéch wariantach. W pierwszym
zaktadamy jak dotychczas, iz wykorzystujemy do produkcji wszystkie trzy na-
ktady (wartosci foDEA). W drugim natomiast przyjmiemy, ze naktadami sg tylko
praca i energia wsadu (wartosci f o_kap).

Podobnie jak w problemie pierwszym, wszystkie trzy testy sugerujg przyjecie
hipotezy zerowej. Nie stwierdzono wiec istotnych réznic pomiedzy rozktadami
empirycznymi obu grup wartosci. Oznacza to, ze czynnik kapitalu ma nieistotny
wptyw na technologie w roku 1995i mozna go pomingg.
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Tabela 2

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy zatozeniu statych
i zmiennych efektéw skali (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki
odpowiednich testow, przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

0 £ 0.CRS £ a = 0,05 K-S EXP HN
1 26844,16 000 s.emp. 0,875 2,266 5,413
2 0,00 000  w.kryt. 1,360 1513 1,804
3 4884,65 000  wynik HO H1 H1
4 0,00 0,00
5 33538,23  12891,58
6 1653751 8403,69
7 16315,83 8986,75
8 150,86 0,00
9 6201,30 815,42

10 20964,13 9752,32

1 0,00 0,00

12 14431,85 7481,56

13 13291,97 8063,59

14 1767,34 387,24

15 0,00 0,00

16 3451,68 3302,32

17 3555,64 3333,70

18 0,00 0,00

19 409,21 342,39

20 1073,16 474,32

21 4884,84 4260,55

22 6407,43 6267,13

23 0,00 0,00

24 1374,56 1360,61

25 2069,52 1359,38

26 2185,35 1953,60

27 1845,60 1658,23

28 1431,14 739,74

29 314,30 0,00

30 952,21 0,00

a1 377,17 0,00

32 185,25 0,00

Zrédio: obliczenia wihasne.
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Tabela 3

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy réznych zestawach
naktadoéw (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki odpowiednich testéw,
przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

f o,DEA

0,00
0,00
0,00
0,00
12891,58
8403,69
8986,75
0,00
815,42
9752,32
0,00
7481,56
8063,59
387,24
0,00
3302,32
3333,70
0,00
342,39
474,32
4260,55
6267,13
0,00
1360,61
1359,38
1953,60
1658,23
739,74
0,00
0,00
0,00
0,00

f o,-kap
0,00

11722,80
0,00
0,00

12891,59

8733,13
9579,91
0,00
815,43
9792,43
0,00
7481,55
8073,88
387,25
0,00
6392,57
6954,77
0,00
342,38
6279,00
4342,29
7801,53
0,00
1360,61
4670,37
2093,74
1721,40
1791,49
125,88
0,00
1406,15
0,00

Zrédio: obliczenia wihasne.

a = 0,05 K-S EXP HN
s.emp. 0,750 1,402 1,495
w.kryt. 1,360 1,513 1,804
wynik HO HO HO
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6. UWAGI KRYTYCZNE

Przeprowadzajagc powyzsze elementy wnioskowania musimy mieé¢ Swiadomos¢
pewnych ograniczen i stabosci, ktére zwigzane sg z wybranym sposobem testo-
wania oraz wiasciwosciami samego modelu. Ze wzgledu na to, iz estymator DEA
odchylenia jest jedynie estymatorem zgodnym nalezy pamieta¢, ze wszelkie
przeprowadzone testy majg charakter asymptotyczny. Potrzebna jest wiec przy-
najmniej kilkudziesiecioelementowa grupa obserwacji. Szczeg6lnie wymagajacy
jest pod tym wzgledem test Kotmogorowa-Smirnowa ze wzgledu na swdj niepa-
rametryczny charakter. Jest on stabszy od wykorzystanych testow parametrycz-
nych w tym wiasnie sensie, iz dla odrzucenia hipotezy zerowej potrzebna jest
tu czesto duzo wieksza liczba obserwacji niz w wykorzystanych testach para-
metrycznych. Wynika to z prostego faktu, iz testy nieparametryczne dziatajg
w oparciu o0 model mniej informacyjny, a doptyw informacji nastepuje tu gtow-
nie poprzez zwigkszenie liczebnosci proby. W przykitadzie empirycznym jest
to widoczne przy testowaniu typu efektu skali, gdzie przy tej samej liczebnosci
proby, testy parametryczne wskazujg na istotno$¢ badanych réznic. Natomiast
w przypadku testu nieparametrycznego roznice odpowiednich rozktadoéw war-
tosci nie sg jeszcze wystarczajgce dla odrzucenia hipotezy zerowej.

Wszystkie powyzsze testy wymagajg ponadto, by rozwazane dwie prdby
byty niezalezne. W naszym przypadku nie mamy zadnej gwarancji, ze tak rze-
czywiscie jest, aczkolwiek przy wzroscie liczebnos$ci préby pewne eksperymenty
symulacyjne wskazujg, iz sytuacja pod tym katem ulega poprawie ze wzgledu
na witasnos¢ zgodnosci estymatora DEA — zob. Banker (1993), przypis 7; Banker
(1996).

Problemem jest tez wystepowanie stosunkowo duzej frakcji obiektow efek-
tywnych technicznie, czyli takich, dla ktérych warto$¢ odchylenia wynosi zero.
Dla przyktadu w zatozeniach twierdzenia Smirnowa, na ktérym opiera sie odpo-
wiedni test, wystepuje zatozenie o ciggtosci dystrybuanty nieznanego rozktadu
odchylenia. Oznacza ono, iz prawdopodobienstwo wystapienia w prébce dwadch
jednakowych wartosci powinno by¢ rowne zero. Tymczasem w kazdej probie
bedzie wystepowacd liczna frakcja odchylen zerowych, co wynika z witasnosci
DEA czyli wybranej metody estymacji.

Przypomnijmy, iz w przypadku testow parametrycznych staboscig jest tez
arbitralny wybdr parametrycznego rozktadu odchylenia, ktéry nie podlega we-
ryfikacji. Ograniczenie stanowi réwniez zatozenie wklestosci funkcji produkcji
przyjmowane w modelu. Jest ono niestety konieczne dla uzyskania zgodnosci
estymatora DEA odchylenia od granicy produkcyjnej. Oznacza to, ze praw-
dziwg granicg produkcyjng nie moze by¢ tu np. funkcja wklesto-wypukta
(np. gietka forma funkcyjna typu Translog). Jak w takim razie rozumiane sg tu
zmienne czy rosngce efekty skali? Odpowiedz na to pytanie autor niniejszej
pracy prébuje udzieli¢ w artykule: Predki (2012b). Problem wigze sie oczywi-
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Scie z pytaniem, jak definiuje sie r6zne typy efektow skali dla wypuktego zbioru
mozliwosci produkcyjnych.

7. ZNACZENIE MODELU BANKERA

Mimo opisanych w poprzedniej czesci licznych ograniczen wynikajacych z zato-
zen modelowych, wiasnosci metody estymacji oraz wybranych sposob6w testo-
wania, jednoproduktowy model Bankera stat sie podstawg podejscia statycznego
w metodzie DEA. Juz sam autor w pracy: Banker (1996) prébuje rozszerzy¢ go na
przypadek wieloproduktowy. Mozliwos$¢ analizy technologii wieloproduktowej
jest bowiem uwazana za jedng z zalet deterministycznej wersji metody, podno-
szong czesto w literaturze przedmiotu.

Kolejni badacze, tworzacy podejscie statystyczne w metodzie analizy otoczki
danych, odwotuja sie do prac Bankera oraz korzystajg po czesci z jego dorobku
i przemys$len. Proponujg oni pewne nowe rozwigzania modelowe oraz modyfika-
cje wyjsciowej metody estymacji. Szczegdlnie istotne sg tu prace Dietera Gstacha,
Timo Kuosmanena oraz zespotu badawczego skupionego wokot Leopolda Simara.

Przyktadem moze tu by¢ konstrukcja modeli w orientacji na naktady. Owa
dwuorientacyjno$¢ miar efektywnosci/niefektywnosci jest przeciez tak charak-
terystyczna dla metody DEA. Banker pomingt ten aspekt, przypuszczalnie ze
wzgledu na che¢ powigzania swej propozycji z istniejgcymi modelami parame-
trycznymi. Tradycyjna mikroekonomiczna i ekonometryczna analiza procesu
produkcyjnego jest bowiem zwykle nastawiona na kwestie maksymalizacji pro-
duktu, a nie minimalizacji naktadu. W orientacji na naktady rozwaza sie tu raczej
kwestie minimalizacji kosztow, a nie bezposrednio naktadéw, czyli analizuje tzw.
efektywnos$¢é kosztowg obiektow (a nie techniczna).

Innym przyktadem jest kwestia aproksymacji zbioru T za pomocg wersji
technologii ptatami liniowych ré6znych od tej, ktéra zostata wykorzystana w jed-
noproduktowym modelu Bankera. W sytuacji wieloproduktowej, przy braku
analitycznej postaci funkcji transformacji, technologie opisuje zbiér mozliwosci
produkcyjnych. W metodzie DEA podlega on aproksymacji w cato$ci za pomoca
tzw. technologii ptatami liniowych — zob. np. Predki 2010b, 2012a. W pracy Ban-
kera (1993), przypis 3 — wspomina sie jedynie, iz aplikowalnos$¢ innych wersji
przebiega poprzez analogie. Natomiast w pracy: Banker (1996), s. 148-149, wpro-
wadza sie dla celow testowania globalnych typéw efektéw skali estymatory DEA
miary efektywnos$ci oparte na aproksymacji T za pomocg technologii ptatami
liniowych, gdzie zaktadamy globalnie staty albo niemalejgcy efekt skali. Nie do-
wodzi sie jednak witasnosci statystycznych tych estymatoréw, nastepuje jedynie
rozszerzenie zatozen modelowych odnos$nie zbioru T o dodatkowe jego wtasno-
$ci. Dopiero kolejni badacze analizujg szerzej tg kwestie — zob. np. Park, Jeong
i Simar (2010).
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Powstal rowniez pomyst na konstrukcje estymatora zgodnego miary efek-
tywnosci/nieefektywnosci, ktéry nie wymaga przyjmowania klopotliwego zato-
zenia wypuktosci zbioru T Wykorzystano tzw. metode FDH bedaca modyfikacja
metody analizy otoczki danych. Zbadane zostaty wiasnos$ci tego estymatora oraz
zaproponowano odpowiednig aproksymacje zbioru T — szczegdty dostepne
np. w pracy: Predki (2010c). Dzieki temu stato sie rowniez mozliwe testowanie
zatozenia o wypuktosci zbioru mozliwosci produkcyjnych, ktore jest przyjmo-
wane m.in. w jednoproduktowym modelu Bankera — zob. Simar i Wilson (2011),
rozdz. 5.2.
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