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ABSTRACT

D. Kosiorowski. Selected Issues of Data Depth Concept. Folia Oeconomica Cracoviensia 2008—
2009, 49-50: 5-30.

In this paper we present selected aspects of data depth concept. We propose several statisti-
cal procedures based on data depth concept. We study a performance of the propositions
on various multivariate data sets simulated from skewed, fat tailed distributions and mixtu-
res of them.

KEY WORDS — SEOWA KLUCZOWE

robust statistical procedure, statistical depth function
odporna procedura statystyczna, statystyczna funkcja glebi

1. WPROWADZENIE

Koncepcja giebi danych jest jednym z trzech dominujacych nurtéw badarn nad
pojeciem i zastosowaniami wielowymiarowego kwantyla (patrz np. Liu i in,,
1999).

Wykazuje szereg zwiazkéw z tzw. koncepcja glebi regresyjnej
(ang.: regression depth) (np. Mizera, 2002) oraz staje si¢ coraz atrakcyjniejsza al-
ternatywa dla historycznie pierwszej koncepcji kwantyli przestrzen-
nych (ang. spatial (geometrical) quantile) (np. Chaudhuri, 1996). Kwantyle de-
finiowane w obrebie trzech podejs¢ réznig si¢ interpretacja.


mailto:daniel.kosioroivski@uek.krakow.pl

Narzedzia oferowane przez koncepcje glebi danych wykorzystywane sg
w zagadnieniach nieparametrycznego wnioskowania statystycznego wykorzy-
stujacego pojecia rangi, statystyki porzadkowej, kwantyla itp. Dodajmy, ze
w obrebie tzw. klasycznego podejscia do nieparametrycznego wnioskowania
w R4, d > 1, wykorzystuje sie wektory jednowymiarowych statystyk. Postepo-
wanie takie nie uwzglednia czesto szczegélnie istotnej geometrii wielowymia-
rowego zbioru danych. Na przyklad, moze si¢ zdarzy¢, ze wektor jednowy-
miarowych median lezy poza powloka wypuklq wielowymiarowego zbioru
danych — nie moze zatem by¢ dobra miarg potoZenia centrum.

Charakterystyczng dla koncepgji miare centralnosci punktu x € R%, d > 1,
bedacego realizacjg pewnego d-wymiarowego wektora losowego X o rozkla-
dzie prawdopodobieristwa P, wprowadza si¢ za pomocg specjalnej funkcji na-
zywanej glebia (ang. depth) badZ funkcja gtebi (ang. depth function).

Funkgcja glebi przyporzadkowuje kazdemu punktowi liczbe rzeczywista
z przedziatu [0, 1], bedaca miarg jego centralnosci, zwazywszy na rozklad go
generujacy.

Wykorzystujac funkcje glebi mozna uporzadkowacd zbiér wielowymiaro-
wych obserwacji na zasadzie odstawania obserwacji od centrum.

Zazwyczaj punkt, dla ktérego funkcja glebi przyjmuje wartos¢ maksymal-
ng okresdla si¢ mianem d-wymiarowej mediany.

Oznaczamy przez P rodzing rozkladéw prawdopodobieristwa okreslonych
na o ciele zbioréw borelowskich w R? oraz przez Py rozklad danego wektora
losowego X.

Kazdy element préby X' = {X|, .., X } traktujemy jako d x 1 wektor ko-
lumnowy. Zaktadamy ponadto, ze rozkiad P, jest absolutnie ciagly.

W literaturze przedstawiono kilka ukladéw postulatéw, ktére powinna
speinia¢ funkcja glebi, aby byla odpowiednim narzedziem stuzacym do budo-
wy nieparametrycznych wielowymiarowych procedur statystycznych (zob. Dyc-
kerhoff, 2004; Zuo, i Serfling, 2000. Ponizej przedstawiamy najczesciej stosowa-
ny uklad postulatéw, ktéry spelnia wigkszos¢ znanych funkgi glebi D(x, P).

1. Niezmienniczo$¢ afiniczna — D(x, P) jest niezalezna od wyboru ukladu
wspoétrzednych.

2. Warto$¢ maksymalna w centrum — jezeli rozklad P jest symetryczny
wzgledem © w pewnym sensie, wéwczas D(x, P) przyjmuje w tym punkcie
maksimum.

3. Symetria — jezeli rozklad P jest symetryczny wzgledem © w pewnym
sensie, wtedy takze D(x, P) jest symetryczna w tym sensie.

4. Zmniejszanie si¢ wartosci wzdtuz promieni — warto$é funkcji glebi
D(x, P) zmniejsza sie wzdluz promienia majgcego poczatek w punkcie o mak-
symalnej glebi.

5. Zanikanie w nieskoriczonosci — D(x, P) — 0 gdy [x[l— oo.

6. Ciagtos¢ D(x, P) jako funkgji x.



7. Ciaglos¢ D(x, P) rozpatrywanej jako funkcjonal P.
8. Quasi-wypuklosé¢ D(x, P) rozpatrywanej jako funkcja x — zbiér
{x : D(x, P) 2 « jest wypukly dla kazdego « € [0,1].
Zaznaczmy, ze przez centrum rozumiemy punkt symetrii, przez symetri¢
rozumiemy centralng symetrie.
Zbiér
{xeR: D(x, P) = of, (1)
nazywany poziomem badZ konturem glebi @, zbiér ten okreslany
jest mianem d-wymiarowego kwantyla rzedu o, a € [0, 1].
Zbiér
D,(X) = {x e R?: D(x, P) 2 o4, (2)
tzn. obszar ograniczony przez kontur glebi ¢, nazywany jest a przycietym
(centralnym) obszarem o€ [0,1].
Opierajac si¢ na danej funkgji glebi, mozemy zdefiniowaé punkt o maksy-
malnej glebi jako wielowymiarowy analog jednowymiarowej mediany.
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Rye. 1. Projekcyjne obszary centralne ze 100 elementowej préby skosnego rozkladu normalnego
z Q = diag(2) - 5, m = (0, 0), & = (2, -5)

x2

Ryec. 2. Projekcyjne obszary centralne ze 100 elementowej préby z rozkladu Marshalla-Olkina
A=(1,1,1)



Niech bedzie funkcja glebi, wtedy mediane indukowana przez definiuje-
my:
M(P) = argsupD(x, P). (3)

xeR?

Przyktady statystycznych funkcji gtebi

Symetryczna glebia projekcyjna punktu x € RY bedacego reali-
zacja pewnego d-wymiarowego wektora losowego X o rozkladzie prawdopo-
dobienstwa F, PD(x, F) definiowana jest jako:

PD(x, F) = (1 + sup | Med(u'X) I)—l

fur=1 MAD(u'X) ®

gdzie X ma rozklad prawdopodobieristwa F, Med oznacza jednowymiarowg
mediang, oraz MAD oznacza jednowymiarowga mediane odchylenia absolutne-
go od mediany MAD(Z) = Med(| Z — Med(Z)1).

Glegbia projekcyjna oraz indukowane przez nig estymatory polozenia cen-
trum oraz rozrzutu wektora losowego odznaczaja si¢ bardzo dobrymi wlasno-
$ciami w kategoriach odpornosci oraz efektywnosci dla szerokiej klasy popu-
lacji. Glgbia ta jest afinicznie niezmiennicza.

Giebia Tukey’a (glebia domknietej pétprzestrzeni) definiowana jest:

D(x, P) = ir;lf{P(H) : X € H, H jest domknietg polprzestrzenia}. (5)

Glebia punktu x — najmniejsza masa probabilistyczna znajdujaca sie na
domknietej potprzestrzeni z punktem x na brzegu.
Najprostszym przykladem glebi jest tzw. glebia Euklidesa:

ix.. (6)

i=1"

=

- 1 % -
DEUK(len) = mz ’ gd21e X =

Znang glebie stanowi tzw. glebia Mahalanobisa:

Duarl¥1X') = TG =0T =5 @)

gdzie S oznacza macierz kowariancji préby X".
Pojecie gtebi dopasowania funkcji regresji liniowe]j
zostalo wprowadzone przez Rousseeuw i Hubert (Rousseeuw i Hubert, 1998).
I. Mizera (2000) uogdlnit ich podejscie oraz pokazal je w ramach formali-
zmu optymalizacji wektorowej uzyskujac jednoczesnie szereg wynikéw doty-
czacych odpornosci estymatoréw maksymalnej glebi regresyjnej.
Przypusémy, ze zamierzamy dopasowac liniowa funkdcje regresji y = b;x + b,
do dwuwymiarowego zbioru danych Z" = {(y;, x;), (¥ X,), -, (¥, X,)}-
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Oznaczmy wspdtczynniki regresji jako b = (b, b,). Oznaczmy reszty regre-
sji jako:

r{b) =1, =y, - b;x; - b,.

DEFINICJA 1. Powiemy, ze dopasowanie b = (b, b,) nie jest slabo opty-
malne wzgledem zbioru danych Z" jezeli istnieje liczba rzeczywista v, = v, ktéra
nie pokrywa si¢ z zadnym punktem x; i dla ktérej zachodzi:

r{b) < 0 dla wszystkich x; < v i r(b) > 0 dla wszystkich x; > v
lub:

r{b) > 0 dla wszystkich x; < v i r(b) < 0 dla wszystkich x; > v
(istnienie liczby v odpowiada istnieniu punktu, dookola ktérego mozemy ob-
raca¢ prosta do pozycji pionowej, nie napotykajac zadnej obserwacji).

DEFINICJA 2. Glgbia regresyjna rdepth(b, Z") jest najmniejszg frakcjq ob-
serwacji proby Z", ktéra nalezy usunaé aby dopasowanie b przestalo by¢ slabo
optymalne.

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej definiujemy jako:

THZ") = argmax rdepth(b, Z") = arg max rdepth(b¥, Z"). (8)
b i

Warto zauwazy¢, ze w przypadku koncepdji glebi regresyjnej nie czyni sie
jakichkolwiek zalozeri odnosnie regularnosci skladnika losowego, wplywaja-
cego na wartosci obserwagji.

Dopasowanie najwigkszej giebi jest prosta najlepiej réwnowazaca chmure
danych.

Zaproponowane przez Mizer¢ ogdlniejsze spojrzenie na koncepcje glebi
regresyjnej z jednej strony pokazuje jej miejsce w ramach calej koncepcji glebi
danych, z drugiej strony — w wielu przypadkach prowadzi do prostszych
metod badania wlasnosci estymatoré6w maksymalnej glebi.

Diagram rozrzutu — powiaty graniczne w 2005 roku

RDEPTH=0

RDEPTH =0,375

stopa bezrobocia

saldo migraciji

Ryc. 3. Stopa bezrobocia vs. saldo migracji w polskich powiatach granicznych w 2005 roku.
Glegbie dopasowar funkdji regresji do danych empirycznych. Linia przerywana reprezentuje
estymator maksymalnej glebi, linia oznaczona kropkami reprezentuje estymator metody
heteroskedastycznej regresji t-Studenta
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2. KRZYWA SKALI — ODPORNA I NIEPARAMETRYCZNA METODA
BADANIA ROZRZUTU WEKTORA LOSOWEGO
I STOPNIA ZALEZNOSCI ROZKEADOW BRZEGOWYCH

Wskazanie odpornej i zarazem efektywnej alternatywy dla wektora przeciet-
nych oraz macierzy kowariancji jako estymatoréw, odpowiednio, potozenia
centrum i rozrzutu wektora losowego nalezy do najwazniejszych celéw wspét-
czesnej wielowymiarowej analizy statystycznej. Macierz kowariancji z préby
ma nieograniczona funkcje wptywu Hampela, co znaczy, Ze nie jest odporna na
lokalne punktowe zmieszania. Punkt zalamania (BP) préby skoriczonej Dono-
ho i Hubera macierzy kowariancji z n-elementowej préby wynosi 1/n, zaled-
wie jedna obserwacja odstajaca jest w stanie istotnie znieksztalci¢ ocene roz-
rzutu rozpatrywanego wektora. Macierz kowariancji z préby ma nieograniczone
maksymalne obcigzenie Hubera, czyli nie jest odporna m.in. na btedng specy-
fikacje modelu generujacego obserwacje. Praktyczne wykorzystanie macierzy
kowariancji z préby wiaze si¢ z istnieniem momentéw drugiego stopnia wek-
tora losowego, reprezentujacego badane zjawisko. Interpretacja macierzy ko-
wariangji jest utrudniona w przypadku skosnych populacji.

Wykorzystujac giebie projekcyjng PD(x, F) definiuje si¢ tzw. projekcyj-
ne obszary centralne rzedu r (w obrebie koncepdji glebi danych ich
brzegi okresdla si¢ mianem d-wymiarowych kwantyli):

PC.(r) = {x : PD(x, F) > 1}. 9)

W przypadku, gdy rozklad F jest centralnie symetryczny, obszary central-
ne odznaczajq sie takaq samg wlasnoscig.

Wykorzystujac obszary projekcyjne centralne mozemy zdefiniowad tzw.
krzywa skali, bedaca rzeczywistym funkcjonalem objetosci obszaréw cen-
tralnych, a stuzacq do nieparametrycznego opisu rozrzutu wektora losowego
wokét wielowymiarowej mediany.

Krzywa skali definiowana jest jako:

v = APC(r), 0 <7 <1, (10)

gdzie: A(-) oznacza miar¢ Lebesgue’a a PCy(-) — projekcyjny obszar centralny.

Krzywa skali jest dwuwymiarowa metoda opisu rozrzutu wartosci wek-
tora losowego wokét mediany projekcyjnej. W zwiazku z faktem, ze projek-
cyjne obszary centralne stanowia zagniezdzong rodzine zbioréw, krzywa skali
stuzy do pomiaru stopnia ekspansji obszaréw centralnych wraz ze wzrastajaca
masg probabilistyczng w nich zawarta.

Niech E, bedzie ,rozkladem niezaleznosci”! zwigzanym z danym rozkla-
dem F. Latwo zauwazy¢, ze krzywa skali F, powinna przebiega¢ powyzej krzy-

! Polski odpowiednik niewatpliwie wymaga dopracowania.
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wej skali F. Mozna wykorzysta¢ obszar pomiedzy krzywq skali F,i krzywa
skali F do pomiaru stopnia zaleznosci rozkladéw brzegowych F.

M. Romanazzi (2004) sugeruje, aby w tym celu wykorzysta¢ znormalizo-
wang wersje odleglosci Euklidesa pomiedzy krzywymi skali nazywang krz y-
wa korelacji:

,, 1/2
[ @ace, F) - act, Py

j"(AC(t, F,) — AC(t, F))%dt

nle, F) = (11)
gdzie:
A(-) oznacza miar¢ Lebesque’a, F; jest ,rozkladem niezaleznos$ci”.

Krzywa korelacji wyraza odlegtos¢ F od rozkltadu niezaleznosci F, dla
0 € @ < 1, aby przedstawic ja graficznie sporzadzamy diagram rozrzutu
vi{a, F) vs. a.

Najczesciej nie jesteSmy w stanie wskazaé ,rozkladu niezaleznosci”, gdyz
nie znamy klasy rozkladéw, do ktérej nalezy rozklad generujacy dane. Oka-
zuje sig, ze nawet w takich sytuacjach mozna z powodzeniem wykorzystywac
krzywa korelaciji.

Przypusémy, ze X jest n x p macierza losowa, ktérej wiersze X; = (X, ..., Xip)
sq obserwacjami z n-elementowej préby losowej z p-wymiarowego rozkladu
F oraz rozwazmy odwzorowanie X — 7X, gdzie 7 jest przeksztalceniem, ktdre
zamienia kazdg kolumne XV = (Xyjs o X”]-)T macierzy X permutacja jej sktado-
wych. Zauwazmy, ze jesli kolumny maja rozne elementy, wtedy jest takich prze-
ksztatcen.

Niech F,, bedzie rozkladem 7X oraz niech X bedzie klasa takich rozkla-
déw. Romanazzi (2004) dowodzi twierdzenia gloszacego, ze warunkujac obser-
wowang préba stosownym ,rozkladem niezaleznosci” dla F jest mieszanina:

A

1 A
Fio = Gy Zeect

1,0 (12)

n,t’

Aproksymacje IE”’O uzyskuje sie biorac losowa prébe m rozkladéw z X.
Mozna pokazad, ze dla F ~ Np(m, Z), gdzie X jest dodatnio okreslong ma-
cierza wymiaru p x p dla 0 < & < 1 zachodzi:

y,(e, F) = (1 = (det R)V2)/(1 + (det R)/?), (13)

gdzie R = (diagZ)™"/? X(diagZ)'/? jest macierza korelacji F.

W celu sprawdzenia wybranych statystycznych wiasnosci krzywych skali
i korelaqji z préby przeprowadzono badania symulacyjne. Generowano mia-
nowicie po 500 préb ztozonych ze 100 obserwacji pochodzacych z dwuwymia-
rowych rozkladéw sko$nych normalnych, sko$nych T-Studenta, Marshalla-
-Olkina oraz mieszanin tychze rozkladéw. Eksperymenty powtarzano kilka-
dziesiat razy dla sprawdzenia stabilnosci oszacowar.
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Uzyskane wyniki sklaniajg do nastepujacych wnioskéw:

Krzywe skali dobrze dyskryminujaq rozklady skosne normalne i skosne
T-Studenta rézniace sie charakterystykami rozrzutu.

Krzywe korelacji sporzadzone dla izotropowych skosnych rozkladéw nor-
malnych i T wiasciwie ,wychwytuja” wplyw skos$nosci na brak niezalez-
nosci rozkladéw brzegowych.

Krzywa korelacji dobrze si¢ sprawuje w przypadku rozkladu nie naleza-
cego do rodziny wykladniczej. Nalezy podkresli¢, ze z krzywej korelacji
mozna odczytad jak przedstawia sie struktura zaleznosci rozkladu w za-
leznosci od bliskosci centrum rozkladu.

50000 rr T Ty
\ — TS diag(2)*10
\ ~ = TS—diag(2)"1
= TS-diag(2)*50
5000 \
500 |
2
(&
) i
]
5

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
1-p [%]
Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 4. Krzywe skali — dwuwymiarowe rozklady normalne

LIBRS Jun ane aene LA S et e e e e e S e M

50000 [
- = TS-diag(2)"10
\ — TS—diag(2)"1
= TS-diag(2)'50
sooof § N ‘

=

G soof

°

>

50
5 i Ne t

LY IR
o
‘o‘_‘.*\,‘p\<.u-‘

1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
1-p [%]
Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 5. Krzywe skali — dwuwymiarowe rozklady T-Studenta
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Krzywe korelacji— metoda Romanazzi

0,40
=~ T(2); cov = diag(2), sk = (0,0)
0,35} =c+ T(2); cov=diag(2), sk = (2,-5)
e T(2):r= 0.6, sk = (2,-5)
os0f Lo ot
025 &
|
0,20 &
H k| | " 3
0,15 ft— { ¥ ‘ }
0,10 i‘.‘?{- Fﬁ T !
i | : "
oos| 75 Supahe ¥ ot
" R ¢ N Af.‘ﬂ» : 1 i A
0,00 bt x0ds y ; Ly
1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
1-p [%]
Zrédlo: obliczenia wlasne.
Ryc. ¢ T . At *——y T-Studenta
. ’ = N; cov = diag(2), sk = (0,0) - {
‘ T = = N; cov = diag(2), sk = (2-5) |
i [T N; r=0,6, sk = (2,-5)
! | 0.0)
. 1 2-5) |
.' 13
J .J',l“;‘
w1l ot A
T PR
YL
. ' [y
¥ L—&"' IR 1X
ns C NN
¥ e, P L abaded ! Py '*5""'
2 [
2' 1 . i 1 l 'y KN
LUsL - 1 W" R
""‘ .4 R > o S t [} . "‘"
0,00 H i i j [
1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97
1-p [%]

Zr6dlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 7. Krzywe korelacji — dwuwymiarowe skosne rozklady normalne

— Krzywa koreladji jest wrazliwa na zmieszanie populacji, co w zaleznosci od
punktu widzenia mozna poczytaé za jej wade badz zalete.
— Krzywa skali jest wzglednie niewrazliwa na zmieszania populagiji.

3. KWANTYLOWY FUNKCJONAL ASYMETRII ROZKLADU
WEKTORA LOSOWEGO

Odstepstwo wielowymiarowego rozkladu prawdopodobieristwo od ustalo-
nego pojecia symetrii okresla sie mianem sko$nosci rozktadu. Przez symetrie
na og6t rozumie sie wilasnos¢ obiektu polegajaca na tym, Ze istnieje pewne,
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rézne od tozsamosciowego przeksztalcenie, ktére odwzorowuje dany obiekt
na niego samego.

Zaznaczmy, ze w przypadku wielowymiarowego rozkladu prawdopodo-
bieristwa wykorzystuje sie wiele rézniacych sie wzajemnie poje¢ wielowymia-
rowej symetrii, ktére sprowadzaja si¢ do zwyklego pojecia symetrii w przy-
padku jednowymiarowym tzn. symetrii zwierciadlane;j.

Méwimy, ze wektor losowy X ma rozklad centralnie symetryczny wzgle-
dem 6, jezeli:

X-6<Lo6-X

r

gdzie symbol ,=" oznacza réwnos¢ rozkladéw.

Propozycja nawigzujgca do koncepcji glebi

Stopient odstepstwa rozkladu prawdopodobieristwa od centralnej symetrii
mozna mierzy¢ za pomoca funkcjonalu asymetrii wykorzystujacego stosownie
wybrang funkgcji glebi, np. glebie projekcyjne;j.

Niech PM; oznacza mediane indukowang przez glebie projekcyjng. Aby
zmierzy¢ asymetrie rozkladu dla kazdego r € (0, 1), badamy réznice pomiedzy
przecigtna punktéw wewnatrz obszaru centralnego rzedu r a mediang PM;.

Rozwazmy mianowicie:

W(x)mp(dx) - PM,
5F(P)1/ d

I5:)l =2“J‘P CHp) ,0<p<]1, (14)

gdzie: PC{(p) to projekcyjny obszar centralny rzedu 7, m,(dx) oznacza rozklad,
np. jednostajny na PC(p), PM; oznacza indukowana przez glebie projekcyjna
mediane, W(-) wilasciwa dla zagadnienia funkcje wagowgq np. W(x) = x.

Proponowany funkcjonal asymetrii, dzieki wlasnosciom glebi projekcyjnej
i wlasno$ciom indukowanych przez nig obszaréw centralnych, jest afinicznie
niezmienniczy, tzn. nie zalezy od przyjetego w badaniu ukladu wspélrzed-
nych. Umozliwia nieparametryczny pomiar asymetrii populacji nie posiadaja-
cej momentéw. Mozna pokazad, ze funkcjonal (14) z préby jest mocno zgod-
nym w sensie odleglosci Kolmogorowa estymatorem odpowiednika w populacji.

W celu sprawdzenia wybranych wlasnosci (14) przeprowadzono badania
symulacyjne. Generowano mianowicie po 100 préb 100 elementowych z dwu-
wymiarowych rozkladéw:

a) skosnego normalnego i skosnego T o dwdéch stopniach swobody o pa-
rametrach: polozenia m = (0, 0), rozrzutu X = diag(2) - 5, ksztaltu Q = (2, -5);
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b) skosnego normalnego i skosnego T o dwéch stopniach swobody o pa-
rametrach: polozenia m = (0, 0), rozrzutu X = diag(2) - 5, ksztaltu Q = (-2, -15);
c) Marshalla-Olkina o parametrach 4, = (1, 1, 1) i 4, =(0,01, 0,01, 1).

Z ryciny 8 wynika m.in., Zze proponowany funkcjonal dobrze rozréznia
zaréwno wyszczegodlnione typy rozkladéw (skosny normalny, skosny T, Mar-
shalla-Olkina), jak i rozklady nalezace do tego samego typu a réznigce sie
parametrem asymetrii. Dodajmy, ze z prowadzonych wczeéniej badani wynika,
Ze nasza propozycja lepiej rozréznia pomiedzy skosnymi rozkladami normal-
nym i T anizeli oryginalna propozycja Chaudhuri (1996) oraz propozycje Liu
iin (1999).

0.9 , ' - . - . ' ' 0.9
— SK_NOR_(2,-5)
0.8} === SK_T_(2.5) : {08
oo SK_T_(-2,-15) ‘
| - — SK.NOR_(-2-15) o -
O.7F .. MARSH_OL_ (11,1) ;{"‘,_ | 07
- -+ MARSH_OL_(0010011)  §{, *i |
0,6 : (& T
v !
3
g os
@
[Ll
9 04
03
0.2
0.1
0.0

p[%]

Ryc. 8. Wyniki badar symulacyjnych proponowanego funkcjonatu asymetrii

4. ODPORNOSC METOD KLASYFIKACYJNYCH
WYKORZYSTUJACYCH FUNKCJE GLEBI

Rozwazamy k populacji p wymiarowych C,, ..., C,, k > 2. Przypusémy, ze
z kazda populacjg C. zwigzana jest gestosé prawdopodoblenstwa f (z) na R?,
w ten sposéb, ze ]eslll obserwacja pochodzi z populadji C, to zostala wygene-
rowana przez rozklad o gestosci f (2).

W tzw. zagadnieniu dyskrymmaql obiektéw interesuje nas racjonalny
sposéb przyporzadkowywania obserwacji z € R? do jednej ze wspomnianych
k populacji (zob. np. Krzysko, 2006; Jajuga, 1993).
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Regula dyskryminacyjna L odpowiada podzialowi R na roziaczne obszary
R,, ., R,, spelniajace warunek UR]. = RP. Regula definiowana jest jako:

Przyporzadkyj z do C, jezeli z € R, dlaj =1, .., k.

Indeks 7 € {1, 2, .., k} = Y wskazujacy na rozwazang populacje C; czesto
okresla sie mianem etykiety populacji. W takim ujeciu zagadnienie dyskrymi-
nacji sprowadza sie do predykgji etykiety i € Y na podstawie obserwacji wek-
tora cech z.

Reguta klasyfikacyjna nazywana klasyfikatorem jest zatem funkcja:

L:RPyx —>ieY.

Gdy obserwujemy wektor x € X, to prognoza jego przynaleznosci jest
L(x) e Y.

Czesto w praktyce rozwaza si¢ sytuacje, gdy wprawdzie ogodlne postaci
gestosci f(z) s znane jednak jestesmy zmuszeni szacowac ich parametry. Es-
tymacja w takim przypadku opiera si¢ na tzw. prébie uczacej — macie-
rzy danych Z,, , ktérej wiersze sa podzielone na k grup odpowiadajacych
k rozpatrywanym populacjom, macierz zostaje podzielona na k(n x p) macierz
Z odpowiada prébie n; obserwacji z populacji C]

Klasyczne metody dyskryminacyjne, takie jak liniowe badZz kwadratowe
funkcje dyskryminacyjne, zakladajg wielowymiarowa normalnosé (szerzej elip-
tycznosc) populacji. Metody te nie sprawuja si¢ dobrze w przypadku skosnych
populacji. Metody klasyczne zakladaja, ze rozpatrywane populacje posiadaja
momenty. Fakt ten stanowi istotne ograniczenie ich stosowalnosci, np. w przy-
padku wielowymiarowego rozkladu Cauchy’ego. Metody wykorzystujace
wektory przecietnych, macierze kowariancji badZ kryterium najmniejszych
kwadratéw sa skrajnie nieodporne na jednostki odstajace.

Odpornosé¢ reguly dyskryminacyjnej

DEFINICJA 3 (na podst. Krzysko, 2006): Rozwazamy k populacji p wymiaro-
wych C,, .., C,, k 2 2 oraz ustalong probe uczaca reprezentujaca populacje.
Rzeczywisty poziom btedu klasyfikatora L jest réwny:

Err(L) = PIL(X) 2 il X € C},

gdzie X oznacza obserwacje niezalezng od proby uczacej.

Err(L) jest prawdopodobieristwem zdarzenia, ze klasyfikator btednie za-
kwalifikuje nowa obserwacje niezalezng od préby uczacej pod warunkiem, ze
préba uczaca jest ustalona.

Propozycja. Rozwazamy k populacji p wymiarowych C, .. C, k22, oraz
probe uczaca Z reprezentujacq populacje. Punkt zalamania préby
uczacej Z Klasyfikatora L w j-tej klasie C; okreslamy jako:
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. P{L(z) # ilz € C} .
BP(LC)—m,,,(m Pllz)=ilzeC) + PlLz) #ilze C} ~ )

(15)

gdzie C’” oznacza (n x p) macierz Z préby uczacej Z odpowiadajacy probie n;
obserwaql z populacp C;, w ktérej zastqplono m wierszy (m obserwacji) do-
wolnymi wierszami (obserwac]amx)

Globalny punkt zatamania préby uczacej klasyfikatora
okredlamy jako:

BP(L, C,, .., C) = mjnBPj(L, Cl’.”). (16)
J
Kazda funkcja glebi D indukuje pewng regute klasyfikacyjna, tzn.:
L(z) = argmaxD(z1C), j = 1, ..., k, (17)
]

ktéra klasyfikuje obserwacje do tej klasy C, dla ktérej glebia z przyjmuje war-
tos¢ maksymalng (zob. Hoberg i Mosler, 2006).

Przyktady regut klasyfikacyjnych
indukowanych przez glebie

Niech C; = {x;, .., X;,} oznacza prébe n; obserwacji z populadji j, j = 1, .., k.
Przyk}adem regu}y klasyfikacyjnej indukowanej przez funkgje g}ebl ]est
reguta wykorzystujaca tzw. gtebie Euklidesa:

1 o1
DEUK(ZIC]‘)—1+ iz =% , gdzie xj—nZ:

Zauwazmy, Ze glebia ta prowadzi do znanej reguly k-centroidéw.
Wykorzystujac znang glebie Mahalanobisa:

1

Punn®1€) = 153y sy -3y

gdzie S. oznacza macierz kowariangji préby C,, otrzymamy regule klasyfika-
cyjna Nfahalanoblsa

Propozycja. Rozwazmy regule klasyfikacyjng indukowang przez tzw. sy -
metryczng glebie projekcyjna (wlasnosci tej glebi przedstawia
m.in. Zuo, 2003)

lu'z — med(u'C)) 1)1
Drrolz!§) = 1+ sup “Smameiey™ )

u'x;, ), MAD(Y) = med{1Y ~ med(Y)!}.

Dla ustalonego zbloru danych (rozkladu prawdopodobienistwa) glebia
projekcyjna w RP jest afinicznie niezmiennicza, quasi-wypukla, glebia punktu

P
gdzie u Ci = {u X1,
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zmierza do zera, jesli norma punktu zmierza do nieskoriczonosci, glebia przyj-
muje maksimum w centrum symetrii rozkladu.

Wiasnosci klasyfikatora projekcyjnego poréwnano z liniowg oraz kwadra-
towa funkcjg dyskryminacyjng oraz z klasyfikatorem glebi Tukey’a na przykla-
dzie znanego zbioru danych (Fisher, 1936; Rao, 1982), dotyczacego 3 gatunkdéw
Irysa, rozpatrywanych ze wzgledu na 4 cechy kwiatu. Rozpatrywano préby
uczace wielkosci 25:25:25 oraz 40:40:40. Na ich podstawie klasyfikowano ob-
serwacje nalezace do zbioru Irys. Na dobre wlasnosci proponowanej reguty
wskazujg wyniki zawarte w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki badar symulacyjnych proponowanego klasyfikatora projekcyjnego

3 x 25 obserwacji w prébie uczacej

kwadratowa klasyfikator

liniowa funkcja
dyskryminacyjna

funkcja
dyskryminacyjna

glebi
projekcyjnej

klasyfikator
glebi Tukay’a

Rzeczywisty blad 2.6% 4% 3.3% 66%
predykcji ’ .

3 x 40 obserwacji w prébie uczacej
RZGCZyWiSty b*f]d 3.8% 2.6% 2.6% 66%

predykcji

Generowano takze 00 razy zbiér 3000 dwuwymiarowych obserwacji : 1000

z rozkltadu Marshalla-Olkina, 1000 z izotropowego rozkladu normalnego, 1000
ze skosnego rozkladu Studenta T. Ze zbioru pobierano 100 x 100 x 100 préby
uczace. Na jej podstawie klasyfikowano zbiory 3000 obserwacji. Na dobre

wiasnodci proponowanej reguly wskazuja wyniki zawarte w tabeli 2.

Tabela 2
Wyniki badari symulacyjnych proponowanego klasyfikatora projekcyjnego
Klasyfikator
liniowa funkcja k“ﬁ:{nrlifjojwa Klasyfikator glebi | klasyfikator glebi
dyskryminacyjna dyskryminacyjna projekcyjnej Tukey’a
Rzeczywist
ey 12.6% 12.6% 0.3% 68%

blad predykgji

W celu oszacowania punktu zatamania préby skoriczonej generowano zbiory
3000 dwuwymiarowych obserwacji z populacji bedacej mieszaning trzech sko-
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$nych rozkladéw T-Studenta o réwnych udzialach a r6znigcych si¢ parametra-
mi polozenia i ksztattu. Nastepnie zastepowano po 0%, 1%, ..., 10% obserwacji
w 3 x 100 elementowej prébie uczacej, reprezentujacej kazde skupisko obser-
wacjami dalece odstajacymi od centréw rozkladéw mieszaniny. Obliczano rze-
czywisty blad klasyfikacji po takim zastapieniu.

odpornos¢ klasyfikatora gtebi projekcyjnej

0,07 I— O
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/7
- 7
= 006 4
<, - 2’ o
& 005 4
x - e
- /70
S 004 ’
z D/
é )
0,03
- .l
g
0,02 /s
— A
7
oo LB | 1 x | |
0 2 4 6 8 10

procent obserwacji odstajacych w prébie uczacej

Ryc. 9. Punkt zalamania proponowanej reguly dyskryminacyjnej

Propozycja reguly grupowania obserwacji
na jednorodne skupiska

Przypusémy, Ze dysponujemy n obserwacjami p wymiarowymi C; = {x;, ..., x,}.
Naszym celem jest wskazanie pewnego optymalnego rozbicia zbioru C, na
k jednorodnych roztacznych podzbioréw p wymiarowych C, v G k22,
CnC=60,i#jUC=C, )

Propozycja reguly. Niech q, s ék, k=2, (fl. N C/' =,i#j,UC, =C,,
bedzie pewnym mozliwym rozbiciem zbioru obserwadji ;. Powiemy, ze roz-
bicie C,, ..., C, jest lepsze niz rozbicie trywialne C;i I, jezeli zachodzi:

k ~
v0l(Dppo(Cy)) > 200l(Dprp(C)), dla ustalonego a € 0, 1, (18)
i=0

gdzie vol(DgRo(Co)) oznacza objetos¢ centralnego obszaru centralnego.
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5. ODPORNE WYKRYWANIE PUNKTU ZMIANY TENDENC]I
W WYBRANYCH MODELACH REGRES]I

Zagadnienie wskazania punktu zmiany tendengji (ang. change point) w modelu
regresji byto studiowane w ekonomii m.in. w kontekscie badari zmian natury
zaleznosci pomiedzy zjawiskami powyzej pewnego poziomu jednego z nich.
Zagadnienie wigze si¢ m.in. z badaniem zysku z inwestycji z wielkoscig ponie-
sionych wydatkéw, badaniem przyrostu naturalnego i PKB na mieszkarica. Na
poziomie technicznym pojawia si¢ w zagadnieniach dyskryminagji i klasyfika-
i obiektéw, ma zwiazek z jakoscia tychze metod.

W literaturze statystycznej przedstawiono szereg podejs¢ dotyczacych
estymacji i weryfikagcji hipotez dla modeli regresji w dwéch fazach.

Chen (1998) zaproponowat wykorzystanie kryterium informacyjnego Schwa-
rza (SIC), do wskazania punktu zmiany tendencji w modelu liniowym przy
zalozeniu normalnosci.

Osorio i Galea (2005) rozszerzyli wyniki Chena (1998) na model regresji
liniowej z niezaleznymi biedami ¢-Studenta.

Sformutowanie problemu

Opierajac si¢ na n niezaleznych obserwacji (Y}, x1), (Y, x}), ..., (Y,, x/), zamie-
rzamy zweryfikowac hipoteze, ze parametry regresji nie zmieniajq sig:
Hy:Y,=xf+¢i=12 .,n,
przeciw hipotezie alternatywnej, Ze nastepuje zmiana (parametréow regresji) na
nieznanej pozycji k, nazywanej punktem zmiany tendencji:
H :Y = xf.,B] +€1=12 .,k
Y,.=x§ﬂ2+£i,i=k+1, o N,
gdzie 8, = (B, B, - ,Bp_l)‘, B,= (B, B, - ﬂp*_l)’, i £ oznacza biad.
W celu rozwiazania powyzszego problemu Osorio i Galea (2005), odwo-
lujac sie do pracy Chena (1998), proponujg zamieni¢ proces testowania hipotez

na procedure wyboru modelu z wykorzystaniem kryterium informacyjnego
Schwarza (SIC) definiowanego:

SCI = -2L(®) + slogn, (19)

gdzie L(0) to logarytm wiarygodnosci obliczony dla oszacowan parametréw
uzyskanych metoda najwiekszej wiarygodnosci, s jest liczbg parametréw w mo-
delu, n to wielkos¢ préby.

Osorio i Galea rozwazajg model regresji liniowe;j:

Y, =xif+¢i=12 .,n, (20)
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gdzie x;, i = 1, 2, ..., n odpowiada i-temu wierszowi n x p macierzy X,
B= B, B, - ,Bp_l)' jest wektorem nieznanych parametréw, natomiast ¢ s to
niezalezne bledy losowe o takim samym rozkladzie 0, ¢, n).

¥(1:15) = 1 + 2*x + 10eps; y(16:30) = 3 + 5*x + 15eps
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Ryc. 10. Tlustracja procedury detekcji punktu zmiany tendencji

W celu estymacji parametréw i obliczania informacji Schwarza wykorzy-
stuja zmodyfikowany algorytm EM.

Przy zalozeniu Hj, nie wystepuje zmiana wspdlczynnikéw regresji; przy
zalozeniu H, mamy zbiér mozliwych modeli ze zmianami w punkcie p or p + 1
or..or n — p.

Obliczamy warto$¢ SIC przy zalozeniu H oraz przy zalozeniu H;.

Wybieramy model z punktem zmiany na pozydji k, jezeli dla pewnego k:

Sic(n) > SIC(k). (21)

W przypadku gdy hipoteza zerowa jest odrzucana, estymator najwiekszej
wiarygodnosci punktu zmiany tendencji oznaczany przez k, powinien spelniac¢
warunek:

SIC(k) = min{SIC(k) : p<k<n-pl=max{L,®) :p<k<n-pl. (22)
w dalszej czesci poréwnujemy propozycje z podejsciem kryterium informacyj-
nego Schwarza wykorzystujac pakiet autorstwa Juliana Taylora heterosceda-
stic t-regression package (R Project).
Propozycja
Uporzadkujmy obserwacje wedlug wartosci zmiennej x:

Y Xa) o U X)) W X)) U Xppan)s o U Xugy))r s X))
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dla p =[%‘, ,[—61—61} (,,okno poszukiwan dlugosci 2/10*n").
Oznaczmy:
2" = Xq) W X s U Xy (¥ X,
ZE = (Y, Xa), s X)) oor U X)) (Vs X)),

24 = X U Xpa)r o U X)) Ur X

Nastepnie obliczmy:

1. Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dla wszystkich obserwacji
THZ") = (by, b)) = b, oraz glebie maksymalnego dopasowania rdepth(b,,)A.

2. Estymator maksymalnej giebi regresyjnej dla T%(ZY) = (b, b)) = b, oraz
glebie tego dopasowania rdepth(b,). : .

3. Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dla T3 (Z) = (b, b)) = b, oraz
glebie tego dopasowania rdepth(b;).

Jezeli dla pewnego p = [411/10], ey [671/10] ma miejsce:

rdepth(b ) < min{rdepth(b), rdepth(b")), (23)

wtedy uznajemy, Ze w punkcie p nastepuje zmiana parametréw regresji. W ta-
kim przypadku za parametry regresji dla obserwacji i = 1, 2, ..., p przyjmujemy
b, natomiast dla obserwacji i = p + 1, .., n — za parametry przyjmujemy b’.

Z przeprowadzonych przez autora badar symulacyjnych wynika, Ze
w przypadku nie wystepowania punktu zmiany tendencji propozycja spisuje
si¢ lepiej niz metoda kryterium Schwarza w przypadkach, gdy bledy maja
rozklad normalny badZ Cauchy’ego.

W przypadku, gdy biad ma rozklad normalny oraz wystepuja dwie obser-
wacje odstajace kryterium SIC sprawuje si¢ nieco lepiej.

W przypadku wystgpowania punktu zmiany tendencji obie rozwazane
metody zachowujg sie¢ podobnie, metoda SIC odznacza si¢ nieco mniejszym
rozrzutem wskazania.

6. ANALIZA DANYCH PANELOWYCH
Z WYKORZYSTANIEM GLEBI REGRESYJNE]

W klasycznej analizie regresji na ogét zaklada sig, Ze obserwacje sq pobierane
z tej samej populadji, sq niezalezne i o takim samym rozkladzie. W przypadku
analizy regresji prowadzonej z wykorzystaniem modeli mieszanych stosuje si¢
stabsze zatozenia. Mianowicie, dane moga tworzy¢ skupiska, obserwacje po-
miedzy skupiskami sg niezalezne, jednak nie muszg by¢ niezalezne wewnatrz
skupisk.

Modele mieszane wydajg sie uzyteczne np. w badaniach gmin z uwzgled-
nieniem podziatlu na wojewddztwa, w badaniu wydatkéw konsumpcyjnych
z uwzglednieniem grupy dochodowej itd.
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W ekonometrii przyjeto nazywanie obserwacji danymi panelowy-
mi woéwczas, gdy dotycza poszczegdlnych jednostek przekrojowych w dhuz-
szym czasie (wigcej niZ jednym okresie).

Przypus¢my, ze na dane patrzymy z punktu widzenia liniowego modelu
mieszanego, w postaci zaproponowanej przez Lairda i Ware’a w 1982 roku:

y,=xB+Zb +g,i=1, ., N, (24)

gdzie:

y; — jest n; x 1 wektorem odpowiedzi i-tego skupiska (1, odpowiedzi jedno-
stek z i-tego skupiska);

x; — jest n; x m macierzg ustalonych efektéw w i-tym skupisku;

B — usredniony dla wszystkich skupisk wektor parametréw zwigzanych ze
stalymi efektami;

Z,—n; x k macierz eksperymentu efektéw losowych w i-tym skupisku;

g, —n; x 1 wektor bledu dla i-tego skupiska, wektor o niezaleznych sklado-
wych, kazda o przecietnej zero i wariancji o3

b, —jest k x 1 wektorem parametréw zwigzanych z efektami losowymi w i-tym
skupisku, wektor o zerowej przecietnej i macierzy kowariancji D+ = ¢?D.

Zakladamy, Zze macierz EXfXI. jest nieosobliwa oraz, ze 271,- > m dla zapew-
nienia identyfikowalnosci modelu (24) wzgledem B. Dla zapewnienia identy-
fikowalnosci modelu (24) wzgledem o2 i D, za}}?}adamy, Ze przynajmniej jedna

macierz zfzi jest dodatnio okreslona oraz, ze Z(ni -k >0.
i=1

Wypada wspomnie¢ takze, ze czesto wykorzystuje sie skalowang macierz
kowariancji efektéw losowych:

1 1
D =—,Dx =—,Cou(b)). (25)
W celu estymacji parametréw modelu (24) metodqa NW zaktadamy, Ze:
g~ N(0, 671,), b, ~ N(0, o?D). (26)

Warto zauwazy¢, ze przy zatoZeniach (3) model (1) mozna zapisa¢ w na-
stepujacej postaci brzegowe;:

y; ~ NXB, o%(1,, + ZDZ}), i =1, .., N. (27)

Okazuje sig, ze ustalajac macierz D, logarytm wiarygodnosci dla modelu
(24) maksymalizowany jest przez uogélniony estymator najmniejszych kwa-
dratéw NK

A N ~1
Bunk = Ex;a + zpz;} [fo(l + ZDZH)y,|, (25)

Zauwazmy, ze w specjalnym przypadku, gdy D = 0, estymator (36) spro-
wadza sig¢ do zwyklego estymatora NK:
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Bax = XX (ZXty,). (26)

W wielu zastosowaniach wykorzystuje sig¢ szczegélng wersje liniowego
modelu mieszanego (24), w ktérym dopuszcza sie jeden efekt losowy dotycza-
cy wyrazu wolnego, a ktéry definiowany jest jako:

Yi=a+ i +g,j=1.,mi=1.,N, (27)

gdzie y; interpretowane jest jako j-ta odpow1edz w i-tym skupisku na wartos¢
predyktora x;, ¥ = [a f], przy czym to usredniony dla calej populacji wyraz
wolny, B usredmony dla calej populacji parametr nachylenia.

W modelu (27) wyraz wolny w skupisku i interpretowany jest jako suma
usrednionego dla calej populacji parametru o oraz efektu losowego specyficz-
nego dla i-tego skupiska:

a,=a+b,. (28)

Na ogdt zaklada sig, ze £; ~ N(0, o?) oraz b, ~ N(O, o?d) sa niezalezne,
gdzie o?jest wariancjg bledu wewnqtrz skuplska oraz d jest skalowana wa-
riancja efektu losowego.

Model (27) moze pojawic sie przykladowo w nastepujacej sytuacji. Rozwa-
zamy grupe N wojewddztw w ujeciu powiatéw. Kazde wojewédztwo badamy
ze wzgledu na stope bezrobocia, przecietne wynagrodzenie, saldo migracji
w gminach wojewdédztwa, przyrost naturalny. Przypusémy, ze interesuje nas
zaleznos$¢ przyrostu naturalnego od pozostalych zmiennych. Kluczowym dla
stosowalno$ci modelu (27) w przedstawionej sytuacji jest zalozenie, Ze struk-
tura zaleznosci nie zmienia si¢ od wojewédztwa do wojewdédztwa, co znaczy,
ze v jest ustalonym wektorem.

Model z losowymi wyrazami wolnymi wydaje sie¢ bardziej realistyczny
niz model klasyczny, gdyz dopuszcza charakterystyczny dla kazdego z woje-
wdédztw oddzielnie, poziom przyrostu naturalnego.

Uogdlniony Estymator NK podobnie jak zwykly estymator NK jest skraj-
nie nieodporny na jednostki odstajace, BP wektora parametréw wynosi 0%.

Eksperymenty symulacyjne wskazuja na niska efektywnos¢ estymatora
UNK w przypadkach, gdy wariancja efektéw losowych jest istotnie wigksza
od wariancji btedu oraz gdy wariancja efektéw losowych lub wariancji bledu
$q nieznane.

Propozycja odpornego estymatora glebi regresyjnej

Przypusémy, Ze na obserwacje patrzymy z punktu widzenia modelu (27).
Oznaczmy przez Zji zbiér par obserwadji y i x w i-tym skupisku tzn.

Zji = ((ry yp)' (xp Vi) Xy yiui)t)tr i=1,..,N.
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Niech T/“P"(Ziy = argmaxrdepth(b, Z%) = f)i = (iﬂio, 3)1.1) oznacza estymator
maksymalnej glebi regresyjnej wektora parametréw b, = (b!, b1) liniowej funk-
qji regresji y; = (b9, blx) w i-tym skupisku.

Niech:

Terth(((Zmyt..(Z7n)')') = argmaxrdepth(b, (Zh)..(Zin))) = b = (b, b)), (29)

oznac¢za estymator maksymalnej glebi regresyjnej wektora parametréw
b = (by, by) liniowej funkgji regresji y = b, + b,x dla obserwacji z wszystkich
skupisk.

WeZmy za estymatory parametréw modelu zdefiniowanego przez (27) i (28)
préerth = b, — nachylenie usrednione dla wszystkich skupisk;
prievth = b — wyraz wolny usredniony dla calej populacji;
oterth = bl.0 — wyraz wolny specyficzny dla i-tego skupiska, i = 1, ..., N;
b’del’”’ = aJith — gréerth efekt losowy w i-tym skupiskuy, i = 1, N.

Rozpatrzmy zbiér danych zlozony z 69 powiatéw wojewc’)dztw lubelskie-
go (24), t6dzkiego (23) i matopolskiego (22), badanych ze wzgledu na stope
bezrobocia rejestrowanego i powierzchnie mieszkania na 1 mieszkarica (w m?)
w roku 2005.

Zauwazmy, ze zaleta danych panelowych jest mozliwos¢ weryfikacji oraz
zlagodzenia zalozen, ktére domyslnie s3 przyjmowane w analizie danych
przekrojowych. Przy stosunkowo lagodnych zalozeniach dotyczacych media-
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ny warunkowego bledu punkty zalamania estymatora maksymalnej glebi

w kazdym ze skupisk wynosza niezaleznie BP 2 57—, gdzie d oznacza liczbe
zmiennych objasniajacych.
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Ryc. 13. Powierzchnia mieszkania vs. stopa bezrobocia — dane dotyczace powiatéw
w trzech wojewédztwach — estymator maksymalnej glebi parametréw modelu
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Ryc. 14. Powierzchnia mieszkania vs. stopa bezrobocia — dane dotyczace powiatéw
w trzech wojewédztwach — estymator UNK parametréw modelu

Estymator maksymalnej glebi regresyjnej dobrze radzi sobie ze skosnymi
oraz heteroskedastycznymi rozkladami bledu i efektéw losowych. Wyniki
symulacji wskazuja na nieobcigzonos¢ i niezla efektywnos¢ estymatora maksy-
malnej glebi regresyjnej w poréwnaniu z uogélnionym estymatorem NK oraz
niezaleznymi ocenami parametréw w skupiskach za pomoca zwyklego esty-
matora NK. ’

7. PODSUMOWANIE

Poszukiwanie nieparametrycznych i odpornych zarazem procedur statystycz-
nych, adekwatnych dla badania wielowymiarowych ukladéw spoteczno-eko-
nomicznych jest wazne zaréwno z teoretycznych, jak i praktycznych wzgle-
déw. Zdaniem autora naszkicowana w pracy perspektywa badarn, ma
zastosowanie do lepszego zrozumienia struktury wspélzaleznosci ukltadéw eko-
nomicznych. Przedstawione wlasnosci proponowanych metod, odwolujacych
si¢ do koncepcji glebi danych, wydaja si¢ wystarczajacym uzasadnieniem dla
dalszych studiéw nad tym zagadnieniem.
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1. WSTEP

W literaturze finansowej znane sg przyklady badarn dotyczacych relacji pomie-
dzy stopami zwrotu a odpowiadajacq im wielko$cig obrotéw, zaréwno gdy
chodzi o pojedyncze spéiki, jak i caly rynek — naleza do nich m.in. prace Llo-
rente i in. (2002); Gerlacha i in. (2006); Lee i Rui (2006); McMillana (2007) i inne.

Jesli zalozy sie, ze rynki kapitalowe sa efektywne informacyjnie, to zjawi-
ska takie jak krétkoterminowa tendencja do kontynuacji, jesli chodzi o stopy,
zwrotu czy dlugoterminowa tendencja tych stép do powrotu do stanu réwno-
wagi (ang. mean reverting process) badZ znaczenie wielkosci obrotéw w progno-
zowaniu stép zwrotu i na odwrét sg ciekawymi zjawiskami, ktére wymagaja
wyjasnienia. Niektérzy autorzy, tacy jak: deBondt i Thaler (1985, 1987, 1990);
Cambell i in. (1993); Conrad i in. (1994) oraz Hong i Stein (1999) przypuszczajq,
ze stwierdzona przez nich empirycznie ujemna autokorelacja stép zwrotu
wynika z poczatkowej ich nadreakgji na nowa, wazna dla rynku kapitalowego
informacje.

Z dostepnych w literaturze wynikéw badan wzajemnej zaleznosci pomie-
dzy wielkoscia obrotéw a stopami zwrotu wynika, ze to raczej stopy zwrotu
wplywajq na wolumen (np. Chen i in., 2001; Lee i Rui, 2002; Hiemstra i Jones,
1994). Zaleznos¢ przeciwna, zwlaszcza liniowa, jest mniej powszechna. Linio-
wy wplyw wolumenu na stopy zwrotu obserwowany jest gtéwnie na rynkach
wschodzacych, natomiast na rynkach dojrzatych wplyw ten ma charakter nie-
liniowy — wolumen oddzialuje gléwnie na zmiennos¢ stép zwrotu. Wspomnia-
ne powyzej wyniki dotycza sytuacji ogdlnej, od ktérej w szczegdlnych wypad-
kach notowane sg odstepstwa. W zwigzku z tym szczegdlnego znaczenia nabiera
badanie wystepujacych na rynku anomalii, ktére moga zostaé wykorzystane
przez inwestoréw.

Aby stwierdzi¢, ze ma miejsce zjawisko dazenia cen lub stép zwrotu akgji
do diugoterminowych cen lub stép réwnowagi, trzeba uwzglednic¢ dluzszy
horyzont czasowy. W krétkim czasie obserwuje sie czesto, ze po dodatnich
(yjemnych) stopach zwrotu nastepuja dodatnie (ujemne) stopy zwrotu w dniach
nastepnych. Piszg o tych zjawiskach m.in. Chan i Hamed (2000). Sg i tacy au-
torzy, jak Chincarini i Lorente-Alvarez (1999), Lee i Swaminathan (2000) czy
Connolly i Stivers (2003), ktérzy nawet chwilowe efekty wigzali z wplywem
innych czynnikéw, takich jak wielkos¢ obrotéw, i wlasnie ta wielkos$é byta klu-
czowq w ich strategiach inwestycyjnych na rynkach akgji.

Bardzo waznym kierunkiem badawczym w ostatnim okresie jest kierunek
zwiazany z teorig tzw. nadmiernej pewnosci inwestora (ang. overconfidence).
Nalezy on do dziedziny finanséw behawioralnych, a zatem wigze si¢ z psy-
chologia rynkéw finansowych (Dreman i Lufkin, 2000; Huddart i in., 2005).
Gléwnym zatozeniem tej teorii jest stwierdzenie, ze niektérzy inwestorzy prze-
ceniajg doktadnos¢ swoich informacji. Zgodnie z ta teorig wszystkich inwesto-
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réw mozna podzieli¢ na racjonalnych i tych, ktérzy przeceniajg precyzje swo-
ich informacji. Uwzgledniajac przestanki psychologiczne Daniel i in. (1997) oraz
Odean (1998) przyjmuja, ze nieracjonalni inwestorzy, czyli inwestorzy naleza-
cy do drugiej z wymienionych grup, charakteryzuja sie specyficznym zacho-
waniem na gieldzie, a przede wszystkim: po pierwsze — sprzedaja lub kupuja
wiecej niz racjonalni inwestorzy, po drugie — handluja na gieldzie bardziej
agresywnie, co zwigksza zmiennos¢ kurséw akcji, po trzecie — inwestorzy ci
wykazujg nadmierng reakcje nawet w odniesieniu do swoich prywatnych
informacji, co prowadzi do niewtasciwej wyceny waloréw, po czwarte — anoma-
lie, ktére wynikaja z takiego zachowania inwestoréw, sq niwelowane w diuzszej
perspektywie czasowej.

Oprécz badan wptywu wielkosci obrotéw na wielkos¢ stép zwrotu (Ag-
garwal i Sun, 2003) badano tez efekt odwrotny, w ramach znanego w litera-
turze finansowej tzw. efektu dyspozycji. W wypadku tego efektu zaklada sie,
Ze inwestorzy maja tendencje do stosunkowo szybkiej realizacji zyskow na
poziomie ostatnio zrealizowanej dodatniej stopy zwrotu. Inwestorzy ci zwle-
kaja jednak ze sprzedaza w sytuacji ujemnych stép zwrotu (oczekujg na popra-
we). Zaréwno teoria nadmiernej pewnosci inwestora, jak i efekt dyspozycji
prowadza do wniosku o dodatnim zwigzku pomiedzy dodatnimi stopami
zwrotu a wielkoscia obrotéw.

W pewnych sytuacjach te dwa efekty moga sie naktadad, tzn. wysokie obroty
mogg wynikaé z nadmiernego zaufania inwestoréw do posiadanych informa-
qji, jak i z faktu wystepowania w poprzednich dniach dodatnich stép zwrotu.
Wydaje sig, ze kwantyfikacja obu efektéw nie jest latwym zagadnieniem.
W ostatnich latach pojawily sig prace, np. Statman i in. (2004), Glaser i Weber,
(2005), Chuang i Lee (2006), ktorych celem byto sprawdzenie teorii o nadmier-
nym zaufaniu inwestora do posiadanych informacji. Autorzy zbadali m.in.
z punktu widzenia indywidualnych inwestoréw zachowanie kilku tysiecy ich
portfeli.

Istotng pracq nawigzujaca do roli wielkosci obrotéw na rynkach akgji jest
praca Gervaisa i in. (2001). Z badan tych autoréw wynika, ze po bardzo du-
zych (matych) wielkosciach obrotéw obserwuje sie wysokie (niskie) stopy
zwrotuy, jesli za punkt odniesienia przyjaé wielkos¢ stép zwrotu w warunkach
przecigtnej aktywnosci handlowej inwestoréw na gieldzie. Autorzy okreslaja
te zalezno$¢ mianem premii wysokiego wolumenu (ang. high-volume return pre-
mium). W praktyce podkredla sie, ze zaréwno w okresie wysokich, jak i niskich
stép zwrotu obserwuje si¢ wzrost aktywnosci handlowej. Ten ostatni wypa-
dek moze wynikac stad, Ze inwestorzy staraja si¢ usunac ze swoich portfeli
silnie znizkujace akgje.

Gervais i in. (2001) przypisuja istnienie premii wysokiego wolumenu
zmianom w postrzeganiu akcji danej spélki przez inwestoréw. Nagly wzrost
wolumenu, a w zasadzie informacja o tym fakcie, powoduje, ze inwestorzy do
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tej pory niezainteresowani spétka zaczynaja ja dostrzegaé. Powoduje to wzrost
liczby potencjalnych nabywcéw jej akcji. Jednak z powodu ograniczonej liczby
akcji spotki, bedacych na rynku konsekwencja tego zainteresowania, jest wzrost
ceny. Autorzy wykazuja ponadto, ze wplyw ekstremalnych wartosci wolume-
nu na stopy zwrotu nie zalezy od innych czynnikéw, takich jak: ceny akdji,
zapowiedzi wyptat dywidendy, ogloszenia wynikéw spétki czy tez plynnosci
akgji.

Dalsze badanie wplywu ekstremalnych wielkosci obrotéw na stopy zwro-
tu bylo prowadzone m.in. przez Kaniela i in. (2003, 2005), Aggarwala i Suna
(2003), Lei i Li (2006).

Celem naszego artykutu jest przedstawienie wynikéw badania wptywu
ekstremalnych wartosci wolumenu na stopy zwrotu spétek notowanych na Giet-
dzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie. Oprécz zagadnienia istnienia
wplywu — badZ nie — podane zostang wyniki badari nad mozliwoscia prak-
tycznego zastosowania ewentualnych, wykrytych zaleznosci. W dalszej czesci
pracy przedstawimy najpierw Zrédta danych i ich charakterystyke. Nastepnie
oméwimy zastosowang w pracy metodologie, a szczegélnie wykorzystang
wersje analizy zdarzen, bedacq podstawowym wykorzystanym narzedziem
badawczym. W dalszej czesci zaprezentujemy i oméwimy wyniki obliczen na
podstawie danych dla GPW w Warszawie. Prace zakoriczy krétkie podsumo-
wanie najwazniejszych wynikéw badar.

2. DANE

Obliczenia zostaly przeprowadzone na podstawie danych obejmujacych ciagte
dzienne stopy zwrotu oraz wolumen 73 spélek notowanych na Gieldzie Papie-
réow Wartosciowych w Warszawie w systemie notowan ciaglych co najmniej
w okresie od 2 stycznia 2001 do 30 wrzesnia 2007, zar6wno na rynku podsta-
wowym, jak i réwnoleglym oraz wolnym. W tej grupie znajdujg sie réwniez
dane dotyczace akcji Narodowych Funduszy Inwestycyjnych. Dane pochodzg
z Ceduly GPW oraz ogdélnodostepnych portali internetowych bossa.pl i ry-
nek.bph.pl.

W celu zmniejszenia sko$nosci i kurtozy danych dotyczacych wolumenu
zastosowano do nich transformacje logarytmiczna.

3. METODOLOGIA

Badania przeprowadzone w tej pracy oparte sq na analizie zdarzeri. Poniewaz
gtéwnym celem jest zbadanie wplywu ekstremalnych (tzn. bardzo duzych lub
bardzo matych) wartosci wolumenu na stopy zwrotu, interesujagcym zdarze-
niem bedzie wystapienie bardzo wysokich lub tez bardzo niskich wartosci
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wolumenu. Nasza definicja ekstremalnych wartosci wolumenu jest zblizona do
wystepujacej w pracy Gervaisa i in. (2001). Przyjmujemy, ze spétka w danym
dniu ma bardzo wysoki (niski) wolumen, jezeli jest on wigkszy (mniejszy) niz
wolumen odnotowany w ciggu 50 wczesniejszych notowar oraz w ciggu tych
50 wczesniejszych sesji nie wystepuje tak zdefiniowany bardzo wysoki ani
bardzo niski wolumen. To dodatkowe zalozenie jest konieczne, by mozliwe
byto zastosowanie analizy zdarzen. Chodzi zwtaszcza o jednoznaczng identy-
fikacje dnia zajécia tak zdefiniowanego zdarzenia. Przy badaniu wptywu wo-
lumenu na stopy zwrotu nalezy bowiem zadbad, by zdarzenia byly od siebie
odizolowane i nie zaklécaly wzajemnie swoich oddziatywan. Oczywiscie, nie-
trudno wyobrazi¢ sobie sytuacje, gdy w jakim$ dniu spétka odnotowala zde-
finiowany powyzej bardzo wysoki wolumen, a w dniu nastepnym jeszcze wyz-
szy. Jednak jako dzierl zajscia zdarzenia zostanie zakwalifikowany do préby
tylko pierwszy z wymienionych dni. Dodanie zaloZenia o odizolowaniu zda-
rzefi powoduje duze zmniejszenie ich liczby. Dla rozwazanych danych jest to
redukcja z 2822 do 258 w przypadku bardzo wysokiego wolumenu i z 3039 do
317 w przypadku bardzo niskiego wolumenu.

Przyjeta definicja zdarzenia pozwala na oddzielne badanie wptywu niskiego
i wysokiego wolumenu. Jak wynika z pracy Gervaisa i in. (2001) wplyw ten jest
odmienny. Bardzo wysoki wolumen powoduje wystepowanie dodatnich stép
zwrotu akgji, natomiast bardzo niski wolumen powoduje wystepowanie ujem-
nych stép zwrotu. Sita wpltywu ekstremalnych wartosci wolumenu zalezy réw-
niez od wielkosci spétki — slabnie ona wraz ze wzrostem kapitalizacji spétki.
W zwigzku z tym, analogicznie jak Gervais i in. (2001), sp6tki w poszczegol-
nych latach zostaty podzielone na cztery grupy w zaleznosci od kapitalizacji na
koniec roku poprzedniego. Grupe najmniejszych spétek stanowito 20% spétek
0 najnizszej kapitalizacji, nastepne 30% stanowi grupe spétek matych, kolejne
30% to grupa spétek srednich, a 20% spdtek o najwyzszej kapitalizacji na koniec
poprzedniego roku stanowi grupe spétek duzych. W kolejnym roku kalenda-
rzowym klasyfikacja spétek do poszczegélnych grup jest dokonywana ponow-
nie.

PowyzZsze definicje pozwolily na zaliczenie kazdego zdarzenia do jednej
z oémiu klas: wysoki lub niski wolumen spétek: bardzo matych, matych, sred-
nich i duzych.

4. ANALIZA ZDARZEN

Jak zostato wczesniej wspomniane, do oceny wplywu ekstremalnych wartosci
wolumenu na stopy zwrotu spétki zastosowano metodologie analizy zdarzen.
Jezeli dzieri zdarzenia oznaczymy jako t = 0, to jako okno estymacyjne przyje-
to dane z notowan dla dni t = -52, ..., -3, natomiast jako okno zdarzenia przy-
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jeto dane dla dni t = -2, ..., 5. Na podstawie stép zwrotu spétki R, oraz indeksu
WIG oznaczonych przez M,, a pochodzacych z okna estymacyjnego (przed
zdarzeniem), wyestymowano parametry modelu rynkowego:

AR, =R, -a - M,, (1)

dla t =-52, ..., b.

Model ten postuzyl do obliczenia zwyzkowych stép zwrotu AR, w oknie
estymacyjnym i w oknie zdarzenia. Nastepnie dla kazdej klasy, zaréwno dla
okna estymacyjnego, jak i okna zdarzenia, zdefiniowane zostaly przekrojowe,
érednie, zwyzkowe stopy zwrotu AR,:

- 1
AR, = N;ARM, (2)
gdzie N stanowi licznos¢ danej klasy zdarzen.

Odchylenie standardowe z préby srednich zwyzkowych stép zwrotu ob-
licza si¢ wedlug wzoru:

Al = 1 &(.—= =Y
8[AR = |~ S (4R - AR, (3)
19,5

= 3, ——
przy czym AR, = L ZAR, jest przecietng zwyzkowa stopa w oknie estyma-
cyjnym. =5z
W celu weryfikagji hipotezy o braku wplywu zdarzenia na stopy zwrotu
w dniu t stosuje sie statystyki:

U (4)

(AR ]
Przy zalozeniu, ze $rednie zwyzkowe stopy zwrotu maja rozklad normalny
zdefiniowane statystyki majg rozkiad t-Studenta o N-1 stopniach swobody.

5. WYNIKI EMPIRYCZNE

Dla rozwazanych spdlek w okresie od 2 stycznia 2001 do 30 wrzes$nia 2007
wyodrebniono 258 zdarzen polegajacych na wystapieniu bardzo wysokiego
wolumenu oraz 317 wypadkéw — bardzo niskiego wolumenu. W kazdej
w tych grup przeprowadzono badanie wplywu odnotowanych ekstremalnych
wielkosci obrotéw na stopy zwrotu. Wyniki testowania istotnosci $rednich
zwyzkowych stép zwrotu w oknie zdarzenia zostaly zebrane w tabeli 1.
Jak mozna zauwazyd¢, w wypadku wystepowania bardzo wysokiego wo-
lumenu, $rednie zwyzkowe stopy zwrotu w dniach najblizszych zdarzeniu sg
dodatnie oraz istotne. Dotyczy to ponadprzecigtnych, srednich stép zwrotu
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Tabela 1
Dzienne $rednie zwyzkowe stopy zwrotu
Bardzo wysoki wolumen Bardzo niski wolumen
Driett AR’ stat. p-value AR’ stat. t p-value
(w %) (w %)
-2 0,024 0,173 0,863 0,027 0,229 0,819
-1 0,409" 2,896 0,004 -0,211 -1,805 0,072
0 22127 15,663 0,000 0,232 -1,993 0,047
+1 0,763 5,402 0,000 -0,161 -1,381 0,168
+2 0,337 2,389 0,018 -0,047 -0,405 0,686
+3 0,212 1,504 0,134 -0,221 -1,895 0,059
+4 0,251 1,777 0,077 -0,283’ -2,425 0,016
+5 -0,234 1,654 0,099 -0,024 -0,205 0,838

Zrodlo: obliczenia wiasne.
Objasnienia: * — wartos¢ istotna na poziomie 5%, ** — wartos¢ istotna na poziomie 1%.
jeden dzieri przed zdarzeniem, w dniu zdarzenia i w ciaggu dwu kolejnych dni
po zajéciu zdarzenia. Oznacza to, ze bardzo wysokim wartosciom wolumenu
towarzysza zwiekszone stopy zwrotu akcji. Jednak z drugiej strony, istotna
wartos¢ sredniej zwyzkowej stopy zwrotu w dniu poprzedzajacym zdarzenie
$wiadczy o tym, Ze to raczej wzrost cen akcji powoduje wzrost zainteresowa-
nia inwestoréw transakcjami kupna/sprzedazy, co prowadzi do wzrostu wo-
lumenu. Jest to potwierdzenie wspomnianego wczesniej efektu dyspozycji
w zakresie dotyczacym zachowan inwestoréw, gdy stopy zwrotu na gieldzie
sq wysokie. Z kolei wzrost zainteresowania inwestoréw, a wiec tez popytu na
akcje, moze powodowac wzrost ich kurséw, co oznacza utrzymywanie sie
w nastepnych dniach dodatnich zwyzkowych stép zwrotu. Natomiast bardzo
niskiemu wolumenowi towarzysza ujemne wartosci zwyzkowych stép zwro-
tu, przy czym istotne sa one tylko w dniu zdarzenia. Wystepowanie ujemnych
stop zwrotu przed i w samym dniu ekstremalnie niskiej wielkosci obrotéw
moze potwierdzac efekt dyspozycji w czesci dotyczacej wstrzymywania sig inwe-
storow ze sprzedawaniem akgji, gdy sprzedaz wigze si¢ ze stratami (ujemne
stopy zwrotu).

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze wyniki przeprowadzonego badania,
a w szczegolnosci istotne dodatnie zwyzkowe stopy zwrotu w nastepnym dniu
po zdarzeniu, potwierdzajg wystepowanie na GPW premii wysokiego wolu-
menu. Jednak petniejszy obraz wplywu ekstremalnych wartosci wolumenu na
stopy zwrotu na GPW daje analiza uwzgledniajaca wielko$¢ spétek. Jej wyniki
zostaty zebrane w tabeli 2.
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Tabela 2
Dzienne, Srednie, zwyzkowe stopy zwrotu spélek o r6znej wielkosci
(bardzo male, male, $rednie i duze)
Bardzo wysoki wolumen
bardzo male spéiki mate sp6iki $rednie spétki duze spétki

Duziet ¢ (41 zdarzen) (69 zdarzen) (87 zdarzen) (61 zdarzen)
AR' stat. £ AR! stat. f ARI stat. ¢ AR/ stat. ¢
(W %) (W %) (W %) (W %)
-2 0,007 -0,015 -0,338 -1,017 0,145 0,657 0,275 1,625
-1 1,6417 3,028 0,256 0,873 0,356 1,616 -0,170 -0,038
0 44777 | 7510 | 32937 | 11,07 14217 | 6458 | 05% | 32341
+1 1,157 2,479 1,386 4,721 0,499’ 2,267 0,170 0,654
+2 1,330 2,541 0,414 1,507 0,245 1,115 -0,285 -1,880
+3 0,725 1,380 0,372 1,194 0,025 0,114 -0,045 ~-0,284
+4 -0,099 -0,149 0,5:85' 2,011 0,49 2252 | -0,241 -1,379
+5 -1,440" -2,775 6,206 0,658 -0,047 -0,212 -0,187 -1,212
Bardzo niski wolumen
bardzo matle spétki mate sp6tki $rednie spélki duze spétki
(65 zdarzeni) (97 zdarzen) (88 zdarzeri) (67 zdarzen)
Dzien ¢t — — — —
AR! stat. ¢ AR, stat. t AR, stat. t AR/ stat. f
(w %) (w %) (w %) (W %)
-2 0,275 0,679 -0,149 -0,538 0,036 0,240 0,027 0,375
-1 0,135 0,333 ~0,702" -2,545 -0,172 -0,771 0,115 0,534
0 -0,449 -1,108 -0,169 -0,614 -0,186 -0,756 -0,175 -0,833
+1 -0,234 -0,577 -0,337 -1,221 0,007 -0,008 -0,058 -0,279
+2 -0,103 -0,255 -0,013 -0,045 0,118 0,487 -0,260 -1,110
+3 -0,145 -0,357 -0,615 -2,228 -0,067 -0,315 0,072 0,447
+4 -0,576 -1,421 -0,050 -0,180 -0,379 -1,622 -0,210 -1,041
+5 -0,210 -0,518 0,069 0,251 0,102 0,362 -0,143 -0,550

Zrédlo: obliczenia wlasne.
— wartos¢ istotna na poziomie 5%, ** — warto$¢ istotna na poziomie 1%.

Objasnienia:

*
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Wynika z nich, Ze wypadkom wystepowania bardzo wysokiego wolume-
nu towarzyszq istotnie dodatnie zwyzkowe stopy zwrotu niezaleznie od wiel-
kosci spétek. Tylko w przypadku najmniejszych spélek mozna odnotowac istotne
statystycznie, dodatnie zwyzkowe stopy zwrotu wystepujace dzieri wczeéniej.
Fakt ten jest potwierdzeniem przypuszczenia, ze w przypadku matych spotek
o niskiej ptynnosci wzrost ceny akcji moze bardziej niz w przypadku duzych
spétek sklaniac ich wiascicieli do realizacji zyskéw. Z drugiej strony, na GPW
w Warszawie istotng role odgrywaja inwestorzy indywidualni, w tym drobni,
ktérzy podejmujg decyzje inwestycyjne na podstawie obserwacji ruchéw cen
poszczegdlnych akgji (ang. noisy traders). Male spdtki nie sg obiektem szczegdl-
nego zainteresowania analitykéw gieldowych czy mediéw. Inwestorzy insty-
tucjonalni, posiadajacy zwykle wiasnych profesjonalnych analitykéw i dostep
do mediéw, inwestuja zwykle w wigksze sp6tki, ktérych akcje sq wybierane
do portfela na podstawie szczegélowej, profesjonalnej analizy obecnej sytuacji
spotki i jej perspektyw rozwojowych. Popyt na akcje matych spélek, genero-
wany przeéz drobnych inwestoréw podejmujacych decyzje inwestycyjne na
podstawie obserwacji wzrostu cen, moze prowadzi¢, i — jak potwierdzaja nasze
wyniki empiryczne — prowadzi do wzrostu obrotéw w nastepnym dniu (dniu
zdarzenia). Wzrost obrotéw prowadzi do istotnego wzrostu kursu akgji, a wiec
1 stép zwrotu w dniach nastgpnych. Mozna wiec méwic¢ o samonapedzajacym
si¢ mechanizmie: ceny akgji rosng, wiec inwestorzy (zwlaszcza drobni) je ku-
pyuja, wzmozony popyt na akcje powoduje dalszy wzrost ich cen itd. Ten proces
nie trwa jednak w nieskoriczonoéé. Na rynku z duzym udzialem inwestoréw
indywidualnych przystowiowa ,zapatka” (niekiedy nawet tylko plotka) moze
spowodowac ,jazde w dét”. Z naszych badari wynika takze wniosek, ze obec-
nos¢ dodatnich zwyzkowych stép zwrotu dzienn przed wystgpieniem bardzo
wysokiego wolumenu (odnotowana w tab. 1) moze by¢ spowodowana gléw-
nie zachowaniem inwestoréw posiadajacych akcje najmniejszych spétek.

Biorac pod uwage cel pracy, najwazniejsze jest stwierdzenie wystepowa-
nia istotnie wiekszych od zera zwyzkowych stép zwrotu w nastepnym dniu po
wystapieniu bardzo wysokiego wolumenu. Tak jest w przypadku wszystkich
spotek z wyjatkiem najwigkszych. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku malych
spotek zwyzkowe stopy zwrotu sa istotne na poziomie 1%. Oznacza to, ze
w przypadku wigkszosci spétek (szczegélnie matych) wystapienie bardzo du-
zego wolumenu powoduje w szczegdlnosci wzrost stép zwrotu w dniu nastep-
nym. Troche inna sytuacja ma miejsce w przypadku wystgpowania bardzo ni-
skich wartosci wolumenu. Z przeprowadzonego badania wynika, ze tego typu
zdarzeniom nie towarzyszy istotna zmiana stép zwrotu. Nalezy jednak pod-
kredli¢, ze srednie zwyzkowe stopy zwrotu sg w wigkszosci ujemne.

Z praktycznego punktu widzenia ciekawe jest czy potwierdzony powyzej
wplyw wysokiego wolumenu na stopy zwrotu akcji na GPW moze zostaé
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wykorzystany do konstrukeji zyskownej strategii inwestycyjnej. W tym celu
Zbadane zostaty stopy zwrotu spélek w trakcie kolejnych notowar po zdarze-

niu. Rozwazone zostaly dyskretne stopy zwrotu obliczone w stosunku do ceny
P -P

zamkniecia poprzedniego notowania, czyli R, =——1 lub w stosunku do
£-1

B_PO

0
dek ma poméc w wyborze optymalnego czasu sprzedazy waloru zakupionego

w dniu zdarzenia.

ceny zamknigcia notowania w dniu zdarzenia R, = . Ten drugi przypa-

Tabela 3

Srednie stopy zwrotu (w %) w kolejnych dniach po zdarzeniu (zdarzeniem byt ekstremalnie
wysoki wolumen) liczone wzgledem wczesniejszego notowania oraz wzgledem ceny zamknigcia
w dniu zdarzenia

Spotki
Dzien ¢

wszystkie | bardzo male matle $rednic duze

E=1 0,96 1,72 1,41 0,66 0,38

t=2 0,51 .1,53 0,68 0,41 ~0,20

R, t=3 0,24 0,55 0,31 0,04 0,26
t=4 0,45’ 0,43 0,63 0,56’ 0,09

t=5 -0,20 -1,19° 0,27 -0,03 -0,35

t=1 0,96 1,72 1,41 0,66 0,38

t=2 1,52° 3,56 2,10° 1,10 0,17

R, =3 187 4,74 2,46’ 1,12 043
t=4 2,18 4,33 3,08 1,68 0,52

t=5 1,95 3,01 3,37 1,60’ 0,18

Zrédlo: obliczenia wiasne.
Objasnienia: * — warto$¢ istotna na poziomie 5%.

W wigkszosci przypadkéw uzyskane $rednie stopy zwrotu sg nieujemne,
ale tez sa nieistotne. Wystepujaca nieistotnosé srednich stép zwrotu wynika
zapewne w gléwnej mierze z matlej licznosci danych w poszczegdlnych gru-
pach spétek. Stad najwigcej istotnie réznych od zera $rednich stép zwrotu wy-
stepuje, gdy rozwazane sa wszystkie spotki. W szczegdlnosci nalezy podkre-
$li¢ istotnosc $rednich stép zwrotu obliczanych wzgledem dnia zdarzenia. Wynik
ten sugeruje wybor strategii polegajacej na kupnie waloru w dniu zdarzenia
i jego sprzedazy cztery dni p6Zniej. Jezeli pominigte zostang koszty transak-
cyjne to taka strategia przynosi przecietnie dla wszystkich spélek prawie 2,2%
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zysku. Podobna sytuacja ma miejsce, gdy rozwazania zostang zawezone do
grupy matych spétek, przy czym w tym przypadku oczekiwany zysk po pieciu
dniach jest istotnie wigkszy — wynosi prawie 3,4%. Dla pozostatych grup spét-
ek nie mozna statystycznie potwierdzi¢ wystegpowania przestanek przemawia-
jacych na korzys¢ takiej strategii.

Mozna sig¢ tez zastanawiac¢ czy uzyskane wyniki moggq by¢ poprawione
jezeli uwzgledni si¢ ewentualne dodatkowe czynniki, jak np. wartosé stép
zwrotu w dniu zdarzenia, w okresie przed zdarzeniem lub tez wartos¢ wolu-
menu. W zwiazku z tym w dalszym badaniu jako czynniki, ktére mogg deter-
minowac zachowanie si¢ stép zwrotu akcji w kolejnych notowaniach po dniu
zdarzenia przyjeto: $rednig stép zwrotu z okna przed zdarzeniem, mediane
stép zwrotu z okna przed zdarzeniem mediane zwyzkowych stép zwrotu
w oknie przed zdarzeniem, stope zwrotu akcji w dniu zdarzenia oraz zwyz-
kowgq stope zwrotu w dniu zdarzenia. W kazdym z przypadkéw osobno ba-
dano spéiki, dla ktérych rozwazane kryterium jest wieksze badZ mniejsze od
zera. Srednie stopy zwrotu dla takich podgrup zostaly zebrane w tabelach 4

Tabela 4

Srednie stopy zwrotu (w %) liczone wzgledem dnia zdarzenia (zdarzeniem byt ekstremalnie
wysoki wolumen) w trakcie kolejnych notowar po zdarzeniu obliczone dla wszystkich spélek
spelniajacych wybrane kryteria

Okno przed zdarzeniem Dzieni zdarzenia
Dzieti ¢ —
R, me R, me AR, R, AR,
wigksze od 0:
t=1 1,13 1,05 0,90 147 1,46
f=2 2,05 1,43 1,107 2,39 2,29
b=3 2,33 1,62 137" 2,92 2,73
b=4 2,31 1,95 2,23 313 2,87
t=5 2,21° 1,61 1,99 2,89 2,64’
mniejsze od 0:
t=1 0,76 121 1,007 -0,15 0,13
t=2 0,92 2,68 1,81 -0,41 0,13
t=3 1,34 3,89 2,20 -0,51 0,01
t=4 2,04 3,99 2,15 -0,02 0,71
t=5 1,66’ 3,04 1,92° -0,02 0,48

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Objasnienia: * — wartos¢ istotn na poziomie 5%, pogrubiong czcionka zaznaczono wartosci wiek-
sze niz $rednie stopy zwrotu w tabeli 3.
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Tabela 5

Srednie stopy zwrotu i mediany (w %) malych spélek liczone wzgledem dnia zdarzenia
(zdarzeniem byl ekstremalnie wysoki wolumen) w trakcie kolejnych notowan po zdarzeniu
obliczone dla spélek spelniajgcych wybrane kryteria

Okno przed zdarzeniem Dzieni zdarzenia
Dzien ¢ —

R, me R, me AR, R, AR,

wieksze od 0:
t=1 0,91 1,39 2,43 1,70° 1,58
t=2 1,75 2,50 2,88 2,46 2,25
t=3 1,53 2,08 3,76 2,39 2,11
t=4 2,22 2,15 4,61 2,83 2,49
t=5 2,99 1,81 471" 3,04 2,86

mniejsze od 0:
F=1 1,91 1,47 0,68 0,49 0,92
t=2 2,46 2,03 1,56 0,97 1,67
=3 3,40° 2,46 1,54 2,647 3,49
t=4 3,95 3,34 2,01 3,95 4,79’
E=5 3,75 2,83 2,42 4,70° 4,86

Zrédlo: obliczenia wlasne.
Oznaczenia: * — warto$¢ istotna na poziomie 5%, pogrubiong czcionka zaznaczono wartosci wigk-
sze niz $rednie stopy zwrotu w tabeli 3.

i 5 odpowiednio dla wszystkich spétek oraz tylko dla matych spélek. Te grupy
zostaly wybrane poniewaz gtéwnie dla nich mozna oczekiwac istotnych zy-
skow. Z kolei, w przeciwieristwie do tabeli 3, nie zaprezentowano wynikéw
dla stép zwrotu liczonych wzgledem dnia poprzedniego, poniewaz w wigk-
szosci wypadkéw byly one nieistotne.

Wyniki przeprowadzonych obliczert wskazuja, ze zazwyczaj kupowanie
wytacznie akcji spétek, ktére w dniu zdarzenia odnotowaly dodatnie (zwyz-
kowe) stopy zwrotu prowadzi do uzyskania istotnie dodatnich $rednich stép
zwrotu, ktére ponadto sq wyzsze niz $rednie stopy zwrotu obliczone bez
uwzglednienia tego faktu. Jest to spowodowane wystepowaniem dodatniej
korelacji pomiedzy wartoscia stép zwrotu w dniu zdarzenia i w dniach kolej-
nych. Z drugiej stronym ujemna korelacja pomiedzy stopami zwrotu w dniach
po zdarzeniu a mediang zwyzkowych stép zwrotu w oknie przed zdarzeniem
rowniez implikuje wystepowanie zwigkszonych srednich stép zwrotu, przy
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czym w dwéch przypadkach sg one nieistotne. Dodatnie stopy zwrotu po dniu
zdarzenia wystepujg takze w przypadku spétek, ktérych mediana stopy zwro-
tu w dniu zdarzenia byta ujemna.

Inaczej wyglada to w przypadku rozwazenia wylqcznie matych spétek. Tu
najwigksze znaczenie zdaje si¢ mie¢ ujemna korelacja stép zwrotu w dniach po
zdarzeniu ze $rednig stopa zwrotu z okresu przed zdarzeniem oraz dodatnia
korelacja z mediang zwyzkowych stép zwrotu w tymze okresie. Kupno akgji
matych spélek zgodnie z ktérymkolwiek z tych kryteriéw (kazde wigksze od
zera) prowadzi do zwigkszenia oczekiwanego zysku, przy czym najlepsze
wyniki s w przypadku zastosowania podzialu wedlug mediany zwyzkowych
stop zwrotu.

Jak wida¢ w drugiej czesci tabeli 5 w przypadku kupna akcji matych spét-
ek, dla ktérych wymienione wyzej parametry pozycyjne w oknie przed zda-
rzeniem lub w dniu zdarzenia byly ujemne najwyzsze stopy zwrotu z akgcji
gwarantuja spotki, dla ktérych srednia stopa zwrotu w oknie przed zdarze-
niem byla ujemna (istotnos¢ ponadprzecietnych stép zwrotu we wszystkich
pieciu dniach po zdarzeniu). Wysokie stopy zwrotu, ale dopiero w dniach 3,
4 i 5 po zdarzeniu zapewniajg takze akcje spélek, ktére w dniu zdarzenia
wykazywaly ujemne stopy zwrotu lub ujemne ponadprzecigtne stopy zwrotu.

6. UWAGI KONCOWE

W pracy zostalo przeprowadzone badanie wplywu ekstremalnych wartosci
wolumenu na stopy zwrotu spétek notowanych na GPW w Warszawie. Bada-
nie to zostalo przeprowadzone z wykorzystaniem metodologii analizy zda-
rzen. Uzyskane wyniki §wiadcza o istnieniu dodatniego wptywu bardzo
wysokiego wolumenu (nazywanego w tej pracy zdarzeniem) na stopy zwrotu
w ciagu nastepnych notowan. W wiekszosci spélek, zwlaszcza matych, stwier-
dzono bowiem wystepowanie istotnie dodatnich zwyzkowych stép zwrotu
w dniu po zdarzeniu. Uzyskane wyniki potwierdzajg, wystepujacq w literatu-
rze hipoteze o tzw. premii wysokiego wolumenu i moga zosta¢ wykorzystane
do budowy odpowiedniej strategii inwestycyjnej, ktérg opisano w artykule.
W przypadku ekstremalnie matych obrotéw (ten fakt byt takze uwazany przez
nas za zdarzenie) zwyzkowe stopy zwrotu byly co prawda w wiekszosci ujem-
ne, ale statystycznie nieistotne. Wyniki naszych badari empirycznych dostar-
czajg tez argumentéw na rzecz efektu dyspozycji dla malych spétek z GPW
w Warszawie. Istotna dodatnia warto$¢ sredniej zwyzkowej stopy zwrotu
w dniu poprzedzajacym zdarzenie $wiadczy bowiem o tym, ze wzrost cen
akcji powoduje wzrost zainteresowania inwestoréw transakcjami kupna/sprze-
dazy, co prowadzi do wzrostu wielkosci obrotéw. Z drugiej strony, wystepo-
wanie ujemnych stép zwrotu przed i w samym dniu ekstremalnie niskiej wiel-
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kosci obrotéw moze potwierdzaé efekt dyspozycji w czesci dotyczacej niecheci
inwestoréw do sprzedawaniem akgcji, gdy sprzedaz oznaczataby ich pogodze-
nie sie ze stratami (ujemne stopy zwrotu).

Badania — przynajmniej posrednio — przemawiaja takze za teorig nad-
miernego zaufania czesci inwestoréw do precyzji swoich informacji.

BIBLIOGRAFIA

Aggarwal R., Sun M. 2003. Trading volume extremes and the subsequent price behavior, Financial
Management Association, http://207.36.165.114/Denver/Papers.

Campbell ., Grossman S., Wang J. 1993. Trading volume and serial correlation in stock returns, Qu-
aterly Journal of Economics, 108, 905-939.

Chan K., Hameed A., Tong W. 2000. Profitability of momentum strategies in the international equity
markets, Jorunal of Financial and Quantitative Analysis, 35, 153-172.

Chen G., Firth M., Rui O.M. 2001. The Dynamic Relation Between Stock Returns, Trading Volume, and
Volatility. The Financial Review, 38, 153-174.

Chincarini L.B., Lorente-Alvarez ] .-G. 1999. Volunie and Return Information on Individual Stocks, SSRN
eLibrary.

Chuang W -1, Lee B.-5.2006. An empirical evaluation of the overconfidence hypothesis, Journal of Banking
and Finance, 30, 2489-2515.

Connolly R., Stivers C. 2003. Momentum and reversals in equity-index returns during periods of abnor-
mal turnover and return dispersion, The Journal of Finance, 58, 1521-1555.

Conrad J., Hameed A., Niden C. 1994. Volume and autocovariances in short-horizon individual security
returns, The Journal of Finance, 49, 1305-1329.

Daniel K., Hirshleifer D., Subrahmanyam A. 1997. A theory of overconfidence, self-attribution, and
security market under- and overreaction, http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abs-
tract_id=2017&rec=18&srcabs=168472.

deBondt W., Thaler R. 1985. Does the stock market overrcact?, The Journal of Finance, 40, 793~805.

deBondt W., Thaler R. 1987. Further evidence an investor overreaction and stock market seasonality, The
Journal of Finance, 42, 557-581.

deBondt W., Thaler R. 1990. Do security analysts overreact?, The American Economic Review, 80,
52-57.

Dreman D., Lufkin E. 2000. Investor overreaction: Evidence that its basis is psychological, The Journal
of Psychology and Financial Markets, 1, 61-75.

Gerlach R., Chen C,, Lin D., Huang M.-H. 2006. Asymmetric responses of international stock markets
to trading volume, Physica A, 360, 422-444.

Gervais 5., Kaniel R., Mingelgrin D. 2001. The high-volume return prenium, The Journal of Finance,
56, 877-919.

Glaser M., Weber M. 2005a. Overconfidence and trading volume, Technical report, Swedish Institute
for Financial Research.

Glaser M., Weber M. 2005b. Which past returns affect trading volume, Technical report, Swedish
Institute for Financial Research.

Gurgul H., Mestel R., Schleicher C. 2003. Stock market reactions to dividend announcements: Empirical
evidence from the Austrian stock market, Swiss Society for Financial Market Research, 17, 332-350.

Hiemstra C., Jones |.D. 1994. Testing for linear and nonlinear Granger causality in the stock price —
volume relation, Journal of Finance, 49, 1639-1664.

Hong H., Stein J. 1999. A unified theory of underreaction, nmomentum trading, and overreaction in asset
markets, The Journal of Finance, 54, 2143-2184.


http://207.36.165.114/Denver/Papers
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm7abs-

45

Huddart S., Yetman M., Lang M. 2005. Psychological factors, stock price paths, and trading volume,
http: // papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=1118080.

Kaniel R., Li D., Starks L. 2003. The high volume return Premium and the inwestor recognition hypo-
thesis: International cvidence, Working Paper.

Kaniel, R., Li, D., Starks, L. 2005. Investor visibility events: Cross-country evidence, Working Paper.

Lee B.S., Rui O.M. 2002. The dynaniic relationship between stock returns and trading volume: Domestic
and cross-country evidence, Journal of Banking and Finance, 26, 51-78.

Lee C., Swaminathan B. 2000. Price momentum and trading volume, The Journal of Finance, 55, 2017-
2069.

Lei A, Li H. 2006. Trading volume shocks and subsequent stock returns, http://www.fma.org/SLC/
Papers/FMA _TradingVolumeShocks.pdf.

Llorente G., Michaely R., Saar G., Wang, J. 2002. Dynamic volume-return relation of individual stock,
The Review of Financial Studies, 15, 1005-1047.

McMillan D. 2007. Non-linear forecasting of stock returns: Does volume help?, International Journal of
Forecasting, 36, 115-126.

Odean T. 1998. Volume, volatility, price, and profit when all traders are above average’, Journal of
Finance, 53, 1887-1934.

Statman M., Thorley S., Vorkink K. 2004. Investor overconfidence and trading volume, http: //www.afa-
jof.org/pdfs/2004program/UPDF/P463_Behavioral _Finance.pdf.


http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=lll
http://www.fma.org/SLC/

F OLTIA OECONOMICA CRACOVIENSIA
Vol. XLIX-L (2008-2009) PL ISSN 0071-674X

BAYESOWSKIE GRANICZNE FUNKCJE KOSZTU
DLA SEKTORA DYSTRYBUC]I ENERGII

JACEK OSIEWALSKI

Katedra Ekonometrii i Badari Operacyjnych
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
PL 31-510 Krakéw, ul. Rakowicka 27
oraz Krakowska Akademia im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego
e-mail: eeosicwa@cyf-kr.edu.pl

RENATA WROBEL-ROTTER

Katedra Ekonometrii i Badani Operacyjnych
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
PL 31-510 Krakéw, ul. Rakowicka 27

e-mail: eewrobel@cyf-kr.edu.pl

Praca przedstawiona na posiedzeniu Komisji Nauk Ekonomicznych i Statystyki Oddziatu PAN
w Krakowie w dniu 9 grudnia 2008 r.

ABSTRACT

Renata Wrdbel-Rotter. Bayesian frontier cost functions for the electricity distribution sector. Folia
Oeconomica Cracovienisa 2008-2009, 49-50: 47-69.

The paper discusses the application of the Bayesian stochastic frontier cost functions as a tool
for assessing and comparing the cost efficiency of firms. The analysis is based on the micro-
economic production theory and the concept of inefficiency that is related to the existence of
inner mechanisms responsible for observing costs higher than indicated by theory, given
technical and economic environment of firms. The stochastic cost frontier allows to estimate
individual cost efficiency and to precisely decompose the observed cost into theoretical cate-
gories, such as minimal excessive or systematic cost, which play crucial role in assessing the
economic behavior of firms. From the empirical perspective the most important is the mini-
mal cost, which denotes the cost that is indispensable to achieve the observed production
level given technology, input prices, cost effects of random variability. The Bayesian estima-
tion of stochastic cost frontiers for panel data allows to treat a number of issues unsolved on
the classical ground, such as stability of empirical results, assessment of the uncertainty of
cost categories and efficiency coefficients. As a fundamental tool for the analysis we present
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the Bayesian random effects model with constant efficiency distribution. The methodology
is illustrated with the cost function for the 14 firms operating in the electricity distribution
sector observed over 6 years.

KEY WORDS — SEOWA KLUCZOWE

stochastic frontier models, cost efficiency, Bayesian econometrics
stochastyczne modele graniczne, efektywnos¢ kosztowa, ekonometria bayesowska

1. WSTEP

Celem pracy jest prezentacja zalozZeni i wynikéw analizy kosztéw operacyjnych
w sektorze dystrybucji energii w Polsce. Stosujac bayesowskie wersje tzw. sto-
chastycznych granicznych modeli kosztu dokonujemy oceny efektywnosci
kosztowej wszystkich czternastu spétek dystrybucyjnych na podstawie danych
rocznych z lat 2001-2006. Opis dzialania podmiotéw gospodarczych, wyko-
rzystany w badaniach, bazuje na ekonometrycznych modelach procesu pro-
dukcyjnego, ktére powstaja w efekcie polaczenia mikroekonomicznej teorii
kosztu z rozwazaniami uwzgledniajacymi nieefektywnos¢ jednostek produk-
cyjnych (przedsigbiorstw) na skutek niewlasciwego wykorzystania przez nie
czynnikéw produkcji

Graniczne modele produkgji lub kosztu byly juz szeroko wykorzystywane
do analizy efektywnosci dzialania podmiotéw, takich jak: linie lotnicze (Schmidt
i Sickles, 1984), szpitale (Koop, Osiewalski i Steel, 1994, 1997), banki i ich od-
dzialy (Marzec i Osiewalski 2003, 2008 oraz bibliografia tam zawarta), biblio-
teki akademickie i publiczne (Osiewalski i Osiewalska, 2003, 2006), elektrow-
nie i elektrocieptownie (Wrdbel-Rotter i Osiewalski, 2002; Wrébel-Rotter, 2004).
Wiele zastosowari stochastycznych granicznych modeli produkdji i kosztu (nie-
standardowych i trudnych do analizy metodami niebayesowskimi) wykorzy-
stuje mozliwosci wnioskowania bayesowskiego, wspomaganego numerycznie
metodami Monte Carlo. Bayesowskie stochastyczne modele graniczne wpro-
wadzili do ekonometrii van den Broeck, Koop, Osiewalski i Steel (1994) oraz
Koop, Osiewalski i Steel (1994, 1997), ktérzy opracowali tez metody Monte
Carlo umozliwiajace uzyskiwanie wynikéw empirycznych.

Bayesowski graniczny model kosztu zmiennego dla sektora dystrybucji
energii zostal opracowany na zlecenie Urzedu Regulacji Energetyki (Osiewal-
ski i Wrébel-Rotter, 2008), a proponowane metody i uzyskane wyniki stano-
wig alternatywe wobec tradycyjnych, wielce uproszczonych metod oceny efek-
tywnosci kosztowej stosowanych uprzednio przez Urzad. Model przyjety
w pracy opisuje zaleznos$¢ kosztu operacyjnego (ponoszonego przez spotke dys-
trybucyjna) od duzej liczby czynnikéw o charakterze techniczno-ekonomicz-
nym, ktére powinny determinowac jego poziom, oraz od sposobu zarzadza-
nia, reprezentowanego przez zmienng nieobserwowalng (ukryta) okreslajaca
efektywnosé. Podejscie bayesowskie pozwala precyzyjnie okreslic niepewnosé
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wnioskowania o wplywie wyréznionych czynnikéw oraz o niesprawnosci
zarzadzania (nieefektywnosci kosztowej). Ocena niepewnosci wnioskowania
jest szczegdlnie wazna w przypadku malej liczby obserwacji, co ma miejsce
w sektorze dystrybugcji energii, w ktérym od 2001 roku dziala 14 przedsie-
biorstw. Poza samg dziedzing zastosowania, niniejsza praca rézni sie istotnie
od dotychczasowych prac z zakresu bayesowskich granicznych modeli kosztu
dzigki zdefiniowaniu nowych kategorii skladowych kosztu i dokonaniu ich
estymagiji.

Nastegpna (druga) czes¢ pracy poswiecona jest ogélnej prezentacji stocha-
stycznego modelu granicznego i wskaZnika efektywnosci kosztowej. W czesci
trzeciej definiujemy kategorie kosztu, jakie mozna teoretycznie rozwazad
(i empirycznie szacowacd) w ramach modelu granicznego. Cze$¢ czwarta za-
wiera podstawowe informacje o bayesowskim ujeciu modelowania kosztu
i nieefektywnosci kosztowej na podstawie danych panelowych. W czesci piatej
przedstawiamy wyniki empiryczne, zwracajac szczegdlng uwage na wrazli-
wosc¢ ocen efektywnosci na dobdr zmiennych objasniajacych oraz na niepew-
nos¢ wnioskowania o skladowych kosztu obserwowanego. Czes¢ szdsta za-
wiera podsumowanie.

2. OGOLNA CHARAKTERYSTYKA STOCHASTYCZNEGO
MODELU GRANICZNEGO

Model przyjety do oceny efektywnosci opisuje zaleznosé obserwowanego kosztu
zmiennego przedsigbiorstwa od czynnikéw techniczno-ekonomicznych, ksztal-
tujacych jego poziom, oraz od niesprawnosci zarzadzania; jest on zapisywany
w nastepujacej ogdlnej formie (por. Aigner i in., 1977, Meeusen i van den Broeck,
1977, Lovell, 1993; Greene, 1993):

Ci™ = explf(x,, B)+ v, +1,]
a po obustronnym zlogarytmowaniu przyjmuje posta’c’:
Y = fxypB) + u; + vy,

gdzie y, jest zmienng zalezng, oznaczajaca logarytm kosztu obserwowanego
(C,‘-:bs‘) w i-tym obiekcie (i = 1, ..., N) w okresie t (¢t = 1, .., T), x,, jest wektorem
egzogenicznych zmiennych objasniajacych, f(x,,f) jest ogélnym oznaczeniem
postaci analitycznej funkcji kosztu, Sto wektor nieznanych parametréw tej funk-
qi, v, to zmienna losowa o rozkladzie symetrycznym wokét zera (skladnik
czysto losowy), ujmujaca wplyw czynnikéw przypadkowych oraz bledu pomia-
ru kosztu, 1; 0znacza zmienng losowa przyjmujaca wylacznie wartosci nieujemne
i reprezentujaca nieefektywno$é, suma u; + v, jest zlozonym skladnikiem loso-
wym. Zakladamy niezaleznos¢ stochastyczng wszystkich zmiennych v, i u,
przyjmujac dla v, ten sam rozktad normalny, a dla u, rozkltady wykladnicze.
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W badaniu empirycznym przyjmujemy liniowa wzgledem parametréw
posta¢ analityczna funkdji f, 4. f(x,, ) = x, 5, ktéra moze reprezentowa¢ model
Cobba i Douglasa badZ translogarytmiczny. W przypadku prostszej funkcji
Cobba i Douglasa (stosowanej w tej pracy ze wzgledu na malg liczbe obserwa-
qji i duza liczbe zmiennych) wektor-wiersz x;, powinien zawierac¢ logarytmy
gléwnych zmiennych objasniajacych krétkookresowy koszt zmienny, tj. wiel-
kosci produkgji, cen zmiennych czynnikéw produkcji oraz nakladéw czynni-
kéw statych. Postac liniowa dla logarytméw wszystkich zmiennych wystepu-
jacych w modelu kosztu jest opisem technologii dualnym wobec funkgji produkgji
Cobba i Douglasa, stanowiac réwnoczesnie aproksymacje pierwszego rzedu
dla dowolnej gladkiej funkgji kosztu.

Stochastyczna graniczna funkcja kosztu zmiennego jest podstawa do kon-
strukcji miernika krétkookresowej nieefektywnosci kosztowej EK,, obiektu
i w okresie t, okreslonej jako iloraz minimalnego kosztu zmiennego CMin =
= exp[flx,, B) + v,] (wynikajacego z funkcji kosztu i wahari czysto losowych) do
kosztu C£% = exp(y,) = exp[flx,, ) + u, + v,] rzeczywiscie poniesionego przez
dany podmiot:

EK, = exp[f(xit/ﬁ)+vi:] - Cr _ exp(— “.),

exp[f(x,.,, B)+v, + “i] Cybs 1
przy czym EK, = EK; ze wzgledu na stalo$¢ u; w czasie. Zalozenie w modelu
dla danych przekrojowo-czasowych, ze u; jest efektem indywidualnym umoz-
liwia precyzyjna estymacje wskaznikéw efektywnosci, poniewaz szacujac u,
wykorzystujemy obserwacje z kilku lat dla kazdego z obiektéw (a nie tylko
jedng wartosc, jak w przypadku danych przekrojowych). Konstrukcja wskaz-
nika efektywnosci powoduje, Ze zawiera sie on w przedziale (0, 1] i pozwala
na dogodna interpretacje: EK; okresla, jaka czesé kosztu poniesionego przez
dana jednostke¢ w danym okresie jest kosztem uzasadnionym z ekonomiczne-
go punktu widzenia, (1-EK,) wskazuje, jaka czes¢ jest kosztem nadwyzkowym,
ktéry méglby zosta¢ zredukowany.

3. KATEGORIE MODELOWE KOSZTOW

Stochastyczna graniczna funkcja kosztu jest modelem strukturalnym, przed-
stawiajacym koszt obserwowany i-tego podmiotu w okresie ¢ jako iloczyn trzech
czynnikéw:

Ci(t)bs = exp[f(x;, B)]-expv,)- exp(i,),

z ktérych pierwszy reprezentuje teoretyczny koszt graniczny (mikroekono-
miczny), drugi — wspélczynnik zmiany kosztu na skutek uwarunkowan czy-
sto losowych, a trzeci — stopieri zwigkszenia kosztu na skutek nieefektywno-
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$ci. Model strukturalny umozliwia definiowanie alternatywnych kategorii teo-
retycznych kosztu, ktérych estymacja bayesowska (i ocena niepewnosci zwig-
zanej z wnioskowaniem) jest w pelni mozliwa poprzez brzegowe rozklady a poste-
riori, a w uproszczonej postaci — poprzez wartosci oczekiwane i odchylenia
standardowe a posteriori kategorii skladowych. W ramach rozwazanego mode-
lu definiujemy nastepujace teoretyczne kategorie kosztéw:

1. Koszt graniczny (teoretyczny-mikroekonomiczny) i-tego obiektu w okre-
sie £

CF = explf(x;, B)],

ktéry oznacza wielkos¢ teoretyczng obliczong na podstawie mikroekonomicz-
nej funkeji kosztu bez uwzglednienia skladnika czysto losowego i nieefektyw-
nosci. Wielkoé¢ ta jest znang funkcjg parametréw, okreslajacq teoretyczny koszt
niezbedny do uzyskania danej wielkosci produkcji, przy ustalonej technologii,
cenach zmiennych czynnikéw produkcji i naktadach czynnikéw statych, z po-
minigeciem wplywu zaklécert losowych i nieefektywnosci dzialania. Z formalne-
go punktu widzenia, nieznana wartos¢ kosztu granicznego jest znang funkcja
wektora parametréw strukturalnych S wiec jej rozktad a posteriori — o gestosci
p(C§ I dane) — i jego charakterystyki mozna uzyskac z rozkladu a posteriori
dla S
2. Koszt systematyczny i-tego obiektu w okresie :

C* = explf(x,, B) +u;] = explf(x,, B)]- exp(u,),

oznacza teoretyczny koszt mikroekonomiczny exp[f(x;,B)], zwiekszony
o skutki nieefektywnosci, wolny natomiast od efektu zaklécen losowych. Koszt
systematyczny to koszt teoretyczny, jaki firma ponositaby przy danej techno-
logii, zaobserwowanych poziomach zmiennych objasniajacych i przy danym
poziomie indywidualnej nieefektywnosci, ale bez zakiécent przypadkowych.
Rézny od jeden iloraz wielkosci kosztu obserwowanego i systematycznego
jest wynikiem dziatania czynnikéw okreslanych jako losowe, zawierajacych
w rzeczywistosci rowniez wszystkie inne, drugorzedne wielkosci, ktére nie
zostaly ujete wsréd zmiennych egzogenicznych przyjetych w modelu, a majg
wplyw na ksztaltowanie si¢ ponoszonego kosztu. Z tego wzgledu dla niekto-
rych przedsigbiorstw koszt obserwowany moze by¢ mniejszy od kosztu sys-
tematycznego, co oznacza, Ze czynniki inne niz ujete w modelu umozliwiajg
rejestrowanie kosztu nizszego niz wynika to z typowych uwarunkowan tech-
niczno-ekonomicznych i danego, indywidualnego poziomu efektywnosci. Na
mocy zatozen strukturalnych, oddzialywanie czynnikéw czysto losowych na
koszt rzeczywisty jest niezalezne od indywidualnej efektywnosci. Koszt sys-
tematyczny jest znang funkcjg zmiennej ukrytej u; i wektora parametréw £,
wiec jego rozktad a posteriori o gestosci p(C;¥*' dane) mozna uzyskac z lacznego
rozkladu a posteriori dla 1 u,.
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3. Koszt niezbedny (minimalny) i-tego obiektu w okresie ¢
Ci™ = expl f(xi., B)+ 0,1 = expl f(x,. B)]- exp(vy),

oznacza koszt teoretyczny obliczony z uwzglednieniem czynnikéw losowych
i pominigeciem nieefektywnosci. Okresla on minimalny koszt niezbedny do
uzyskania obserwowanej wielkosci produkcji przy danej technologii, ustalo-
nych cenach czynnikéw produkcji i nieprzewidywalnych dla firmy uwarunko-
waniach zewnetrznych (czynnikach losowych). Stanowi podstawe do wyzna-
czania wskaZnika indywidualnej krétkookresowej efektywnosci kosztowej EK;
przedstawionego w poprzedniej czesci pracy. Gestosé rozktadu a posteriori kosztu
niezbednego p(CI™ |dane) jest uzyskiwana z brzegowej gestosci a posteriori
wskaZnika EK; = exp(-u,;) przez jego przeskalowanie wielkosciq kosztu obser-
wowanego (C;™" =C - EK).
4. Koszt nadwyzkowy i-tego obiektu w okresie t:

Crdv =C® -Cri™ =C*(1-EK,),

okreslony jako réznica miedzy kosztem obserwowanym a kosztem niezbed-
nym, wynikajacym z mikroekonomicznej funkeji kosztu oraz zaklécen loso-
wych, jest wartoscig nieuzasadniona, wynikajacq wylacznie z nieefektywnego
dziatania.

Stosowane przez nas metody wnioskowania bayesowskiego pozwalaja na
prezentacje niepewnosci zwiazanej z estymacja danej kategorii kosztu za po-
mocg wykresu jej rozkladu a posteriori lub sumarycznie, poprzez tylko dwie
liczby: warto$¢ oczekiwang a posteriori (ocene punktowq danej kategorii kosz-
tu) i odchylenie standardowe a posteriori (bayesowski miernik btedu szacunku
tej kategorii).

Proponowane kategorie modelowe kosztu wynikaja bezposrednio z alter-
natywnych dekompozycji kosztu obserwowanego na skladowe bedace wyni-
kiem dziatania czynnikéw systematycznych, losowych i nieefektywnosci; za-
chodza nastepujace réwnosci:

Ci®= CE+(CJ™-CF™) + (CP™ - C¥) = C¥ + RK1, + RK4,,

C™= CE+(CI™-CF) +(Co™- CI'™™ = C¥ + RK2, + RK3,,
gdzie:
CF™ = C3Pexp(-v,), C™" = CS EK; = C& exp(v,) i C8'= CY"EK, = C*exp(-v,)EK,,;
RK1, = C3” - C¥* oznacza réznice kosztu obserwowanego i systematycznego,
okreslajaca zmiang kosztu wynikajacq z zaklécent losowych, obliczang dla
wartosci uwzgledniajacych nieefektywnos¢;
RK2, = C;™ - C& = RK1, - EK; to réznica kosztu minimalnego i granicznego,
okreslajaca zmiane kosztu wynikajaca z dziatania czynnikéw losowych, ale ob-
liczona dla kosztu nie zawierajacego nieefektywnosci;
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RK3, = C2¥ - CM™ = Co™(1 - EK) = CI*™ to réznica kosztu obserwowanego
i niezbednego, okreslajaca koszt nadwyzkowy i zawierajgca efekt kosztowy
zaklécent losowych;

RK4, = C* - C¥ = C**(1 - EK)) okregla réznice miedzy kosztem systematycz-
nym i granicznym, oznaczajaca efekt kosztowy nieefektywnosci przy pominie-
ciu zaklécenrt losowych.

Zauwazmy na koniec tej czesci pracy, ze dzigki wprowadzeniu nowych
kategorii modelowych kosztu indywidualne wskaZniki efektywnosci koszto-
wej EK; oraz wskazZniki RF;, okreslajace wzgledng zmiane kosztu na skutek
dzialania czynnikéw losowych, mogg zosta¢ wyznaczone na réwnowazne spo-
soby, odpowiednio:

min gr obs
EK, = Sl = <z = expls), RE, = S = S = (o, ).
it it if i

4. BAYESOWSKIE GRANICZNE MODELE KOSZTU
DLA DANYCH PANELOWYCH

Podstawowym narzedziem przyjetym do uzyskania ocen efektywnosci kosz-
towej przedsigbiorstw dystrybucji energii jest bayesowski graniczny model
kosztu stosowany dla danych przekrojowo-czasowych. Nalezy podkresli¢, ze
wykorzystanie danych panelowych do wnioskowania o wskaZnikach efektyw-
nosci poszczegdlnych obiektéw pozwala na uwzglednienie znacznie szerszego
zbioru zmiennych objasniajacych i precyzyjniejszy szacunek niz w przypadku
danych przekrojowych. Przy tak malej liczbie obiektéw, jak w sektorze dys-
trybugji energii w Polsce po roku 2000, trudno liczy¢ na uzyskanie wiarygod-
nych wynikéw na podstawie danych z jednego roku lub danych uzyskanych
przez usrednienie obserwacji po czasie.

Bayesowskie graniczne funkcje kosztu dla danych panelowych zapropo-
nowali Koop, Osiewalski i Steel (1994, 1997) (zob. tez Ferndndez, Osiewalski
i Steel, 1997), definiujac m.in. model z losowymi efektami indywidualnymi
0 wspdlnym rozkladzie efektywnosci (ang. Common Efficiency Distribution —
CED), wykorzystany w naszych badaniach empirycznych.

Bayesowski graniczny model kosztu, w przypadku nieefektywnosci trak-
towanej jako efekt w indywidualny i przy przyjeciu specyfikacji CED, okreslo-
ny jest przez laczny rozklad macierzy obserwacji Y = [y, (i=1, .., N;t =1, ..,
7], wektora zmiennych ukrytych u = [u, ... uy], k + 1 elementéw wektora f
precyzji O'f symetrycznego skladnika losowego i parametru ¢ rozktadu nie-
efektywnosci, przy ustalonej macierzy X zmiennych egzogenicznych. Model
ten zapisujemy w postaci:

N

p(Y.B,62 ,u,¢|X)=p(p,o ,co)H{fc(ui 1L T fu Wi | %8 +u,,02 )] (1)

i=1
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gdzie fy(.la, b) i fo(.1c, d) oznaczajg odpowiednio funkcje gestosci: rozkladu
normalnego o wartosci oczekiwanej a i wariancji b oraz rozkladu gamma o war-
tosci oczekiwanej c/d? i wariandji ¢/d% p(8,0,7%¢) = p(f)p(c,2)p(@) jest tacz-
nym rozkladem a priori dla § ¢, 2oraz ¢. Zauwazmy, ze warunkowy wzgle-
dem parametrow rozktad gamma dla u; to rozklad wyktadniczy o wartosci
oczekiwanej i odchyleniu standardowym 1/ ¢.

Laczna gestos¢ a priori jest zdefiniowana jako iloczyn gestosci brzegowych
dla B, 0,2 oraz ¢. Dla ¢ przyjeto rozktad gamma z ¢ = 1 i d = —In(r*), czyli
wykladniczy o wartosci oczekiwanej ~1/In(r*), gdzie stala r* jest mediang
a priori efektywnosci EK; (van den Broeck, Koop, Osiewalski i Steel, 1994);
ustalono r* = 0,8. Dla precyzji symetrycznego skladnika losowego o,2 zatozo-
no rozklad z rodziny gamma o gestosci (0,2 1g,/2, §,/2), z g, = NT-k-1 oraz
g, =10, natomiast dla wektora parametréw strukturalnych £ mozemy przyjac
rozklad jednostajny (ucigty przez warunki regularnosci ekonomicznej wynika-
jace z wlasnosci funkgji kosztu zmiennego) badZ rozklad normalny o wektorze
wartosci oczekiwanych a priori f° i macierzy precyzji £. W naszych badaniach
przyjmujemy bardzo rozproszony rozktad N(0, 10I,,,), rezygnujac z narzuca-
nia warunkéw regularnosci mikroekonomicznej. Nasz rozklad a priori odzwier-
ciedla wiec praktycznie brak wstepnej wiedzy o parametrach innych niz ¢.

Faczny rozklad a posteriori dla parametréw i zmiennych ukrytych, uzyska-
ny w modelu bayesowskim (1) i o gestosci proporcjonalnej do (1), jest niestan-
dardowym rozkladem okreslonym na przestrzeni o wymiarze réwnym sumie
liczby zmiennych ukrytych (czyli obiektéw, N) i parametréw. Skomplikowana
postac gestosci tego rozkltadu nie pozwala na analityczne wyznaczenie mo-
mentéw i rozkladéw brzegowych dla zZadnego z parametréw czy efektéw in-
dywidualnych wystepujacych w modelu, natomiast umozliwia wyprowadze-
nie (dla ich ustalonych blokéw) ukladu warunkowych rozkladéw a posteriori.
Te pelne rozklady warunkowe sg standardowe (gamma, normalne, ucigte nor-
malne), umozliwiajac generowanie liczb losowych wedlug schematu Gibbsa,
tj. metody z rodziny Monte Carlo laricuchéw Markowa (ang. Markov Chain
Monte Carlo — MCMC), a w konsekwencji uzyskiwanie préb z lacznego roz-
kladu a posteriori i latwe przyblizanie jego charakterystyk. Koop, Steel i Osie-
walski (1995) po raz pierwszy pokazali uklad pelnych warunkowych rozkla-
déw a posteriori i zastosowali losowanie Gibbsa w bayesowskich modelach
granicznych, ukazujac przewagi tego podejscia w stosunku do metody Monte
Carlo z funkcjg waznosci (ang. Monte Carlo Importance Sampling — MCIS), ktéra
stosowali van den Broeck, Koop, Osiewalski i Steel (1994) w pierwszej pracy
z zakresu bayesowskiej analizy efektywnosci; zob. tez Osiewalski i Steel (1998).
Podstawy losowania Gibbsa i stosowny kod komputerowy (w jezyku pakietu
GAUSS) opracowali dla modeli z nieujemnymi efektami indywidualnymi (dla
danych panelowych) Koop, Osiewalski i Steel (1997); bylo to podstawa wielu
dalszych zastosowar (por. Marzec i Osiewalski, 2003, 2008; Wrébel-Rotter



55

i Osiewalski, 2002; Osiewalski, 2001), w tym badan empirycznych tej pracy.
Teoretyczne uzasadnienie i wlasnosci metod MCMC, w tym losowania Gibbsa,
prezentuje Tierney (1994); zob. tez np. O’'Hagan (1994).

5. WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Analiza empiryczna zostala przeprowadzona na danych rocznych pochodza-
cych z czternastu przedsigbiorstw dystrybuujacych energie elektryczng (ozna-
czonych SD01-SD14), obserwowanych w okresie szesciu lat (2001-2006). Pod-
stawowym narzedziem analizy efektywnosci kosztowej jest bayesowski model
o wspdlnym rozkiadzie efektywnosci (CED), w ktérym koszt zmienny opisa-
ny jest funkcjg Cobba i Douglasa z argumentami oddajacymi skale ustug (pro-
dukgji) i sie¢ dystrybucyjng rozwazanych podmiotéw.

Modelowany koszt zmienny to koszt operacyjny (suma kosztu obrotu
i dystrybugji), ktéry obejmuje gléwnie wynagrodzenia wraz z narzutami oraz
wydatki na ustugi obce i materialy. Zmienne objasniajace i rézne warianty
modelu kosztu zostaly wyspecyfikowane w konsultacji z ekspertami z Urzedu
Regulacji Energetyki (URE), ktéry dostarczyt danych.

51. Dobér zmiennych objasniajgcych
a pomiar efektywnosci kosztowej

Zbiér czynnikéw wyjasniajacych zawiera takie zmienne jak: dlugosc przesyto-
wych linii napowietrznych i kablowych wysokiego, sredniego i niskiego na-
pigcia (WN, SN i nN ujetych w réznych kategoriach), liczba odbiorcéw i do-
stawy energii w poszczegdlnych grupach, zmienne techniczne opisujace sie¢:
liczba i moc transformatoréw oraz liczba stacji elektroenergetycznych. Wstep-
na lista zmiennych, zaczerpnieta z opracowania URE ,Taryfy Spétek Dystry-
bucyjnych na okres 2002/2003”, postuzyla do budowy konkurencyjnych
wariantéw granicznej funkcji kosztu, majacych na celu ilustracje wrazliwos-
ci wnioskowania o wskaznikach efektywnosci i parametrach strukturalnych,
a w efekcie okreslenie zmiennych, ktére majg najwiekszy wplyw na ksztatto-
wanie si¢ kosztéw operacyjnych. Liczba zmiennych w zaleznosci od wariantu
modelu waha sie w granicach od 11 do 22, zob. tabela 1.

Bayesowskie oceny efektywnosci obiektéw, uzyskane w réznych warian-
tach modelu kosztu, a takze srednie tych ocen, przedstawiono na rycinach
11 2. Sredni poziom efektywnosci kosztowej sektora zalezy od zbioru zmien-
nych objasniajacych i jest najwyzszy w przypadku modeli o dwudziestu i wigcej
zmiennych; dla tych modeli réznice ocen miedzy obiektami najmniej i najbar-
dziej efektywnym sg najmniejsze. Oceny efektywnosci obiektéw 4, 5, 6 1 11 sa
niewrazliwe na dobdér zmiennych, bardzo wrazliwe sg oceny obiektéw 1, 3, 8



Tabela 1
Lista zmiennych objasniajacych rozwazanych w modelowaniu kosztu operacyjnego
Wariant | Wariant | Wariant | Wariant | Wariant | Wariant | Wariant
7 6 5 4 3 2 1
Catkowita dlugos¢ linii WN w przeliczeniu na
1. e km x x x x x x x
jeden tor linii
Calkowita diugos¢ linii SN w przeliczeniu na
27, . km x x x
jeden tor linii
Catkowita dhugoé¢ linii nN w przeliczeniu na
3. - km x x
jeden tor linii
4 Dlggos’c’ linii SN napowietrznych w przeliczeniu K « N " .
na jeden tor linii
5 P*ugos’é 1if111:‘SN kablowych w przeliczeniu na km N N " N
jeden tor linii
Dlugosé linii nN napowietrznych w przeliczeniu
6 | na jeden tor linii + dlugos¢ przylaczy km x x x x
napowietrznych nN
7 Diugo$¢ linii nN kablowych w przeliczeniu na K
. ... L, m x X x x
jeden tor linii + dlugos¢ przylaczy kablowych nN
Calkowita dlugosé linii nN w przeliczeniu na
8 | jeden tor linii km x
+ dlugosé przylaczy nN
9 | Catkowita moc transformatoréw MVA x x x
10 | Liczba stacji elektroenergetycznych SN i nN szt. x x x x
11| Liczba stacji elektroenergetycznych 110 kV szt. x x x x
12 | Moc transformatoréw WN/SN MVA x x x x

wl
[*))



13 | Moc transformatoréw SN/nN MVA x x x x

14 | Calkowita liczba transformatoréw szt. x x x x
15 | Calkowita liczba stacji elektroenergetycznych szt. x x x
16 [ Liczba miejsc dostarczania u odbiorc6w na WN szt. x x x x x

17 | Liczba odbiorcéw na SN szt. x x x x x

18 | Liczba odbiorcéw na nN szt. x

19 | Liczba odbiorcéw na nN w gr. tar. C szt. x x x x x x
20 | Liczba odbiorcéw na nN w gr. tar. G szt. x x x x x x
21 [ Dostawa energii odbiorcom na SN MWh x x x x

22 | Dostawa energii na nN MWh x

23 | Dostawa energii na nN w gr. tar. C MWh x x x x x
24 | Dostawa energii na nN w gr. tar. G MWh x x x x x
25 | Dostawa energii odbiorcom na WN MWh x x x x

26 | Srednia moc szczytowa netto MW x x
27|y & Energin wprowadsons wood PSE S| MR < "
28 | Dostawa energii ogélem MWh x

29 | Przecietne zatrudnienie osoby x x

30 | Zmienna czasowa ¢ lata x x x x

Liczba zmiennych w modelu 16 22 20 12 15 11 13

LS
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Ryc. 1. Wartosci oczekiwane a posteriori indywidualnych wskaznikéw efektywnosci
dla konkurencyjnych wariantéw modelu
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Ryc. 2. Wartosci oczekiwane a posteriori sredniego wskaZnika efektywnosci sp6tek
dla konkurencyjnych wariantéw modelu w zaleznosci od liczby zmiennych niezaleznych

i 10. Wrazliwos¢ ta wynika z uwzgledniania w rozbudowanych wariantach
modelu zmiennych objasniajacych szczegdlnie waznych dla niektérych przed-
sigbiorstw, np. brak w wariancie 1 i 2 zaré6wno dostawy odbiorcom na WN,
jak i liczby miejsc dostarczania, bedacych szczegdlnie istotnymi charakterysty-
kami profilu produkgji niektérych spélek, prowadzi do obniZenia wartosci tej
czedci ich kosztu, ktéra ma ekonomiczne uzasadnienie w ramach modelu.

Srednia efektywnos¢ kosztowa waha sie (w zaleznosci od przyjetego ze-
stawu zmiennych egzogenicznych) od 88% (0,882 + 0,052) do 97% (0,970 + 0,027),
co oznacza, ze $rednio tylko kilka procent kosztu obserwowanego bylo kosz-
tem nieuzasadnionym.
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Nalezy pamiegtad, ze jesli modelujemy koszt zmienny, obejmujgcy wyna-
grodzenia, to powinien by¢ on objasniany przez wielkosci produkgji, ceny czyn-
nikéw zmiennych i naklady czynnikéw statych, ale nie przez (zawarty w kosz-
cie) naklad czynnika zmiennego, jakim jest zatrudnienie. Obecnosé tej zmiennej
w wariantach 4 i 6 czyni je trudno interpretowalnymi w $wietle teorii kosztu
zmiennego!. Zauwazmy, ze zaden wariant nie zawiera cen czynnikéw zmien-
nych (zwlaszcza ptac), a zmienne objasniajace (poza zatrudnieniem i zmienna
czasowq) reprezentujg produkcje i czynniki stale — elementy kapitalu rzeczo-
wego. Zleceniodawca nie chcial uwzgledniac cen czynnikéw produkcji, co mozna
interpretowac jako zadanie analizy kosztu w hipotetycznych warunkach jed-
nakowych cen czynnikéw (plac) dla wszystkich przedsiebiorstw, gdyz regu-
lator nie jest zainteresowany uzasadnianiem wysokich kosztéw wysokimi pta-
cami. Przy zalozeniu funkcji Cobba i Douglasa oznacza to, ze efekt cen (stalych
po obiektach) ukryty jest w wyrazie wolnym. Poniewaz trudno jest traktowac
ceny czynnikéw zmiennych (place) jako stale w czasie, wyraz wolny powinien
by¢ uzupetniony o zmienna czasowa, reprezentujaca ewentualne trendy w ce-
nach; zmienna ta moze réwniez stuzyc¢ (w sposéb uproszczony, lecz uzasadnio-
ny krétkim szeregiem czasowym) uwzglednieniu efektéw postepu technolo-
gicznego. Wplyw (na koszt) wzrostu cen jest dodatni (koszt wzrasta ze wzrostem
ceny), natomiast wptyw postepu technologicznego jest ujemny (postep obniza
koszt produkgji). Wariant 5, spelniajacy postulaty poprawnej ekonomicznie
specyfikacji kosztu zmiennego oraz adekwatny ze statystycznego punktu wi-
dzenia, stanowi posta¢ ostateczng.

52. Wnioskowanie o parametrach funkcji
kosztu zmiennego

Tabela 2 przedstawia wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe a poste-
riori parametréw funkgji kosztu Cobba i Douglasa w wariancie 5. Sg one inter-
pretowane jako elastycznosci kosztu wzgledem danego czynnika wyjasniaja-
cego i informuja, o ile procent bylby wyzszy koszt operacyjny, gdyby wybrana
zmienna egzogeniczna wzrosta o jeden procent, przy ustalonych wartosciach
pozostatych czynnikéw. Na uwage zastugujq oceny parametréw przy 4 zmien-
nych (o numerach z zakresu 21-25) okreslajacych dostawy energii, ktére na-
lezy uznac za produkty spélek dystrybucyjnych. Oceny parametréw przy nich
sq podobne w alternatywnych wariantach modelu, przy czym wspétczynniki

! Przy braku zmiennej placowej mozna je uwaza¢ za pewne przyblizenia modelu kosztu cal-
kowitego z pracg jako czynnikiem statym, w ktérym jednak zbyt wysokie zatrudnienie nie znajdzie
odzwierciedlenia w niskiej efektywnos$ci. Regulator nie powinien zatem by¢ zainteresowany trakto-
waniem pracy jako czynnika stalego, gdyz moze to zawyzac ocene efektywnosci.
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Tabela 2

Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametréw funkgji kosztu (wariant 5)

Wstepna lista zmiennych E() D() \/—m

0| Wyraz wolny -1,2489 0,9762 4649

1| Calkowita dlugos¢ linii WN w przeliczeniu na jeden tor linii | 0,3827* 0,0924 2497

2 | Calkowita diugosc linii SN w przeliczeniu na jeden tor linii — —

3 | Calkowita dlugos¢ linii nN w przeliczeniu na jeden tor linii — —

4 Dlug.;o.s’.c’ linii SN napowietrznych w przeliczeniu na jeden ~0,2063* 0,0600 2525

tor linii

5 | Dlugos¢ linii SN kablowych w przeliczeniu na jeden tor linii { -0,0642 0,1029 196 4

| Dt i o papoictyh o prshcsninmien | g0 | aoen | s

7 ?l(;ic:;sslclr;;zr;l*\; cl;a}})lkc;vglyocvl; ;\C/hprr;\cleliczeniu na jeden tor linii 0,2921* 0,0697 1749

8 Catkowita dlugos¢ linii nN w przeliczeniu na jeden tor linii = _

+ diugosé przylaczy nN

9 | Catkowita moc transformatoréw — —
10 | Liczba stacji elektroenergetycznych SN i nN -0,5769* 0,1649 816.0
11| Liczba stacji elektroenergetycznych 110 kV -0,1441 0,0941 128.2
12 | Moc transformatoréw WN/SN -0,1166 0,0990 2239
13 | Moc transformatordw SN/nN -0,5473* 0,1716 4316
14 | Catkowita liczba transformatoréow 0,6050% 0,1161 868.2
15 | Catkowita liczba stacji elektroenergetycznych — —
16 | Liczba miejsc dostarczania u odbiorcéw na WN -0,0148* 0,0064 10.1
17 1 Liczba odbiorcéw na SN 0,3453* 0,0603 158.8
18 | Liczba odbiorcéw na nN — —
19 | Liczba odbiorcéw na nN w gr. tar. C -0,4539* 0,1502 7522
20 | Liczba odbiorcéw na nN w gr. tar. G -0,9559* 0,1989 766.3
21 | Dostawa energii odbiorcom na SN -0,1213 0,0625 215.1
22 | Dostawa energii na nN — —
23 | Dostawa energii na nN w gr. tar. C 1,1919* 0,1351 553.6
24 | Dostawa energii na nN w gr. tar. G 0,9436* 0,0974 455.6
25 | Dostawa energii odbiorcom na WN 0,0125 0,0083 60.1 »
26 | Srednia moc szczytowa netto - —
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Wstepna lista zmiennych E() D() m
2| P pbroa oy en (N NN s | oo | 677
28 | Dostawa energii ogélem — —
29 | Przecietne zatrudnienie — —
30 | Zmienna czasowa | 0,0035 0,0030 39

E() — wartos¢ oczekiwana a posteriori, D(.) — odchylenie standardowe a posteriori.
Objasnienia: * wartos¢ bezwzgledna wartosci oczekiwanej jest co najmniej dwukrotnie wigksza niz odchylenie
standardowe.

bardzo precyzyjnie szacowane notuje si¢ dla zmiennych charakteryzujacych
dostawe energii na niskim napieciu (nN), oznaczajace wzrost kosztu operacyj-
nego o okoto 2% na skutek wzrostu dostawy energii nN o 1%, ceteris paribus.
Zmienna okreslajaca dostawy energii na wysokim napieciu (WN) ma niewiel-
ki, dodatni wptyw na koszt operacyjny (rzedu 0,0125% w odpowiedzi na wzrost
dostawy o 1%), zas wplyw zmiennej opisujacej dostawe energii na srednim
napigciu (SN) ma znak ujemny we wszystkich przypadkach; parametry te sa
nieprecyzyjnie szacowane, co moze wskazywac na nieistotnos¢ wplywu tych
zmiennych na koszt operacyjny.

Analogiczng interpretacje mozna przeprowadzic¢ dla kazdej z pozostalych
zmiennych (z wyjatkiem czasowej, nieistotnej), np. tacznemu wzrostowi liczby
odbiorcéw na nN o 1% odpowiada wiecej niz proporcjonalna obnizka kosztu
operacyjnego (o ok. 1,4%), wzrostowi liczby odbiorcéw WN o 1% odpowiada
spadek kosztu o ok. 0,015%, za$ zwigkszenie liczby odbiorcéw energii na SN
jest zwiazane ze zwigkszeniem kosztu o ok. 0,35%. Zwiekszenie liczby stacji
elektroenergetycznych i mocy transformatoréw ma ujemny wplyw na koszt
operacyjny, natomiast liczba transformatoréw — dodatni. Wszystkie 14 zmien-
nych (z zakresu 1-20) charakteryzujg kapital rzeczowy przedsiebiorstw dys-
trybucji energii w réznych jego kategoriach i aspektach. Réwnoczesne zwiek-
szenie tych 14 zmiennych o 1% jest zwigzane ze zmiang kosztu operacyjnego
0 -1,09% (£0,3%). Zmienna nr 27 traktujemy tez jako naklad czynnika statego
(energia na wejsciu systemu); jego wzrost o 1% jest zwigzany ze spadkiem kosztu
o ok. 0,03%.

Zauwazmy, ze suma elastycznosci kosztu wzgledem produktéw jest od-
wrotnoscia (radialnego) wspétczynnika efektu skali (por. Varian, 1992). W na-
szym przypadku, w ktérym badamy koszt zmienny, warto$¢ oczekiwana
a posteriori sumy tych 4 elastycznosci wynosi 2,03 (odchylenie standardowe 0,25),
a zatem mamy niski (réwny ok. 0,5) poziom malejacego krétkookresowego
efektu skali. Przyblizonej oceny catkowitego (dtugookresowego) efektu skali
dokonamy na podstawie formuly:
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_1-39InVC/aIn K,
- Zaln VC/aInQ,

RTS

gdzie K jest symbolem naktadu czynnika statego a Q — wielkosci produkgji;
zob. Marzec i Osiewalski (2008). Wstawiajac w miejsce elastycznosci ich war-
tosci oczekiwane a posteriori z tabeli 2, otrzymujemy RTS = [1-(-1,09-0,03)]/
2,03 = 1,05, czyli oceng wskazujaca na staly badZ niewielki rosnacy catkowity
efekt skali. Histogram na rycinie 3 ukazuje brzegowy rozklad a posteriori dla
RTS (uzyskany w symulacji MCMC), ktérego wartos¢ oczekiwana wynosi 1,03
a odchylenie standardowe 0,03. Wnioskowanie o catkowitym efekcie skali jest
stosunkowo precyzyjne (wzigwszy pod uwage, ze jest wyznaczany z krétko-
okresowej funkcji kosztu zmiennego); nie mozna odrzuci¢ hipotezy, ze jest on
staly. Jest to bardzo ciekawy wynik modelowania technologii sektora dystry-
bucji energii w Polsce.

3 1 J
-'l IIII-
- T ta T A T
- MW N - MW 0O N T O OOONT OO MOWNNO - MINN OGN T O 0O
NNKNNRNO©®DO®OOOO OO O o O - o e e e N NN @mO®OO @S
I = T = S = S S S o S S I = T = S = S

Ryc. 3. Rozklad a posteriori dtugookresowego efektu skali

Nalezy pamieta¢, ze obecnoé¢ w modelu tak wielu merytorycznie powia-
zanych ze soba zmiennych objasniajacych moze skutkowaé ich (przyblizona)
wspdlliniowoscia, ktéra prowadzi — przy mato informacyjnym rozkladzie
a priori parametréw funkcji kosztu — do niskiej precyzji szacunku indywidu-
alnych parametréw. Niebayesowskie mierniki wplywu braku ortogonalnosci
kolumn macierzy X na precyzje szacunku omawia Osiewalski (1992); sq to tzw.
niescentrowane wspdtczynniki zwiekszenia wariangji (NVIF) estymatora MNK.
Odpowiadajq one miernikom bayesowskim dla wariancji warunkowego roz-
kiadu a posteriori wektora f przy braku informacji a priori. W interpretacji bay-
esowskiej, NVIF(c’f)) informuje, ile razy warunkowa wariancja a posteriori linio-
wej kombinacji parametréw regresji liniowej jest wigksza przy danej macierzy
X w stosunku do hipotetycznej macierzy o ortogonalnych kolumnach (ale tej
samej dtugosci, co kolumny oryginalne). Podstawa pomiaru odchylenia macie-
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rzy X od ortogonalnosci oraz analizy wtasnosci miernika NVIF sa niescentro-
wane wspétczynniki korelacji, tworzace macierz Ry, = (XW1)(XW) =
WHX'X)W, gdzie W jest macierzq diagonalng z dtugosciami kolumn macie-
rzy X na przekatnej. W omawianej funkgcji kosztu macierz X ma 21 kolumn,
wiec macierz Ry, ma 21 wartosci wlasnych, z ktérych najwieksza to 20,64, zas
najmniejsza to zaledwie 6,377*107. Odchylenia od ortogonalnosci sa wiec sil-
ne; najmniejszy niescentrowany wspotczynnik korelacji wynosi 0,8162, znacz-
na ich wigkszo$¢ przekracza 0,99. Wzrost warunkowego odchylenia standar-
dowego dla ¢’ na skutek braku ortogonalnosci zalezy od ¢; moze wynosi¢ od
(20,64)%° = 0,22 raza (zwigkszenie precyzji szacunku) do az (6,377*107)05 =
1252 razy (ogromny spadek precyzji szacunku). lHoraz pierwiastkéw kwadra-
towych najwigkszej i najmniejszej wartosci wlasnej, czyli u nas 1252/0,22 = 5689,
pokrywa sie z indeksem uwarunkowania macierzy X; zob. Belsley i in., 1980.
Przypomnijmy, Ze dla indywidualnego wspdlczynnika regresji wzrost precyzji
szacunku (na skutek braku ortogonalnosci) nie jest mozliwy, gdyz jego NVIF
jest réwny odpowiedniemu elementowi z przekatnej macierzy (R,)™, czyli
liczbie nie mniejszej od 1; pierwiastek kwadratowy z NVIF pokazano w ostat-
niej kolumnie tabeli 2. Na tle stosunkowo silnych zaleznosci miedzy 21 zmien-
nymi objasniajacymi, uzyskane rozklady a posteriori parametréw funkcji kosztu
i ich transformacji wydaja sie wystarczajaco precyzyjne dla potrzeb interpretacji.

53. Wnioskowanie o efektywnos$ci
i kategoriach modelowych kosztu

Tabela 3 przedstawia uzyskane w wariancie 5 charakterystyki rozkladu a po-
steriori wskaZnikéw efektywnosci (wartosci oczekiwane, odchylenia standar-
dowe) i ranking spélek wedlug malejacej wartosci oczekiwanej. Rycina 4 pre-
zentuje brzegowe gestosci a posteriori efektywnosci trzech firm, zajmujacych
w rankingu miejsca: drugie (SD05), dziewiate (SD02) i ostatnie (SD03). Wyniki
wskazuja na dosé wysoka precyzje wnioskowania.

Wnioskowanie bayesowskie na podstawie danych przekrojowo-czasowych
opiera si¢ na NT = 84 obserwacjach (T = 6, N = 14), co zapewnia stabilnos¢ wy-
nikéw, wykorzystanie calej dostepnej informacji o analizowanych obiektach
i umozliwia rozpatrzenie wiekszego zbioru zmiennych egzogenicznych niz
w przypadku estymacji na danych przekrojowych (N = 14). Ma to istotne zna-
czenie w przypadku estymacji indywidualnej efektywnosci, ktéra w przypad-
ku danych przekrojowo-czasowych jest szacowana dla kazdego z obiektéw na
podstawie T = 6 obserwacji, natomiast w przypadku danych przekrojowych je-
dynie na podstawie T = 1. Model dla danych przekrojowo-czasowych, wyko-
rzystujacy bezposrednio zmienne egzogeniczne wptywajace na poziom kosztu
(a nie zmienne agregatowe, stosowane poprzednio przez Regulatora), umozli-



Tabela 3

Wyniki w zakresie indywidualnej efektywnosci kosztowej

Spoika Wartosci oczekiwane a posteriori | Miejsce | Odchylenie standardowe a posteriori
SDO01 0,923 13 0,052
SD02 0,954 9 0,034
SD03 0,865 14 0,068
SD04 0,980 1 0,017
SD05 0,979 2 0,019
SD06 0,949 1112 0,037
SDO7 0,949 1112 0,045
SD08 0,971 4-5 0,025
SD09 0,952 10 0,042
SD10 0,958 8 0,032
SD11 0,971 4-5 0,024
SD12 0,973 3 0,022
SD13 0,965 67 0,030
SD14 0,965 67 0,026
Srednio 0,954 0,034

g

Obiekt o efektywnosci wysokiej
Obiekt o efektywnosci $redniej

- Obiekt o efektywnosci niskiej

warto$¢ wskaznika efektywnosci

Ryc. 4. Rozklad a posteriori wskaZnikéw efektywnosci kosztowej dla wybranych obiektéw
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wia wigc nie tylko okre$lenie ich indywidualnego wplywu na koszt obserwo-
wany, ale réwniez precyzyjna ocene wskaznikéw efektywnosci kosztowej.
Estymacje modelu (w wariancie 5) powtérzono na zbiorze danych uzyska-
nych po eliminacji najwiekszej i najmniejszej sp6tki oraz na zbiorach powsta-
lych po skréceniu szeregu czasowego (np. dla T = 5 model oszacowano na
podstawie danych od roku 2002 do 2006, dla T = 4 od 2003 do 2006 itd., ryc. 5).

1,000
0,980
0,960
0,940
0,920

®
0,900
0,880

——e— T = 6: lata 2001-2006
0,860 1 T = 5: lata 2002-2006

- T = 4: lata 2003-2006
0,840 ~ 7= 3: lata 2004-2006

- Estymacja po eliminacji najwigkszej spotki

0,820 1 *-- Estymacja po eliminacji najmniejszej spotki
0,800 T T T T T T T T T T T T T 1

Ryc. 5. Oceny indywidualnych wskaZnikéw efektywnosci dla modeli szacowanych
po ograniczeniu liczby obserwacji w czasie

Otrzymane oceny wskaznikéw efektywnosci sa podobne; $wiadczy to o stabil-
nosci i odpornosci wynikéw oraz potwierdza posrednio poprawno$é modelu.
Ranking spétek nie ulega zasadniczym zmianom; obserwuje si¢ jedynie nie-
wielkie przemieszczenie spétek przy zachowaniu miejsca w grupie efektyw-
niejszych badZz mniej efektywnych obiektéw. Do poszczegélnych miejsc ran-
kingu nie nalezy przywiazywac znaczenia, gdyz réznice wartosci oczekiwanych
a posteriori indywidualnych efektywnosci sq niewielkie w stosunku do odchy-
leri standardowych. Prezentowane wyniki sq niewrazliwe na zmiany (w prze-
dziale 0,5-0,95) wartosci r*, tj. kluczowej stalej rozkladu a priori.
Obserwowany koszt operacyjny mozna podda¢ dekompozycji, wykorzy-
stujac koszty teoretyczne wprowadzone w czesci 3 (graniczny, niezbedny, sys-
tematyczny, nadwyzkowy). W roku 2006 sredni obserwowany koszt wynosit
308400 tys. zl, Sredni koszt systematyczny (zawierajacy Srednig nieefektyw-
no$¢ przedsigbiorstw) oszacowany na podstawie modelu, po usunigciu wply-
wu zakldceni losowych oraz czynnikéw nie ujetych w modelu, jest réwny 303 185
tys. zt (£6501 tys. z}). Dla czesci obiektéw koszt systematyczny jest wyzszy od
obserwowanego; w ich przypadku czynniki losowe powoduja, Zze koszt rze-
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czywisty jest nizszy od kosztu, jaki teoretycznie spélki te powinny ponosi¢ przy
danym poziomie dzialalnosci i indywidualnej nieefektywnosci. W pozostatych
przypadkach czynniki losowe powoduja zwigkszenie kosztu obserwowanego
w stosunku do systematycznego. Sredni poziom kosztu niezbednego, zawie-
rajacego efekt czynnikéw losowych (ale bez nieefektywnosci), zostal dla roku
2006 oszacowany na poziomie 296 324 tys. zI (9086 tys. zl). Ryciny 6 i 7 pre-
zentuja (dla dwéch spélek) brzegowe gestosci a posteriori teoretycznych kate-
gorii kosztu; ukazuja one, jak nieprecyzyjne (obarczone niepewnoscia) jest wnio-
skowanie o tych nieobserwowalnych wielkosciach.

E(C¥|dane)
koszt obserwowany
E(C™|dane) \}, E(C*|dane)
T RK 3| e e

—— Koszt systematyczny C*'

o- Koszt niezbedny C™"

o
.. Koszt graniczny C% oo°°

©

wielko$¢ kosztu

Ryc. 6. Rozklady a posteriori kosztu granicznego, niezbednego i systematycznego
dla SD02 w roku 2006

E(C™"\dane)

E(C™|dane)
g1
E(C”|dane) |RK 2| |RK 1| ,koszt obserwowany

IRK 3]}

—— Koszt systematyczny C™™
~*-- Koszt graniczny C¥
~- Koszt niezbedny C™

wielkosé kosztu

Ryc. 7. Rozklady a posteriori kosztu granicznego, niezbednego i systematycznego
dla SD06 w roku 2006
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Konstrukcja modelu granicznego zapewnia, Zze przy wyznaczaniu kosztu
minimalnego brana jest pod uwage specyfika funkcjonowania poszczegélnych
przedsigbiorstw, ktéra moze mie¢ dodatni albo ujemy wplyw na koszt obserwo-
wany. Koszt nadwyzkowy, ktéry powinien zosta¢ zredukowany, jest zdefinio-
wany jako réznica miedzy kosztem rzeczywistym a kosztem niezbednym zawie-
rajacym efekt wplywu czynnikéw losowych. Ocena kosztu niezbednego dla
konkurencyjnych zestawéw zmiennych egzogenicznych (ryc. 8) wykazuje réz-
nice: $redni koszt niezbedny dla 2006 waha si¢ w ‘przedziale od 268 593 tys. zl
do 296 324 tys. z1, w sytuacji kiedy koszt obserwowany wynosi 308 400 tys. zl.
Najblizszy obserwowanemu jest koszt niezbedny w wariancie 5, w ktérym
otrzymano wysokie oceny efektywnosci kosztowej spétek.

(o]

Ve

o Logartym kosztu obserwowanego
Wariant 7
—_— Wariant 6
~—— Wariant 5
Wariant 4
Wariant 3
Wariant 2

Wariant 1

wartos$¢ logarytmu kosztu

Ryc. 8. Por6wnanie kosztu obserwowanego w 2006 roku i wartosci oczekiwanych
a posteriori kosztu minimalnego w konkurencyjnych wariantach modelu

6. PODSUMOWANIE

Ocena efektywnosci dzialania 14 spélek dystrybucyjnych zaprezentowana
w pracy opiera si¢ na modelu ekonometrycznym, opisujacym ksztaltowanie sie
kosztu operacyjnego w zaleznosci od szeregu czynnikéw o charakterze tech-
niczno-ekonomicznym. Zbiér potencjalnych zmiennych objasniajacych zawie-
ra 30 wielkosci, ktére postuzyly do estymacji modelu w konkurencyjnych wa-
riantach, majacych na celu analize wrazliwosci wnioskowania o parametrach
strukturalnych i wskazZnikach efektywnosci oraz okreslenie wplywu poszcze-
golnych zmiennych na poziom kosztu operacyjnego. Uzyskane wyniki sq po-
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mocne w okresleniu (dla kazdego z przedsigbiorstw) wartosci uzasadnionego
kosztu operacyjnego przy danym poziomie dzialalnosci.

Zaprezentowany model ekonometryczny dla danych przekrojowo-czaso-
wych pozwala na uwzglednienie podczas estymacji znacznie wigkszej liczby
zmiennych niz w przypadku analizy na danych przekrojowych, nie wymagajac
budowy zmiennych agregatowych, co w konsekwencji nie powoduje utraty
dostepnej informacji oraz zapewnia uzyskanie stabilnych wynikéw. Metody
estymacji bayesowskiej pozwalajg na estymacje dla kazdego z obiektéw (na
podstawie obserwacji z kliku lat) wskazZnikéw efektywnosci traktowanych jako
efekty indywidualne (state w czasie), co prowadzi do wiarygodnych i inter-
pretowalnych ekonomicznie rezultatow.

Stochastyczny model graniczny przyjety w pracy umozliwia precyzyjna
dekompozycje kosztu obserwowanego na koszt niezbedny i koszt nadwyzko-
wy. Koszt niezbedny uwzglednia efekt wynikajacy z zakléceri losowych i in-
nych czynnikéw nieujetych w modelu oraz podstawowy mikroekonomiczny
koszt graniczny, stanowiacy wielkos¢ uzasadniong z teoretyczno-ekonomicz-
nego punktu widzenia w celu zapewnienia danego poziomu dzialalnosci. R6z-
nica migdzy kosztem obserwowanym a kosztem niezbednym okresla koszt
nadwyzkowy, ktéry powinien zosta¢ zredukowany. Indywidualny wskaznik
efektywnosci jest miarg procentowg stopnia uzasadnienia poniesionego kosz-
tu. Nalezy podkresli¢, ze model graniczny szacowany technikami bayesowski-
mi umozliwia obliczenie miar niepewnosci zwigzanych z estymacja kazdej
z kategorii kosztéw i efektywnosci, co ma istotne znaczenie praktyczne, gdyz
informuje o precyzji wnioskowania.
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ABSTRACT
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In the paper there have been presented some problems of the binary processes monitoring.
There have been presented the monitoring of these processes by Shewhart control charts
{control charts p and np) and cumulative sum control charts. Shewhart control charts are
very useful if there are a possibility of a large shift in monitored parameters of process.
A major disadvantage of a Shewhart control chart is that it uses only (first) the information
about the process contained in the last observation and it rather ignores any information
given by the entire sequence of empirical points. The cumulative control charts (cusum charts)
are very effective alternatives to the Shewhart ontrol charts. In the paper there have been
presented the original modification of the cumulative sum control chart.
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1. PROCESY BINARNE

Pod pojeciem procesu binarnego nalezy rozumie¢ kazdy proces dwustanowy,
czyli taki proces, w przypadku ktérego badane zjawisko moze znajdowac sie
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tylko w dwéch, rozlacznych i wzajemnie wykluczajacych sie stanach. Obser-
wowany proces moze by¢ albo z natury dwustanowy, albo obserwator tego
procesu moze dokona¢ dychotomizacji obrazu badanego zjawiska, sprowadza-
jac go tym samym do postaci binarnej. Niezaleznie od tego, z ktérym z tych
przypadkéw mamy do czynienia, do opisu stanu obserwowanego zjawiska
wykorzystuje sie najczesciej zero-jedynkowe zmienne diagnostyczne. Wartosci
tych zmiennych (X) generowane sa wedlug nastepujacej reguty:

X =1 gdy badane zjawisko znajduje si¢ w stanie wyréznionym
X = 0 gdy badane zjawisko nie znajduje si¢ w stanie wyréznionym. M

Monitorowanie procesu, nie tylko binarnego, podejmowane jest najczesciej
w celu pozyskania informacji o srednim poziomie obserwowanego zjawiska,
a takze o jego zmienno$ci. W przypadku proceséw binarnych obydwa te zada-
nia realizuje si¢ poprzez éledzenie parametru:

p=PX=1), (2)

charakteryzujacego czestos¢ pojawiania sie tego stanu procesu, ktéry w planie
eksperymentu zostal potraktowany jako wyrézniony (X = 1). Przypomnijmy
wszak, ze w przypadku zero-jedynkowych zmiennych losowych wartosé oczeki-
wana i wariancja dane sa nastepujacymi wzorami: E(X) = p, DXX) = p x (1-p).
Tak wiec, znajac wartosé parametru p, albo uzyskane empirycznie punktowe
lub przedzialowe oszacowania tej wartosci, posiadamy informacje zaréwno
o Srednim poziomie procesu, jak i o jego zmiennosci. Zauwazmy tez, ze wa-
riancja tej zmiennej losowej osiaga wartosé¢ maksymalna, a monitorowany pro-
ces najmniejszy stopienn zdeterminowania przez kontrolowane uwarunkowa-
nia, gdy p = 0,5.

Przy przyjetych zatozeniach, formalnym modelem obserwowanego proce-
su {X,} jest ciag zer (X = 0) i jedynek (X = 1), a czestos¢ pojawiania sie tych
wartosci okreslona jest przez parametr p. W konsekwencji, réwniez uzyskiwa-
ne empirycznie liczbowe obrazy procesu sa ciggami ztozonymi z zer i jedynek’.
Sa to zawsze ciagi skoriczone, podczas gdy monitorowany proces {X,} moze
by¢ traktowany — w zaleznosci od szczegétowych uwarunkowan — jako ciag
skoriczony lub nieskoriczony. Jesli w kolejnych krokach postepowania kontro-
Inego mamy do czynienia z pojedynczymi ocenami natezenia obserwowanego
zjawiska, to rezultatem przeprowadzonych badarn jest ciag:

X Xogp Xgp ey Xyy ey Xpy (3)

w ktérym x, oznacza zrealizowang wartos¢ (zero albo jedynke) zmiennej dia-
gnostycznej X, w punkcie, albo przedziale, o numerze ¢t (t = 1, 2, 3, ..., k). Jesli

! Ciagi takie nazywane sa niekiedy stlowami binarnymi.
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natomiast w kolejnych krokach postepowania kontrolnego wielokrotnie powta-
rzana jest ocena natezenia badanego zjawiska, to kazdej wartosci t odpowiada
pewien zbidr zer i jedynek, bedacych realizacjami zmiennej diagnostycznej X:

xmt}. (4)

Og6lnym liczbowym obrazem monitorowanego procesu jest w takiej sytu-
aqji cigg tych zbioréw:

x, = {xm, X

Cor X

, X

5 A T R

Xy, Xy Xy ey Xpy ey X (5)

Zbiory x, s najcze$ciej probkami losowymi, a 1, oznacza licznos¢ prébki
pobranej do badania w chwili (przedziale) o numerze t. Odpowiednio zorga-
nizowana analiza tych prébek umozliwia empiryczne pozyskiwanie informagji
o stanie Sledzonego procesu, ktére pozwalajg wyznaczaé punktowe i przedzia-
towe oceny parametru p zdefiniowanego wzorem (2), a takze weryfikowac
hipotezy dotyczace tego parametru.

2. KARTY KONTROLNE

Procedury statystyczne znane pod nazwa kart kontrolnych (ang. control chart)
sa nieskomplikowanymi i bardzo uzytecznymi narzedziami monitorowania
proceséw. Stuza one do rejestrowania, wstepnego przetwarzania i analizy Zr6-
dlowych informacji o stanie obserwowanego procesu, a ich zadaniem jest
wykrywanie systematycznych (nielosowych) zmian w przebiegu tego procesu.
Najczesciej, aczkolwiek nie zawsze, karta kontrolna jest elementem ujemnego
(regulacyjnego) sprzezenia zwrotnego. W takiej sytuacji wykryta zmiana w prze-
biegu procesu, bedaca nielosowym odchyleniem od zadanej normy, skutkuje
emisjg sygnatu o rozregulowaniu procesu, a sygnat ten uruchamia odpowied-
nie dzialania regulacyjne. Takie usytuowanie karty kontrolnej w systemie mo-
nitorowania procesu nie jest jej jedynym zastosowaniem. Karta kontrolna moze
réwniez funkcjonowacé w ukladzie dodatniego (deregulacyjnego) sprzezenia
zwrotnego, a moze by¢ takze wykorzystana do biernego sledzenia procesu, bez
mozliwosci wptywania na jego przebieg. Prezentowane w literaturze przedmio-
tu karty kontrolne mozna klasyfikowacé wedtug kilku kryteriéw. Rozréznia sie
wiec przede wszystkim karty jednowymiarowe i wielowymiarowe. Podstawo-
we znaczenie praktyczne maja karty jednowymiarowe, stosowane w przypad-
ku jednokryterialnej oceny badanych zjawisk. Takim kartom kontrolnym po-
$wiecone s3 w catosci przedstawione ponizej rozwazania. Nie zmienia to
oczywiscie faktu, Ze bardzo czesto zachodzi potrzeba ocen wielokryterialnych.
W takich sytuacjach definiuje sie czesto jednowymiarowe, agregatowe zmien-
ne diagnostyczne, charakteryzujagce w sposéb syntetyczny obserwowane, wie-
lowymiarowe zjawisko. Niekiedy wykorzystuje sie do tego celu zero-jedynkowe
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zmienne losowe, a w konsekwencji obserwowany proces sprowadza si¢ do
postaci binarnej. Pelniejszy obraz monitorowanego procesu uzyskuje sig stosu-
jac wielowymiarowe karty kontrolne, wéréd ktérych podstawowsq role od-
grywajqg dwuwymiarowe karty kontrolne (T2) Hotellinga (Montgomery, 2005).
Podstawa klasyfikacji kart kontrolnych sa takze teoretyczne uwarunkowania
ich funkcjonowania. Kierujac si¢ tym kryterium rozréznia sie karty kontrolne
zaproponowane przez W. A. Shewharta, ktérych teoretyczna baze stanowi
obecnie klasyczna teoria weryfikacji hipotez statystycznych? oraz karty kontro-
Ine sum skumulowanych wykorzystujace sposéb rozumowania zaproponowa-
ny przez A. Walda dla potrzeb analizy sekwencyjnej®. Innym, bardzo waznym
kryterium klasyfikacji kart kontrolnych jest ich zdolnos¢ do akceptacji monito-
rowanego procesu. Historycznie wczedniejsze sq karty kontrolne, zaréwno Shew-
harta, jak i sum skumulowanych, ktére nie posiadaja tej zdolnosci. Potrzeby
praktyki wymusily jednak modyfikacje tych kart. Te zmodyfikowane karty
kontrolne pozwalaja akceptowacd obserwowany proces, a nie tylko dyskwalifi-
kowaé go lub orzekad, ze nie ma podstaw do dyskwalifikacji. Tak zmodyfiko-
wane karty kontrolne sa szczegdlnie uzyteczne w sytuacjach, w ktérych nie
mozna uchyli¢ si¢ od odpowiedzi na pytanie: czy obserwowany proces prze-
biega prawidlowo, czy tez wymaga korekty? Z taka sytuacja mamy do czynie-
nia — na przyklad — w dzialaniach zwigzanych z audytem. Podstawowa czes¢
przedstawionych ponizej rozwazar poswiecona jest monitorowaniu proceséw
z wykorzystaniem procedur sekwencyjnych. Oméwienie funkcjonowania kart
kontrolnych Shewharta stanowi niezbedne wprowadzenie do tego podstawo-
wego nurtu rozwazan.

3. KARTY KONTROLNE SHEWHARTA

Najwczesniejsze historycznie, najbardziej znane i najczesciej stosowane sa kar-
ty kontrolne pomystu W.A. Shewharta. W latach dwudziestych ubiegtego
stulecia przedstawit on i zrealizowat koncepcje systemu wykorzystujacego infor-
macje generowane przez karty kontrolne do sterowania procesami wytwérczy-
mi w celu zapewnienia wymaganego poziomu jakosci wykonania®. Stowo

? Walter Andrew Shewhart (1891-1967), amerykariski matematyk i statystyk, prekursor stoso-
wania metod statystycznych dla potrzeb zarzadzania jakosciag. Dodac¢ nalezy, ze w czasie gdy
W. A. Shewhart pracowal nad swoim systemem sterowania procesem z wykorzystaniem kart kon-
trolnych, teoria weryfikacji hipotez statystycznych nie byla jeszcze ugruntowana. Powstawata ona
niemal réwnolegle do prac W. A. Shewharta i byla dzielem Jerzego Sptawy-Neymana (1894-1981)
oraz Egona Pearsona (1895-1980) (Rinne i Mittag, 1988).

? Abraham Wald (1902-1950), statystyk amerykariski (Rinne i Mittag, 1988)

* Pierwszy taki system zostal uruchomiony 16 maja 1924 w Stanach Zjednoczonych (Juran,
1962).
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~Karta” (ang. chart) nieprzypadkowo znalazlo si¢ w nazwie omawianych pro-
cedur. Centralnym elementem karty kontrolnej jest odpowiednio skonstruowa-
ny diagram przegladowy, stuzacy do graficznego przedstawienia przebiegu
Sledzonego procesu. W przypadku kart kontrolnych zaproponowanych przez
W. A. Shewharta, a takZe innych kart kontrolnych, diagram ten ma postac przed-
stawiong schematycznie na rycinie 1. Na osi poziomej odkladany jest numer
probki losowej pobranej z procesu, albo czas mierzony na skali porzadkowej
(t). Na osi pionowej odklada si¢ natomiast wartosci obserwowanej charakte-
rystyki z préby 7, przy czym szczegélowa postad tej charakterystyki zalezy
od réznego rodzaju uwarunkowan, do ktérych w szczegélnosci nalezy zali-
czy¢ cel badania oraz rodzaj monitorowanego procesu. Réwnolegle do osi ¢,
na poziomie 73, wykresla sie lini¢ centralng (ang. center line), odpowiadajaca
najczesciej, ale nie zawsze, sredniemu poziomowi obserwowanego procesu.
Ponizej i powyzej linii centralnej wykresla si¢ linie kontrolne, ktére moga by¢
badZ to granicami regulacji procesu (ang. upper control limit, lower control limit),
badZ tez moga stuzy¢ do wykrywania korzystnych zmian w procesie. Na tak
przygotowany diagram przegladowy nanosi si¢ kolejne punkty empiryczne
(t, m), tworzace ciag nazywany sladem procesu.

A
ur
" . -
I gérna linia
Mg po=n=mmmmmmmmm- '{ """""""""""""""""""""""""""""" kontrolna
|
|
i ! linia
To ---- % """"" A centralna
| | roo
. I B
! J ! | ' | | T dolna linia
Mg {7 A i """ ;"" T !’“"{""'} """ IT"“‘T """ kontrolna
l I l I I I l ' | |
! | I | | I ! } ! |
d ' ! ! ! ! ' t l :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t

Ryc. 1. Diagram przegladowy karty kontrolnej Shewharta

W zamysle W. A. Shewharta analiza tego ciaggu miala by¢ podstawgq dia-
gnoz dotyczacych stanu obserwowanego procesu, a takze decyzji sterujacych
jego przebiegiem. Operacje numeryczne mialy byé sprowadzone do niezbed-
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nego minimum. Przyczyna takiego potraktowania problemu wydaje sie oczywi-
sta, zwlaszcza jesli karty kontrolne miaty funkcjonowa¢ w warunkach warsz-
tatowych, na niskich szczeblach zarzadzania. Nalezy pamietaé, ze w latach
dwudziestych ubieglego stulecia, a takze w kilku nastepnych dekadach, nie
byly dostepne te $rodki obliczeniowe, ktérymi dysponujemy obecnie. Byt to
swiat bez kalkulatoréw elektronicznych i bez komputeréw. Dlatego tez zapew-
ne W. A. Shewhart zaproponowatl taki tok przetwarzania i analizy informacji
Zrédtowych, w ktérym podstawowe oceny i decyzje formutowane sg na pod-
stawie graficznej analizy problemu. W $wietle obecnej wiedzy o problemach
wnioskowania statystycznego karty kontrolne Shewharta mozna rozwazac jako
sekwencje odpowiednich testéw istotnosci. Dotyczy to jednak tylko takich sy-
tuacji, gdy — z jakichkolwiek powodéw — rola karty kontrolnej zredukowana
jest do generowania i emisji tak zwanych punktowych sygnatéw o rozregulo-
waniu monitorowanego procesu. Sygnat taki emitowany jest wéweczas, gdy
pojedynczy punkt empiryczny (t, 7,) znajdzie si¢ poza obszarem ograniczonym
przez linie kontrolne, bedace granicami regulacji procesu. W sytuacji pokazanej
na rycinie 1 sygnatami takimi sg punkty (3, 7,) oraz (4, 1,). Kazdy z tych sygna-
16w réwnowazny jest decyzji o odrzuceniu hipotezy zerowej za pomocq od-
powiedniego testu istotnosci. Gdyby mianowicie na podstawie pojedynczego
zbioru postaci (4) obliczy¢ wartos¢ stosownej funkgji testowej i poréwnac ja
z odpowiednig wartoscig krytyczna, to decyzja bytaby taka sama jak w przy-
padku sygnatu punktowego wyemitowanego przez karte kontrolna.
Analizujac funkcjonowanie diagramu przegladowego, przedstawionego na
rycinie 1 nietrudno zauwazyd, ze karta kontrolna umozliwia nie tylko emisje
sygnalow punktowych, ale stwarza takze mozliwo$é wykrywania objawow
rozregulowania procesu poprzez analize¢ ciggu kolejnych punktéw empirycz-
nych (¢, 1), tworzacych élad procesu. Celem tej analizy jest identyfikacja takich
sekwengji (serii) punktéw empirycznych, ktérych pojawienie si¢ w $ladzie ure-
gulowanego procesu, a wiec przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej,
jest bardzo mato prawdopodobne. Gdyby — na przyktad — przyjaé, ze w sy-
tuacji przedstawionej na rycinie 1 obserwowana charakterystyka z préby (7)
jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopodobieristwa, weryfiko-
wana hipoteza zerowa ma postaé H, : E(7) = 7, a prawdopodobieristwo wy-
emitowania falszywego sygnatu o rozregulowaniu procesu ustalono na pozio-
mie o = 0,05, to cigg szesciu punktéw empirycznych (5, 175), (6, 7,), (7, 1,),
(8, 1g), (9, ny), (10, n,,) jest sygnalem sekwencyjnym (seryjnym), mimo ze
zaden z tych punktéw, traktowany z osobna, nie wskazuje na rozregulowanie
procesu. Wszystkie te punkty empiryczne leza ponizej linii centralnej odpowia-
dajacej wartosci oczekiwanej zmiennej diagnostycznej. Jesli s to niezalezne
oceny badanego zjawiska, to z symetrii rozkladu normalnego wzgledem
wartosci Sredniej wynika, ze prawdopodobieristwo przypadkowego uksztat-
towania si¢ analizowanej sekwencji wynosi (1/2)¢ = 0,0156 < o = 0,05. Jest to
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konieczny i wystarczajacy warunek uznania analizowanego ciagu za sekwen-
cyjny sygnat o rozregulowaniu procesu’.

4. MONITOROWANIE PROCESOW BINARNYCH
Z ZASTOSOWANIEM KART KONTROLNYCH SHEWHARTA

Skupmy uwage na przypadku, gdy w kolejnych krokach postepowania kon-
trolnego pobierane sg prébki losowe o licznosci 7,, a wiec na przypadku, gdy
empirycznym obrazem monitorowanego procesu jest ciag postaci (5). Oblicza-
jac wartosci:

Z = th.i , (6)
i=1

uzyskujemy informacje o liczbie elementéw wyréznionych (X = 1) w kolejnych
(t=1,2,3, ..., k) zbiorach postaci (4). Jesli prébki losowe pobierane do badania
w kolejnych krokach postepowania kontrolnego sg jednakowo liczne, to war-
tosci z, obliczone wedlug wzoru (6) mogg byé bezposrednio wykorzystane do
monitorowania procesu za pomoca karty kontrolnej. W takiej sytuacji nalezy
postuzy¢ sie karta kontrolng z (ang. control chart np) Jesli natomiast kolejno
pobierane prébki majg rézne licznosci, to wartosci z, obliczanych wedtug wzo-
ru (6) nie wykorzystuje si¢ bezposrednio do monitorowania procesu za pomo-
cq klasycznej karty kontrolnej Shewharta. W celu zapewnienia poréwnywalno-
$ci uzyskiwanych ocen czastkowych, oblicza sie wéwczas wartosci frakeji
elementéw wyréznionych (X = 1), w kolejnych zbiorach postaci (4):

w, =2t ?)

1,

Majac te wartosci mozna podjaé monitorowanie procesu za pomocg karty
kontrolnej w (ang. control chart p).

W celu udcidlenia dalszych rozwazan ustalmy uwage na przypadku, gdy
stan wyrézniony (X = 1) jest niepozadanym (albo niekorzystnym) stanem
monitorowanego procesu. W takiej sytuacji proces jest uregulowany (przebiega
zgodnie z oczekiwaniami), gdy p < p,, natomiast jest rozregulowany (nie prze-
biega on zgodnie z oczekiwaniami), gdy p > p,, przy czym p, oznacza najgor-
szy, ale jeszcze dopuszczalny poziom procesu (ang. Acceptable Process Level —
APL). Jesli taki proces bylby monitorowany za pomocg wspomnianej powyzej
karty kontrolnej z, albo karty kontrolnej w, to w kazdym kroku postepowania
kontrolnego weryfikowana bylaby hipoteza zerowa:

> W normie PN-1SO 8258+AC1 wyr6zniono siedem typéw takich sygnaléw seryjnych (se-
kwencyjnych), oprécz podstawowego sygnatu punktowego. Problem ten oméwiono réwniez w pracy
(Iwasiewicz i Stefanéw, 2001).
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Hy: p < pg, (8)

wobec hipotezy alternatywnej:
Hpi:p>p, (%)

W rozwazanym przypadku granicami regulacji procesu bylyby tylko gor-
ne linie kontrolne, natomiast dolne linie kontrolne mozna by wykorzystac¢ do
wykrywania objawéw korzystnych zmian w obserwowanym procesie®. W przy-
padku karty kontrolnej z granica regulacji dana jest wzorem:

Z, = NXPy + Uy X 11X Py X (1 - pp). (10)

Stosujgc natomiast karte kontrolng w, granice regulacji procesu wyznacza-
my wedlug wzoru:

W, =pg 1, X M (11)

n
Nietrudno zauwazy¢, ze obydwa te réwnania wynikajq z prostego prze-
ksztalcenia funkcji testowej odpowiedniego testu istotnosci, ktéry mozna za-
stosowaé do weryfikacji sformulowanej powyzej hipotezy zerowej, w kolejnych
krokach postepowania kontrolnego, traktowanych z osobna’. W konkretnym
przypadku jest to test 1, o nastepujacej funkcji testowej:

zZ
——p _
= = WP (12)
\/pox(l‘po) \/pox(l_po)
n n

W rozwazanym powyzej przypadku emisja sygnalu nastgpuje wdéweczas,
gdy z, > z, albo w, > w,. Obydwa te sygnaly rownowazne s3 decyzji o odrzu-
ceniu hipotezy zerowej (8) na korzys¢ hipotezy alternatywnej (9), gdy wartosé
u, obliczona na podstawie wzoru (12) spelnia nieréwnos¢ u, > u,. W kazdym
z tych przypadkéw prawdopodobieristwo popelnienia bledu jest takie samo
i wynosi «a.

¢ Wyczerpujacy opis funkcjonowania kart kontrolnych Shewharta stosowanych w przypadku
proceséw binarnych przedstawiono w wielu podrecznikach; zob. np. Montgomery, 2005; Iwasie-
wicz, 1985, 1999, 2005.

7 Przeglad podstawowych testéw istotnosci zainteresowany Czytelnik znajdzie w kazdym
obszerniejszym podreczniku statystyki; zob. np. Iwasiewicz i Paszek, 2004.
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5. SEKWENCYJNE PROCEDURY MONITOROWANIA PROCESOW

Mozliwo$¢ identyfikacji i analizy nielosowych sekwencji punktéw empirycz-
nych (¢, 17,) w $ladzie procesu jest ta wlasciwoscig operacyjng karty kontrolnej
Shewharta, ktéra odréznia jg od zwyklych sekwencji testéw istotnosci. Mozli-
wos¢ ta zaowocowala pojawieniem sig réznego rodzaju sekwencyjnych proce-
dur kontrolnych. Nalezy tu przede wszystkim wymieni¢ karte kontrolng $red-
nich ruchomych (ang. moving average control chart — MA chart). Karta ta moze
by¢ stosowana albo jako samodzielna i odrebna procedura monitorowania pro-
cesu, albo jako dodatkowy segment standardowej karty kontrolnej Shewhar-
ta. W takiej sytuacji diagram przegladowy standardowej karty kontrolnej wy-
posaza sie dodatkowo w tor kontrolny stuzacy do rejestrowania i analizy
$rednich ruchomych. Sygnaly pojawiajace si¢ na tym torze nazywane sa zwy-
kle sygnatami z polaczonych prébek. Takie postepowanie pozwala nie tylko na
sprawniejsze wykrywanie sygnaléw sekwencyjnych w §ladzie procesu, ale
wzmacnia réwniez selektywnosé¢ procedury, albowiem formulowane oceny
oparte sa na prébkach o zwielokrotnionej licznosci. Na uwage zastuguje rola,
jaka karta kontrolna $rednich ruchomych odgrywa w przypadku monitorowa-
nia proceséw gietdowych. Waznym instrumentem wykorzystywanym do
monitorowania tych proceséw sa tak zwane wstegi Bollingera (ang. Bollinger
bands). Wstega taka jest zmodyfikowana kartg kontrolng srednich ruchomych,
przy czym modyfikacje dotycza sposobu wyznaczania zaréwno linii centralnej,
jak i linii kontrolnych. Wszystkie elementy procedury sa tu wyznaczane na
podstawie biezaco pozyskiwanych informacji o stanie monitorowanego proce-
su, a nie na podstawie wartosci postulowanych, jak w przypadku klasycznych
kart kontrolnych Shewharta. Jak juz wspomniano powyzej, teoretyczng podbu-
dowe kart kontrolnych Shewharta stanowi teoria testow istotnosci. Testy te —
w standardowej postaci — nie stuza do przyjmowania weryfikowanych hipo-
tez zerowych. Za pomoca testu istotnosci mozna albo odrzuci¢ hipoteze zero-
wa przy okreslonym prawdopodobieristwie popelnienia pomytki (@), albo orzec,
ze nie ma podstaw do jej odrzucenia. Nie mozna natomiast przyjac (zaakcep-
towac) hipotezy zerowej, albowiem prawdopodobieristwo popelnienia btedu
drugiego rodzaju (f)), polegajacego na przyjeciu falszywej hipotezy zerowej,
pozostaje poza bezposrednia kontrola. Kazdy standardowy test istotnosci moz-
na wprawdzie przeksztalci¢ w taki sposéb, by istniala mozliwosé przyjmowa-
nia weryfikowanych hipotez zerowych, ale znacznie efektywniejszgq metodq kon-
struowania takich testéw jest analiza sekwencyjna. Jest to metoda efektywniejsza
przede wszystkim w sensie niezbednej licznosci prébki, a wigc réwniez w sensie
kosztéw monitorowania procesu. Teoria sekwencyjnych procedur weryfikacji
hipotez, zaproponowana przez A. Walda, stala si¢ obecnie teoretyczng podsta-
wa dla nowego rodzaju kart kontrolnych, a mianowicie kart kontrolnych sum
skumulowanych (ang. cumulative-sum control chart, cusum control chart), mimo
ze poczatkowe prace w tym zakresie nie odwolywaty sie do tej teorii.
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6. PROCEDURY KONTROLNE UMOZLIWIAJACE AKCEPTACJE
MONITOROWANEGO PROCESU BINARNEGO

W celu utrzymania cigglosci rozumowania pozostaniemy przy przyjetych po-
wyzej zalozeniach w odniesieniu merytorycznej natury obserwowanego proce-
su binarnego. W dalszym ciagu bedziemy mianowicie zaklada¢d, ze wyréznio-
ny stan badanego zjawiska (X = 1) jest stanem nacechowanym negatywnie i ze
— w konsekwencji — zbiér dopuszczalnych pozioméw procesu (p) ma postac
przedziatu [0; p,]. Tak wigc, proces jest uregulowany (przebiega zgodnie z ocze-
kiwaniami) gdy p < p,, natomiast wymaga on regulacji (korekty) gdy p > p,.
Jesli — w rozwazanej sytuacji — do monitorowania procesu wykorzystywana
jest procedura bez mozliwosci akceptacji procesu, a wiec np. ktéras ze wspo-
mnianych powyzej klasycznych kart kontrolnych Shewharta (z albo w), to we-
ryfikowana hipoteza zerowa ma postac (8), natomiast tres¢ hipotezy alterna-
tywnej wyrazona jest nieréwnoscig (9). Jesli chcemy uzyskaé mozliwosé
akceptacji monitorowanego procesu, to hipotezy te musza by¢ odpowiednio
zmodyfikowane. Sformutujemy je nastepujaco:

Hy p = p, (13)
Hip=py+Ap=py, (14)

przy czym Ap > 0.

Kazda z tych hipotez moze by¢ odrzucona na korzys¢ hipotezy konkuren-
cyjnej. Odrzucenie hipotezy zerowej (13) na korzys¢ hipotezy alternatywnej
(14) skutkuje emisjg sygnatu o rozregulowaniu procesu, a prawdopodobien-
stwo emisji sygnatu falszywego nie przekracza przyjetej wstepnie, dowolnie
matlej, dodatniej wartosci . Odrzucenie hipotezy alternatywnej (14) na ko-
rzy$¢ hipotezy zerowej (13) oznacza akceptacje monitorowanego procesu. Praw-
dopodobienistwo falszywego sygnatu nie przewyzsza w tym przypadku wstep-
nie przyjetej, dowolnie malej, dodatniej wartosci f.

Zauwazmy, ze — analogicznie jak poprzednio — monitorowany proces
traktujemy jako rozregulowany, gdy p > p,. Godzimy sie jednak na to, by wy-
starczajaco pewny sygnat o rozregulowaniu pojawiat sie wéweczas, gdy:

p>py+ Ap=p;. (15)

Przedzial (py; p;), o dtugosci p; — p, = Ap > 0, nalezy interpretowac jako
przedzial decyzji niepewnych. 53 one niepewne w tym sensie, Ze w przedziale
(py py) moga pojawic sie sygnaly o akceptacji lub rozregulowaniu monitorowa-
nego procesu z prawdopodobieristwami znacznie rézniacymi sie od przyjetych
wartosci a i . Warto$¢ réznicy p, — p, = Ap deklarowana jest na podstawie
przestanek merytorycznych, a nie statystycznych. Jest to takie odchylenie rze-
czywistego poziomu procesu (p) od zadanej wartosci p,, ktére merytorycznie,
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a nie statystycznie, mozna uznac za nieistotne. Konieczno$¢ definiowania prze-
dziatu decyzji niepewnych jest naturalng konsekwencja ciagtosci funkeji mocy
albo funkcji operacyjno-charakterystycznej omawianej procedury, w catym prze-
dziale zmiennosci parametru p, czyli w przedziale [0; 1]%. Ciaglos¢ tych funkgji
sprawia, ze w badaniach niewyczerpujacych jakakolwiek skoriczona licznos¢
probki nie wystarcza do odréznienia stanu p < p, od stanu p > p,, przy wystar-
czajaco matych wartosciach i f. Réwniez w badaniach wyczerpujacych od-
réznienie tych stanéw jest watpliwe ze wzgledu na mozliwosé wystepowania
btedéw kwalifikacji (diagnozowania), zob. Iwasiewicz, 2005-2006.

Sformutowane powyzej uwagi o konstruowaniu procedur kontrolnych
umozliwiajacych akceptacje monitorowanego procesu dotyczg zaréwno proce-
dur uzyskiwanych w rezultacie odpowiedniej modyfikacji kart kontrolnych typu
Shewharta, jak i procedur sekwencyjnych®. Przedstawione ponizej rozwazania
dotycza w catosci procedur sekwencyjnych, w przypadku ktérych istnieje
mozliwosc istotnego ograniczenia licznosci prébki, co jest bardzo wazne z punktu
widzenia kosztéw monitorowania procesu. W przypadku zmodyfikowanych
kart kontrolnych Shewharta mozliwosci takie sa bardzo ograniczone.

7. KLASYCZNA PROCEDURA SEKWENCYJNA

Przedstawione ponizej rozwazania dotycza sytuacji, gdy w kolejnych krokach
postepowania kontrolnego badaniu poddawane sg pojedyncze elementy $le-
dzonego procesu. Rezultatem badania jest wéwczas ciag zer i jedynek postaci
(3)- Ciag ten jest stopniowo wydluzany, stosownie do potrzeb badania, a jego
kazdorazowa dtugos¢ (k) jest tozsama z licznosciq probki (k = n).
Jesli ustalone sq wartosci &, B, p, i p;, to warunek kontynuowania obser-
wagji, czyli wydltuzania ciagu (3), przedstawia sie nastepujgco:
5 [Tria™ | _ 5
< t=1 < , (16)

1-0¢0 ™ » 1-x o
[1p5ac™
t=1

przy czym g, =1 - p, oraz q; = 1 — p,, natomiast x, jest zrealizowang wartoscig
(zerem albo jedynka) zmiennej diagnostycznej X, w kolejnym, t-tym kroku
postepowania kontrolnego.

Jesli obserwowang charakterystyka z préby jest suma zrealizowanych
wartoéci zmiennej diagnostycznej X, to w kolejnych krokach postepowania
oblicza sig¢ wartosci:

$ Wyczerpujace oméwienie tego problemu zainteresowany Czytelnik znajdzie w pracy: Iwa-
siewicz, 1999.
® Opis takich modyfikacji przedstawiono w pracach: Major, 1997; Iwasiewicz, 2001.
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=

z,=9 x, (17)
i=1
przy czym n =1, 2, 3, .., natomiast t = 1, 2, 3, ..., n.
W graficznej wersji omawianej procedury obliczanie tej sumy przebiega
wedlug nastepujacego schematu:

t=1: Z, =X,

t =2 Z, =2+ X, 8
=3 Zy = 2, + Xy (18)
t=n: Z, =2, _1+X,

Obliczone w ten sposéb wartosci sumy (17) nanosi si¢ na diagram przegla-
dowy przedstawiony schematycznie na rycinie 2.

A

Zn Obszar
dyskwalifikacji
procesu

ZM=b+cxn

Obszar
kontynuacii

ZM=a+cxn
badan a(n) )

Obszar
akceptacji
procesu

|-
Ll

n

Ryc. 2. Diagram przegladowy klasycznej sekwencji procedury kontrolnej

Réwnania linii kontrolnych zaznaczonych na tym rysunku wynikaja z nie-
réwnosci (16). Odpowiednie przeksztalcenia przedstawiajg si¢ nastepujaco:

B _pa™ 1-8 (19)
l-a prgy™ @
B_(nY(w) .1-8 (20)
I-a (P ) \ % o

Po zlogarytmowaniu tej nieréwnosci i dalszych przeksztalceniach waru-
nek kontynuowania badari mozna zapisa¢ nastepujaco:



zyn)=a+c,<z,<b+c,=2zn), (21)

gdzie:
InTo

c=—2D 5, (22)
lnM

Poth

a=—l=2 <o, (23)

ml_ﬁ
b=—-9 _>0. (24)
lnM

Podh

Jesli spelniona jest nieréwnos¢ (21), to przechodzi sie do badania nastep-
nego elementu monitorowanego procesu, bez podejmowania jakichkolwiek de-
cyzji w odniesieniu do hipotez (13) i (14). Jesli:

z,<zyn)=a+cxn, (25)

to przyjmujemy hipoteze zerowsa (13), a prawdopodobieristwo zdarzenia loso-
wego polegajacego na tym, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza alter-
natywna (14) nie przekracza przyjetej wartosci f. Jesli natomiast:

z, 2 zg(n) =b+cxmn, (26)

to przyjmujemy hipoteze alternatywng (14), a prawdopodobieristwo zdarze-
nia losowego polegajacego na tym, Ze w rzeczywistodci prawdziwa jest hipo-
teza zerowa (13) nie przekracza przyjetej wartosci o. Przedstawione postepo-
wanie mozna realizowac w formie algorytmu graficznego, za pomocg diagramu
przegladowego przedstawionego na rycinie 2, albo algorytmu numerycznego,
przy wykorzystaniu odpowiedniej tablicy decyzyjnej.

8. KARTA KONTROLNA SUM SKUMULOWANYCH

Karte kontrolng sum skumulowanych mozna rozwazac jako klasyczng proce-
dure sekwencyjng realizowana wstecznie. W graficznej wersji procedury, na
diagram przegladowy wykreslony w ukladzie wspétrzednych (n0z,) nanosi
si¢ kolejne sumy skumulowane z, obliczane wedlug nastepujacego schematu:
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t=0: zy=x3=0

t=1: Z, =25+ X,

t=2 Zo =2, + X

-3 R, (27)
t=3: Zy =2y + Xq

t=n Z, =2, | +X,.

W celu zachowania ciaglosci rozumowania pozostajemy wiec przy zaloze-
niu, ze podstawgq analizy jest ciag punktéw empirycznych postaci (3). Oznacza
to, Ze w kazdym kroku postegpowania pobierana jest do badania jednoelemen-
towa prébka losowa (1, = 1). W konsekwencji, kazdorazowo mamy t = n. Nalezy
podkredli¢, ze do sekwengji (27) wilaczony jest poczatek ukladu wspéirzednych,
co nie byto konieczne w przypadku klasycznej procedury sekwencyjnej; zob.
wzor (18). Dolaczenie wartosci x, = 0 do sekwencji sum skumulowanych nie
Zzmienia oczywiscie wartosci tej sumy:

z, = ix, = ix,. (28)
t=0 t=1

Kazdy punkt (n, z,), koficzacy w kolejnym kroku postepowania kontrol-
nego sekwengje (27), traktuje si¢ jako poczatek obréconego o 180° uktadu wspét-
rzednych. W takiej sytuacji wykreslanie linii kontrolnych jest rozwigzaniem
nieracjonalnym. Linie kontrolne zastgpowane sq maskownicg przesuwang na
plaszczyZnie rysunku, w miare wydluzania si¢ sladu procesu i sekwencji (27).
W standardowych wersjach tej procedury obszar kontynuacji badar taczony
jest z obszarem przyje¢ hipotezy zerowej. W konsekwencji, do wyznaczania

A

Z,

v

Ryc. 3. Maskownica stosowana w procedurze bez mozliwosci akceptacji procesu
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parametréw maskownicy, ktérej schemat pokazano na rycinie 3, wykorzystuje
sie tylko gérng linie kontrolng klasycznego schematu sekwencyjnego?®.

Uwzgledniajac podane powyzej wzory (21), (22) i (24) réwnanie gérnej
linii kontrolnej w klasycznym schemacie sekwencyjnym mozna zapisac¢ naste-
pujaco:

lnl_ﬁ lngg
z,(n) = a Doy 29
(1) Pl P (29)
Po: Potly

W konsekwencji potaczenia obszaru przyje¢ hipotezy zerowej z obszarem
kontynuacji badant przyjmuje sie B = 0. Mamy wiec:

lnl lnﬂ
2 (n)=—& Dy 30
= i (30)
Poh Pty

W celu uzyskania wartosci parametru d maskownicy nalezy wyznaczy¢
pierwiastek tego réwnania:

. Ina
0 =

Ine
T

Uwzgledniajac fakt, ze parametry maskownicy wyznaczane sa w ukladzie
wspotrzednych obréconym o 180° mamy:

d=-n*>0. (31)

Drugi parametr maskownicy, czyli tangens kata nachylenia czynnej kra-
wedzi maskownicy wzgledem osi odcietych (c = tgg) dany jest wzorem (22).

Majac wartosci parametréw c i d mozna skonstruowac algorytm nume-
ryczny, formalnie réwnowazny przedstawionemu powyzej algorytmowi gra-
ficznemu, a jednocze$nie nie wymagajacy sporzadzenia maskownicy i odpo-
wiedniego diagramu przegladowego. Zastosowanie algorytmu numerycznego
wymaga natomiast skonstruowania odpowiedniej tablicy obliczeniowej i wy-
znaczenia wartosci dodatkowego parametru h, pelniacego role wartosci kry-
tycznej dla sum skumulowanych, obliczanych w kolejnych krokach postepo-
wania kontrolnego. Wartos¢ parametru h oblicza si¢ wedlug wzoru:

' Wyczerpujace oméwienie funkcjonowania standardowych kart kontrolnych sum skumulo-
wanych zainteresowany Czytel nik znajdzie w pracach: Montgomery, 2005; Iwasiewicz 1985, 1999.
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lnq—0
h=cxd=—lnax G __ Ine . (32)
n% lnplx% lnplxqo
0 Po X4, Po X,

Dalsze postepowanie przebiega wedlug przedstawionego ponizej schematu:

1. Kazdg uzyskana empirycznie wartos¢ x, (0 albo 1) poréwnuje sie z war-
toscig parametru c. Jesli x, < ¢, a wigc jedli x, = 0, to nie podejmuje si¢ zadnych
dzialan, a po przejsciu do nastepnego, losowo wybranego punktu na osi cza-
su generuje si¢ kolejng wartos¢ x,!. Jesli natomiast spelniona jest nieréwnosé
x, > ¢, a wigc jedli x, = 1, to uruchamia sie licznik indeksu operacyjnego (j = 1)
i rozpoczyna si¢ obserwacje sekwencji, ktéra moze doprowadzi¢ do odrzucenia
hipotezy zerowej (13) na korzysé hipotezy alternatywnej (14).

2. W tym celu oblicza sie¢ warto§¢ sumy skumulowane;:

D, =Y (x,~0), (3)
j=1

gdzie: t — indeks biezacy, j — indeks operacyjny, r = najwigksza w danym
momencie wartos$¢ indeksu operacyjnego (r = 1, 2, 3, ...).

3. Sygnat o rozregulowaniu monitorowanego procesu emitowany jest
woéwczas, gdy spelniona jest nieréwnosc:

D, 2 h. (34)

Oznacza to odrzucenie hipotezy zerowej (13) na korzys¢ hipotezy alterna-
tywnej (14), a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego na tym,
Ze jest to sygnal falszywy nie przekracza przyjetej wartosci & W konsekwengji
powinny by¢ podjete dzialania zmierzajace do przywrécenia procesowi po-
prawnego przebiegu. Emisja sygnatu o rozregulowaniu procesu korczy obser-
wowang sekwencje. Nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego (j = 0).

4. Sledzenie rozpoczetej sekwengji koriczy sie réwniez wéwczas gdy:

D, < 0. (35)

t

W takiej sytuacji réwniez nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego
(j = 0), jednak bez podejmowania dzialaii korygujacych przebieg procesu.
Przedstawione powyzej algorytmy, zaréwno graficzny, jak i numeryczny,
mozna zmodyfikowacé w taki sposéb, by omawiana procedura umozliwiala
akceptacje monitorowanego procesu. W tym celu nalezy zrezygnowad z zasto-
sowanego powyzej laczenia obszaru akceptagji procesu z obszarem kontynuowa-

" Wygodnym, a niezbyt czesto stosowanym sposobem losowego wyboru punktéw na osi cza-
su jest zastosowanie liczb zlotych (Iwasiewicz i Paszek, 2004).
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o

h,

Z,

v
Ryc. 4. Maskownica stosowana w procedurze z mozliwoscig akceptacji procesu

nia obserwacji. W konsekwencji, maskownica stosowana w graficznej wersji
procedury ma ksztalt pokazany schematycznie na rycinie 4. SzczegStowy ksztatt
tej maskownicy okreslony jest przez trzy — zaznaczone na rysunku — para-
metry, a mianowicie: d, d, oraz ¢ = tg¢. Dla potrzeb algorytmu numerycznego
wyznacza si¢ dodatkowo h, oraz I,. Jesli wartosci p, i p; sa ustalone, to para-
metr ¢ ma tu takq samg wartos¢ jak w standardowej procedurze, bez mozliwo-
$ci akceptacji procesu, albowiem nie zalezy ona od przyjetych wartosci o i f.
Parametry d, i h, dotycza tego segmentu procedury, ktéry umozliwia przyjecie
hipotezy zerowej H,, a wigc akceptacje $ledzonego procesu w tym sensie, Ze
p < py- Prawdopodobienistwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, Ze
w rzeczywisty poziom procesu p spetnia nieréwnos¢ p > p,, nie przekracza przy-
jetej wstepnie, dowolnie malej, dodatniej wartosci f. Parametry d, i h; dotycza
natomiast tego segmentu procedury, ktéry umozliwia przyjecie hipotezy alter-
natywnej H;, a wigc dyskwalifikacje monitorowanego procesu. Przyjmujac H,
orzekamy, Ze p > p,, a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego
na tym, ze w rzeczywistosci proces jest uregulowany (p < p,), nie przekracza
przyjetej wstepnie, dowolnie matej, dodatniej wartosci ¢. Parametr d, uzysku-
jemy w rezultacie przedstawionych ponizej przeksztalceri réwnania dolnej linii
kontrolnej w klasycznej procedurze sekwencyjnej (zob. ryc. 2). Réwnanie to
przedstawia sig¢ nastepujaco:

]ni ndo
z,(n) = l—o & (36)

InPde Ao

Pot, Pot
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Chcac uzyskad réwnanie parametru d, nalezy wyznaczyc pierwiastek (miej-
sce zerowe) powyzszego réwnania (1,). Po niezbednych przeksztalceniach
mamy:

=L infxn=o, (37)
-« q
B
My = —L=0 50 (38)
1r1q—0
4y
W konsekwengji:
n B
d,=—Ll=& <. (39)
ln@
T

Réwnanie parametru h, — wykorzystywanego w numerycznej wersji pro-
cedury — przedstawia sie nastepujaco:

ln@ 1HL mL
hy=cxdy=—>D x 1z __ 1-a g (40)

lnM lnﬁ ]n—&—qi

Poth 0 Pot

W analogiczny sposéb uzyskuje si¢ réwnania parametréw 4, i ii;. Mamy
mianowicie:

1nﬂ
d=—2% >0, (41)
ln@
T
InD lnl_ﬁ ]nl_ﬁ
hy=cxd=—>M x— & - & 5 (42)
lnM lni"— lnM
Podh T Poth

Dysponujac wartosciami parametréw c, h, i h; mozna skonstruowac¢ nume-
ryczny algorytm weryfikacji hipotez (13) i (14), w odniesieniu do monitorowa-
nego procesu. Analogicznie jak poprzednio, kazda uzyskang empirycznie
wartosc x, (0 albo 1) poréwnuje sie z wartoscig parametru ¢ = tgg. Wynik tego
poréwnania wyznacza droge dalszego postepowania.
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Analiza sekwengji, ktéra moze doprowadzié¢ do przyjecia hipotezy zerowej
(13), a wigc do stwierdzenia, Ze monitorowany proces jest uregulowany, prze-
biega wedlug przedstawionego ponizej schematu.

1. Sledzenie tej sekwencji rozpoczyna si¢ wéwczas gdy pojawi sig wartosé
X, < ¢, a wigc wartos¢ x, = 0. Uruchamia si¢ wéwczas licznik indeksu operacyj-

nego (i = 1).
2. W dalszym postgpowaniu oblicza si¢ wartos¢ sumy skumulowanej:
Dy, = 2, (x4 =€), (43)
i=1
gdzie: t — indeks biezacy, i — indeks operacyjny, s — najwieksza w danym

momencie warto$¢ indeksu operacyjnego (s = 1, 2, 3, ...).

3. Przyjecie hipotezy zerowej (13) oraz zakoriczenie sledzenia danej sekwen-
gi punktéw empirycznych i zerowanie licznika indeksu operacyjnego (i = 0)
nastepuje wéwczas, gdy:

Dy, < hy, (44)

przy czym h; < 0, zob. wzér (40). Przyjmujac hipoteze zerowg (13) i akceptujac
— w konsekwencji — przebieg Sledzonego procesu, z prawdopodobieristwem
B narazamy sie na ryzyko, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza alter-
natywna (14).

4. Analize obserwowanej sekwengji koriczy sie réwniez wtedy, kiedy zo-
stanie spelniona nieréwnosc:

D, =0. (45)

0s =

W takiej sytuacji réwniez zeruje sie licznik indeksu operacyjnego (i = 0).

Analiza sekwengji, ktéra moze doprowadzi¢ do przyjecia hipotezy alterna-
tywnej (14), a wiec do stwierdzenia, Ze monitorowany proces jest rozregulo-
wany, przebiega wedtug przedstawionego ponizej schematu.

1. Sledzenie tej sekwencji rozpoczyna sie wéwczas gdy pojawi si¢ wartosé
X, > ¢, a wigc wartosc x, = 1. Uruchamia si¢ wéwczas licznik indeksu operacyj-
nego (j = 1).

2. W dalszym postepowaniu oblicza si¢ wartosci sumy skumulowanej
wedhug wzoru (33). Sume t¢ oznaczymy obecnie symbolem D, , dla odréznie-
nia od analogicznej sumy w algorytmie bez mozliwosci akceptacji monitoro-
wanego procesu.

3. Przyjecie hipotezy alternatywnej (14) i zakoriczenie Sledzenia danej se-
kwencji punktéw empirycznych nastepuje wéwczas, gdy spelniona jest nie-
réwnosc:

D,,2h. (46)

W konsekwengji emitowany jest sygnat o rozregulowaniu monitorowanego
procesu, a prawdopodobieristwo zdarzenia losowego polegajacego na tym,
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Ze jest to sygnal falszywy nie przekracza przyjetej wartosci . W konsekwengji
powinny by¢ podjete dzialania zmierzajace do przywrdcenia procesowi popraw-
nego przebiegu. Emisja sygnalu o rozregulowaniu procesu koriczy obserwo-
wang sekwencje. Nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego (j = 0).
4. Sledzenie rozpoczetej sekwengji koriczy sie réwniez wéwezas, gdy:

D,, <0. (47)

W takiej sytuacji réwniez nastepuje zerowanie licznika indeksu operacyjnego
(j = 0), jednak bez podejmowania dzialaii korygujacych przebieg procesu.
Nalezy podkresli¢, ze wyréznione powyzej dwie konkurencyjne sekwen-
cje punktéw empirycznych nie sq rozlaczne. Nie sg one rozlgczne w tym sensie,
ze obydwie moga przebiegac jednoczesnie. I tak np. sekwencja mogaca dopro-
wadzi¢ do przyjecia hipotezy zerowej H, i — w konsekwencji — do akceptacji
monitorowanego procesu, rozpoczyna si¢ od wartosci x, = 0, ale nie jest prze-
ciez wykluczone, ze w czasie jej trwania pojawi sie punkt empiryczny
o wartosci x, = 1. Punkt taki rozpoczyna nowq sekwencje, mogaca doprowa-
dzi¢ do przyjecia hipotezy alternatywnej H, i dyskwalifikacji procesu, ale jed-
noczesnie nie przerywa on wczednie rozpoczetej, konkurencyjnej sekwencji do-
poty, dopdki nie zostanie spetniona nieréwnosc (45). To samo dotyczy oczywiscie
sekwencji rozpoczynajacej si¢ od obserwacji empirycznej o wartosci x, = 1.
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1. WPROWADZENIE

Podstawq badan statystycznych sa informacje opisujace analizowane elementy
zbiorowosci (préby) z punktu widzenia wybranej cechy (jednej lub wiecej).
W kazdej analizie nalezy zdefiniowac jednostki badania oraz okresli¢ cechy
charakteryzujace te jednostki.

Wyrdznia si¢ jednostki elementarne oraz agregatowe. Trud-
no podac precyzyjne rozréznienie tych pojeé, gdyz zalezy ono od kontekstu
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analizy. Przykladem jednostek elementarnych jest osoba, firma, produkt, gmi-
na i w tym kontekscie odpowiednimi jednostkami agregatowymi sa: gospo-
darstwa domowe dla oséb; branza dla firm; region, wojewddztwa, powiaty dla
gmin itp.

To rozréznienie nie zawsze jest brane pod uwage w analizach ekonome-
trycznych i moze prowadzi¢ do klopotéw w interpretacji uzyskanych wyni-
kéw. W wielu przypadkach mamy do czynienia z jednostkami agregatowymi,
ktére traktujemy z jednakowa waga, podczas gdy nie zawsze jest to uzasad-
nione wielkoscig tych jednostek.

Dodatkowym elementem, na ktéry nalezy zwrécic¢ szczegdlng uwage w ba-
daniach sg miana (jednostki pomiarowe) analizowanych cech. Moga to by¢ miana
naturalne (zl, kg, osoby) lub ztozZone o charakterze wskaznikéw (do-
chéd narodowy na osobe, zarobek tygodniowy na 1 zatrudnionego).

Przedmiotem niniejszego artykulu jest przedstawienie probleméw zwig-
zanych z istotg jednostek analizy i ich mian w przypadku pomiaru wspdlzalez-
nosci cech. Rozwazania ograniczone zostang do najprostszych metod oceny
wspétzaleznosci — liniowych wspétczynnikéw korelagji i regresji jednej zmien-
nej, ale mozna je rozszerzy¢ na bardziej zaawansowane miary.

Dla ulatwienia przyjmuje sie najprostszy przypadek analizy, w ktérym ma-
my do czynienia z danymi statycznymi. Punktem wyjécia rozwazan s wiec
informacje liczbowe (skala ilorazowa) dotyczace n-elementowego zbioru jed-
nostek, opisujace je z punktu widzenia dwéch cech X1 Y w wybranym momen-
cie czasowym:

Xl= [xy, x5 s x,)
{Y}= [yl' y2' b4 yn]‘

2. WSPOLZALEZNOSC POMIEDZY BOGACTWEM
A INTELIGENCJA W SKALI MAKROEKONOMICZNE]J

Dla zilustrowania trudnoéci z jakimi mozna sie spotkaé przy analizie wspétza-
leznosci przytoczono wyniki badan R. Lynna oraz T. Vanhanena (2002) nad
bogactwem narodéw. Przyczyny bogactwa i ubdstwa sg przedmiotem zainte-
resowania wielu badaczy (Landes, 1998), poczawszy od pracy Adama Smitha
z 1776 roku Badania nad naturq i przyczynami bogactwa naroddw, poprzez teorie
wskazujace na takie determinanty bogactwa narodéw jak: klimat (Monteskie-
usz, 1748; Landes, 2000), kultura i religia (Weber, 1994), polozenie geograficz-
ne (Diamond, 1998), system gospodarczy (Olson, 1996), rozwéj technologii
(Solow, 19956), kapitat ludzki i inteligencja (Herrnstein i Murray, 1996; Lynn
i Vanhanen, 2002).

Zalezno$¢ pomiedzy bogactwem a inteligencjg mozna bada¢ w skali mi-
kroekonomicznej, gdzie jednostkami analizy s osoby. W pracy R. J. Herrnste-
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ina i Ch. Murraya (1994) wskazywano, ze inteligencja jest dobrym predykto-
rem sukcesu zawodowego, a niski poziom IQ jest jedng z giéwnych przyczyn
plag spotecznych — bezrobocia, przestepczosci, narkomanii, samotnego ma-
cierzyristwa. Drugim mozliwym ujeciem jest analiza makroekonomiczna, w kt6-
rej jednostkami analizy sa regiony lub kraje. W pracy R. Lynna i T. Vanhanena
(2002) postawiono teze, Ze zamoznos$¢ w skali makroekonomicznej zalezy od
inteligencji narodu i jest z nig wysoko oraz dodatnio skorelowana.

Zamoznos¢ krajéw opisano wielkoscig produktu narodowego brutto (GDP)
na osobg w dolarach na podstawie danych dla roku 1998. Analize oparto na
informacjach odnoszacych sie do 81 krajéw, dla ktérych udalo si¢ zebra¢ w mia-
re poréwnywalne dane (gtéwne chodzilo o trudnosci w zebraniu odpowied-
nio duzej liczby informacji opisujacych stopieri inteligencji). Cecha GDP jest
czgsto wykorzystywana w wielu analizach i pomimo pewnych zastrzezen co
do adekwatno$ci miernika GDP jako dobrego wskaznika bogactwa na ogoét jest
akceptowana w wielu opracowaniach.

Gorzej przedstawia si¢ sprawa pomiaru inteligencji w skali makroekono-
micznej (dla mieszkaricéw danego kraju). R. Lynn i T. Vanhanen zalozyli, ze
inteligencja nie jest réwnoznaczna z wyksztalceniem, wiedza, wynalazczoscia
czy tez madroscig i w swoich badaniach mierzyli ja §rednim wynikiem testu
inteligendji (iloraz inteligencji — IQ) z wielu indywidualnych pomiaréw wy-

Tabela 1

Wspélczynniki inteligencji (1Q), produkt narodowy brutto GDP (w $ na osobg)
oraz liczba ludnosci (w tys.) w wybranych krajach (dane za rézne lata w okresie 1996-2002)

Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu(ctlynsc))éé Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu(ctlyns?éc‘
Argentina 96 | 12013 38 337 |Lebanon 86 4326 3731
Australia 98 | 22452 19 767 |Malaysia 92 8137 23 105
Austria 102 | 23 166 8163 |Marshall Islands 84 3 000 56
Barbados 78 | 12001 277 |Mexico 87 7704 103 718
Belgium 100 | 23223 10 331 |Morocco 85 3305 31 754
Brazil 87 | 6625 183960 |Nepal 78 1157 26 470
Bulgaria 93 | 4809 7588 |Netherlands 102 22176 16 223
Canada 97 | 23582 31 889 [NewZealand 100 17 288 3960
China 100 3105 [1291496 |Nigeria 67 795 131 728
Colombia 89 6 006 41 802 {Norway 98 26 342 4 555
Congo (Brazz) 73 995 3413 |Peru 90 4282 27 275
Congo (Zaire) 65 822 56 886 |Philippines 86 3555 86 752
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Tabela 1 cd.

Kraj 1Q GD(I;; 0s. Lu( (ti;sc))s’c’ Kraj 1Q CD(I;; 0s. lu(cti;s(;sé
Croatia 90 6749 4 498 | Poland 99 7619 38 603
Cuba 85 3967 11 247 |Portugal 95 14 701 10 480
Czech Republic 97 | 12362 10 251 | Puerto Rico 84 8 000 3878
Denmark 98 | 24218 5394 |Qatar 78 20987 725
Ecuador 80 3003 13 074 |Romania 94 5648 22 380
Egypt 83 3041 74 761 |Russia 96 6 460 144 308
Equatorial Guinea | 59 1817 536 [Samoa (Western) | 87 3832 204
Ethiopia 63 574 70 366 |Sierra Leone 64 458 5571
Fiji 84 4231 869 |Singapore 103 24 210 4277
Finland 97 | 20 847 5204 |Slovakia 96 9699 5416
France 98 | 21175 62 171 |Slovenia 95 14 293 2012
Germany 102 | 22 169 82 398 |South Africa 72 8488 46 567
Ghana 71 1735 21111 |Spain 97 16 212 40 217
Greece 92 | 13943 10 626 |Sudan 72 1394 36 593
Guatemala 79 3505 11 725 | Suriname 89 5161 450
Guinea 66 1782 8756 |Sweden 101 20 659 8970
Hong Kong 107 | 20 763 6 810 |Switzerland 101 25 512 7 408
Hungary 99 | 10232 10 058 |Taiwan 104 13 000 22 543
India 81 2077 | 1057504 |Tanzania 72 480 36 199
Indonesia 89 2 651 223 070 | Thailand 91 5 456 63 271
Iran 84 5121 63 988 |Tonga 87 3000 108
Iraq 87 3197 24 683 | Turkey 90 6422 68 109
Ireland 93 | 21482 3924 |U. Kingdom 100 20 336 60 095
Israel 94 | 17 301 6492 |Uganda 73 1074 26 322
Italy 102 | 20585 57 998 | United States 98 29 605 290 343
Jamaica 72 3389 2689 |Uruguay 96 8623 3387
Japan 105 | 23257 127 358 |Zambia 77 719 10 800
Kenya 72 980 33042 |Zimbabwe 66 2 669 11 816
Korea, South 106 | 13 478 47 657

Zrédlo: kol. 2-3 — Lynn i Vanhanen, 2002, kol. 4 — http://www.census.gov/ipc/www/idb/tables html].
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konanych na mieszkaricach poszczegélnych krajéw. W sposéb bezposredni udato
si¢ im zebrac¢ informacje z 81 krajéw (zapewne o réznym stopniu reprezenta-
tywnosci). W niektérych krajach (Polska, Holandia, Belgia) dane te byly gro-
madzone w ramach widowisk telewizyjnych w stylu: Narodowy test inteligencji
Polakéw (TVN, 2003, 300 tys. oséb). R. Lynn i T. Vanhanen oszacowali takze
$rednie ilorazy inteligencji dla pozostalych 104 krajéw (dla ktérych dyspono-
wali informacjami o dochodzie narodowym) na podstawie Srednich ilorazéw
inteligencji w sasiednich krajach, jednakze dane te nie zostaly szerzej wyko-
rzystane.

W tabeli 1 przytoczono wartoéci zmiennych stanowigcych podstawe ba-
dart R. Lynna i T. Vanhanena. W ostatniej kolumnie przytoczono dodatkowo
liczbe mieszkanicéw dla poszczegdlnych krajéw, gdyz zadaniem niniejszego
artykutu jest pokazanie jak si¢ moga zmieni¢ wyniki analiz w przypadku
uwzglednienia dodatkowych informacji (w tym przypadku liczby ludnosci)
o badanych obiektach.

Na rycinach 1-2 przedstawiono rezultaty analizy R. Lynna i T. Vanhanena.
Sa to diagramy rozrzutu pokazujace zaleznos¢ wyrazajacq sie w tym, ze kraje
zamozne zamieszkale sa na ogdl przez mieszkancéw z wigkszymi ilorazami
inteligencji. I odwrotnie, spoleczeristwa krajéw niezamoznych zazwyczaj cha-
rakteryzujq si¢ mniejszymi ilorazami inteligencji. Rycina 1 zawiera oryginalny
diagram z pracy R. Lynna i T. Vanhanena natomiast rycina 2 — wykres zmo-
dyfikowany przytoczony w http: /www.amren.com/ar/2002/12/.

S r per capita GDP v. mean national 1Q
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Zrédto: hitp: // www lagriffedulion.f2s.com/sfthtm.

Ryc. 1. Oryginalny diagram rozrzutu pomiedzy GDP oraz IQ
wraz z liniowg funkcja regresji
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Regression Plot
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Zrédlo: hitp: //www.amren.com/ar/2002/12/ The Global Bell Curve. Uncommon sense on wealth and poverty.,
reviewed by Thomas Jackson

Ryc. 2. Poprawiony diagram rozrzutu pomiedzy GDP oraz 1Q dla 81 krajéw
wraz z liniowa funkcjg regresji

Réznica pomigdzy tymi rycinami wyraza sie¢ w tym, ze rycina 2 odpowia-
da dokladnie danym zamieszczonym w tabeli 1, natomiast w rycinie 1 nie
uwzgledniono kilku krajéw, m.in. Chin i Kataru, dla ktérych wartosci bada-
nych zmiennych wyrazZnie odbiegaty od linowej linii regresji. Dlatego tez wspét-
czynniki korelacji pomiedzy GDP a IQ przytoczone w obydwéch rysunkach
réznig sie od siebie. Na rycinie 1 (bez Chin i Kataru) wspélczynnik korelacji
przyjmuje wartos¢ 0,82, natomiast na rycinie 2 (z Chinami i Katarem) — tylko
0,73. Trudno sig oprze¢ wrazZeniu, zZe ta operacja mogla by¢ spowodowana checig
wykazania wigkszej sily zaleznosci. Taki proceder prowokuje do pytania: czy
przypadkiem nie dokonywano innych manipulacji danych dla potwierdzenia
tezy o wysokim poziomie wspétzaleznosci pomiedzy inteligencja a bogactwem?

Zalezno$¢ widoczng na rycinie 2 opisano za pomocg liniowej funkgji regre-
sji o postaci:

GDP = -35 717 + 519*IQ  (R? = 0,537).

Parametry tej funkcji mozna zinterpretowac nastepujaco. Parametr znajdu-

jacy sie przy zmiennej IQ (519 $ GDP/os/rok) wskazuje na ,warto$¢” jednego
punktu ilorazu inteligencji (warto$¢ kapitatu intelektualnego). Przy wzrodcie
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$redniego ilorazu inteligencji mieszkaricéw danego kraju o 1 punkt IQ mozna
sie¢ spodziewac wzrostu zamoznosci o 519 $ na 1 osobe w ciagu 1 roku. Jako
ze inteligencje ,,produkuje” system oswiatowy kraju (szkolnictwo) mozna stad
oszacowac wartos¢ produktu tworzonego przez ten system, np. w Polsce pod-
niesienie Sredniego ilorazu inteligencji o 1 punkt IQ moze skutkowad wzro-
stem GDP o:

[519 $ * 38 mIn mieszkaricéw] = 20 mld $/rok = 60 mld zi/rok.

Oczywiscie jest to rachunek obarczony znacznym btedem, ktérego wiel-
ko$¢ mozna oszacowac na poziomie 1 — 0,537 = 0,473, czyli na ok. 47%. Jest
zrozumiate, ze wzrost produktu narodowego zalezy od wielu innych czynni-
kéw, a poziom inteligencji (o ile w ogodle) jest tylko jednym z nich. Tym nie-
mniej, nawet uwzgledniajac ten wysoki brak precyzji, sektory oswiaty, szkol-
nictwa wyzszego i nauki majg pewne podstawy do twierdzenia, ze wartosc ich
dzialalnosci (po udowodnieniu, ze iloraz inteligencji spoleczeristwa w ciggu
roku rzeczywiscie wzrdst o 1 pkt IQ) ksztaltuje sie co najmniej na poziomie
ok. 30 mld zt w skali roku (tzn. 50% z 60 mld z}).

Interpretacja wyrazu wolnego jest bardziej abstrakcyjna. Formalnie jest to
wielko$¢ GDP w przypadku ,,zerowej” inteligencji mieszkaricéw danego kraju.
W tym przypadku oznacza to, ze do kazdego ,mieszkarica” nalezaloby doto-
zy¢ ponad 35 tys. $ GDP na rok (ujemna warto$¢ wyrazu wolnego funkgji re-
gresji) aby spoleczeristwo takie moglto w ogdle funkcjonowad.

Blizsza analiza rycin 1 i 2 wskazuje, Ze liniowa funkcja regresji nie oddaje
zbyt poprawnie empirycznego rozrzutu punktéw. W szczegélnosci dla krajéw
o niskich ilorazach inteligencji teoretyczne wielkosci GDP s3q ujemne, podczas
gdy faktyczne wielkosci w tych krajach sq dodatnie. Dlatego tez na podstawie
tych samych danych oszacowano dwie inne funkcje regresji: potegowq oraz
wykladnicza. Wyniki w postaci diagraméw rozrzutu z dopasowanymi funk-
cjami regresji przedstawiono na rycinach 3 i 4.

Jak mozna zauwazy¢ obydwie funkcje sj lepiej dopasowane do danych
empirycznych, jakkolwiek funkcja wykladnicza jest nieco ,lepsza” (R? = 0,698)
od funkgji potegowej (R? = 0,687). W przypadku funkdji liniowej wspétezynnik
determinagji byl mniejszy i wynosit tylko R? = 0,537. Parametry oszacowanych
funkcji regresji zebrano w tabeli 2. Obok parametréw strukturalnych podano
tu odpowiadajace im statystyki Studenta, miary dopasowania (wspdtczynniki
korelacji i determinacji, Sredni blad dopasowania i wspélczynnik zmiennosci
resztowej), jak réwniez teoretyczne wielkosci GDP dla Polski wynikajace z osza-
cowanych funkgji regresji oraz wzgledne wielkosci réznicy pomiedzy teore-
tycznymi a faktyczng (7619 $/0s/rok) wielkoscia GDP dla Polski.

Ten ostatni parametr mozna zinterpretowac jako te wielkosé produktu
narodowego brutto, ktéra powinna uzyskaé Polska w relacji do sredniego ilora-
zu inteligencji IQ mieszkaricow naszego kraju (oczywiscie w sytuacji, gdyby
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Ryc. 3. Potegowa funkcja regresji pomiedzy GDP a IQ (81 krajéw)
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 4. Wykladnicza funkcja regresji pomiedzy GDP a 1Q (81 krajow)

inteligencja byla jedynym czynnikiem determinujacym poziom GDP). Jak si¢
okazuje, faktyczna wielkos¢ GDP (7619 $/0s/rok) jest o polowe mniejsza niz
wielkosci teoretyczne wynikajace z oszacowanych funkgji regresji. Mozna to
traktowac jako szacunek wielkosci niewykorzystanego ekonomicznie poten-
cjalu tkwiacego w kapitale ludzkim spoleczenstwa Polski.
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Tabela 2
Parametry liniowej, potegowej i wykladniczej funkgji regresji pomiedzy GDP a IQ

Funkcja Funkcja Funkcja
Parametr . :
liniowa potegowa wykladnicza
Wyraz wolny [a] -35717 1,4545E-09 5,9156
Statystyka Studenta [t(a)] -7.40 9,22 3,42
Wspdtezynnik kierunkowy [b] 519,0 6,504 0,0788
Statystyka Studenta [£(b)] 9,57 13.18 13,52
Wspolczynnik determinacji [RZ] 0,537 0,687 0,698
Wspélczynnik korelacji [R] 0,732 0,829 0,836
Sredni blad dopasowania {s] 5813 % 5672% 5665%
Wspélczynmk. zmiennosci 57.8% 56,4% 56,3%
resztowej V]
Wartos¢ teoretyczna GDP dla Polski 15664 $ 13893 % 14391$
Wzgledna réznica miedzy
teoretycznym a faktycznym GDP -51,4% —45,2% ~47,1%
dla Polski

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Oczywiscie interpretacja tych parametréw jest dyskusyjna i trudno jg re-
komendowaé. Pokazuje tylko formalne mozliwosci wykorzystania klasycznych
modeli regresji.

3. MODYFIKACJE ANALIZOWANYCH ZMIENNYCH

W przedstawionej powyzej analizie wykorzystano standardowe podejscie,
w ktérym rozpatruje si¢ zaleznosci korelacyjno-regresyjne. Na pierwszy rzut
oka jednak widaé, ze dyskusyjne jest identyczne traktowanie w ocenie wsp6t-
zaleznosci takich krajéw jak Chiny (1,3 mld mieszkaricéw, czyli 1/4 mieszkan-
céw calej badanej zbiorowosci) oraz np. Wysp Marshalla (50 tys. mieszkancéw)
czy tez Wysp Tonga (100 tys. mieszkaricéw), ktére to paristwa moglyby by¢
traktowane jako niewielkie miasta. Tymczasem na diagramach rozrzutu czy
tez w obliczeniach wszystkie obiekty (kraje) maja takie samo znaczenie (wage).

W tabeli 3 podano skumulowane wartosci (w procentach) trzech zmien-
nych — liczby ludnosci [LUD] oraz iloczynéw liczby ludnosci przez srednie
ilorazy inteligengji [IQ*LUD] a takze przez wskazniki produktu narodowego
brutto [GDP*LUD]. Kraje uporzadkowane sa wedtug rosnacej liczby ludnosci,
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Tabela 3
Skumulowana liczba ludnosci (LUD), kapitatu intelektualnego (IQ*LUD)
oraz kapitatu ekonomicznego (GDP*LUD)
Lp. Kraj LUD IQ*LUD/ | GDP*LUD/ | % CUM | % CUM Y% C*UM
(tys.) 100 1000 LUD (IQ*LUD) | (GDP*LUD)
1 | Marshall Islands 56 47 169 0,00 0,00 0,00
2 | Tonga 108 94 325 0,00 0,00 0,00
3 | Samoa (Western) 204 177 781 0,01 0,01 0,00
4 | Barbados 277 216 3321 0,01 0,01 0,03
5 [ Suriname 450 400 2322 0,02 0,03 0,01
6 | Equatorial Guinea 536 316 974 0,03 0,02 0,01
7 {Qatar 725 566 15 218 0,05 0,04 0,14
8 | Fiji 869 730 3676 0,06 0,05 0,05
9 | Slovenia 2012 1911 28752 0,10 0,10 042
10 | Jamaica 2 689 1936 9114 0,15 0,14 0,09
11 | Uruguay 3387 3252 29 209 0,22 0,33 0,50
12 | Congo (Brazz) 3413 2491 3396 0,28 0,19 0,04
13 | Lebanon 3731 3209 16 140 0,36 0,26 0,22
14 | Puerto Rico 3878 3257 31023 0,43 0,40 0,75
15 |Ireland 3924 3649 84 29 0,51 0,55 2,62
16 | NewZealand 3960 3960 68 465 0,58 0,64 2,17
17 | Singapore 4277 4 405 103 541 0,67 0,82 3,18
18 | Croatia 4498 4048 30 356 0,75 0,72 0,59
19 | Norway 4 555 4 464 119 998 0,84 091 5,00
20 [ Finland 5204 5048 108 496 0,94 1,02 4,05
21 | Denmark 5394 5286 130 635 1,04 1,25 6,04
22 | Slovakia 5416 5200 52 534 1,15 1,13 1,99
23 | Sierra Leone 5571 3565 2 551 1,26 047 0,02
24 | Israel 6492 6102 112 317 1,38 1,50 4,35
25 | Hong Kong 6 810 7 286 141 391 1,51 1,81 6,43
26 | Switzerland 7 408 7 482 189 001 1,66 1,97 8,78
27 | Bulgaria 7 588 7 057 36 493 1,80 1,65 1,03
28 | Austria 8163 8 326 189 096 1,96 2,49 9,30
29 | Guinea 8 756 5779 15 602 2,13 1,37 0,18
30 | Sweden 8970 9 060 185 318 2,30 2,68 7,76
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Lp. Kraj LUD IQ*LUD/ | GDP*LUD/ | % CUM % CUM Yo C*UM
(tys.) 100 1000 LUD (IQ*LUD) | (GDP*LUD)
31 | Hungary 10 058 9957 102 911 2,50 3,93 2,90
32 | Czech Republic 10 251 9944 126 724 2,69 3,51 5,69
33 | Belgium 10 331 10 331 239913 2,89 4,16 10,57
34 | Portugal 10 480 9 956 154 066 3,10 3,72 7,25
35 | Greece 10 626 9776 148 158 3,30 3,30 6,83
36 | Zambia 10 800 8316 7765 3,51 2,31 0,07
37 | Cuba 11 247 9 560 44 616 3,73 3,09 1,58
38 | Guatemala 11725 9263 41097 3,95 2,88 1,46
39 | Zimbabwe 11 816 7798 31 536 4,18 2,13 0,84
40 | Ecuador 13 074 10 459 39 261 4,43 4,38 1,23
41 | Netherlands 16 223 16 548 359 767 4,75 5,05 16,51
42 | Australia 19 767 19 371 443 798 5,13 5,88 19,99
43 | Ghana 21 111 14 989 36 628 5,53 4,70 1,13
44 | Romania 22 380 21 037 126 404 5,97 6,77 5,34
45 | Taiwan 22543 23 445 293 065 6,40 8,19 12,06
46 | Malaysia 23105 21 257 188 006 6,85 7,23 8,27
47 |Iraq 24 683 21 474 78913 732 7,69 2,39
48 | Uganda 26 322 19 215 28 270 7,83 5,47 0,35
49 | Nepal 26 470 20 646 30 625 8,34 6,32 0,67
50 | Peru 27 275 24 548 116 792 8,87 9,22 4,67
51 | Morocco 31754 26 991 104 948 948 10,92 3,75
52 | Canada 31 889 30933 752 014 10,10 11,58 28,43
53 | Kenya 33 042 23790 32 381 10,73 8,70 0,93
54 | Tanzania 36199 26 063 17 375 11,43 9,78 0,27
55 | Sudan 36 593 26 347 51010 12,14 10,34 1,84
56 | Argentina 38 337 36 803 460 541 12,88 13,09 21,24
57 | Poland 38 603 38 217 294 115 13,62 15,49 12,86
58 | Spain 40 217 39 011 652 005 14,40 16,33 26,38
59 | Colombia 41 802 37 204 251 062 15,21 14,68 11,26
60 [ South Africa 46 567 33528 395 258 16,10 12,30 17,59
61 | Korea, South 47 657 50 516 642 316 17,02 18,36 24,60
62 | Congo (Zaire) 56 886 36 976 46 760 18,12 13,88 1,71
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Tabela 3 cd.

Lp. Kraj LUD | IQLUD/ | GDPLUD/ | % CUM | % CUM % CUM
(tys.) 100 1000 LUD | (IQ'LUD) | (GDP*LUD)
63 | Italy 57 998 59158 | 1193896 19,24 22,01 36,40
64 | U. Kingdom 60 095 60095 | 1222085 20,40 23,29 43,04
65 | France 62171 60928 | 1316479 21,60 24,60 46,63
66 | Thailand 63 271 57 577 345 207 22,82 20,74 15,53
67 | Iran 63988 53 750 327 684 24,06 19,51 14,59
68 | Turkey 68 109 61299 437 399 2537 2591 18,78
69 | Ethiopia 70 366 44331 40 390 26,73 17,28 1,34
70 | Egypt 74 761 62 051 227 347 28,17 27,23 9,92
71 | Germany 82398 84046 | 1826688 29,76 30,63 51,61
72 | Philippines 86 752 74 606 308 402 31,43 28,83 13,70
73 | Mexico 103 718 90 235 799 044 33,43 34,45 30,60
74 |Japan 127358 133726 | 2961959 35,89 37,31 65,66
75 | Nigeria 131 728 88 257 104 723 3843 32,52 347
76 | Russia 144308 | 138536 932 229 41,22 40,27 33,14
77 | Brazil 183960 160045 | 1218734 44,77 43,70 39,72
78 | Indonesia 223070} 198 532 591 358 49,07 47,95 22,85
79 | United States 290343 | 284536 | 8595591 54,67 54,04 100,00
80 | India 1057504 | 856579 | 2196437 75,08 72,36 57,59
81 | China 1291496 | 1291496 | 4010095 100,00 100,00 76,58

Zrédto: obliczenia wiasne.

wskutek czego kumulanty zmiennych [IQ*LUD] i [GDP*LUD] wskazujg na inng
kolejnos¢ krajéw. Zmienng [IQ*LUD] mozna interpretowad jako catkowity
zas6b kapitatlu intelektualnego znajdujacego sie¢ w dyspozygji
danego kraju, natomiast zmienng [GDP*LUD] jako catkowity zaséb
produktu narodowy brutto w tym kraju.

Jak mozna zauwazy¢ z tabeli 3 laczna liczba mieszkaricéw potowy (50%)
najmniejszych krajéw wyczerpuje zaledwie 5% populacji wszystkich analizo-
wanych krajéw. Podobnie jest z zasobem kapitalu intelektualnego [IQ*LUD].
Z drugiej strony liczba mieszkaricéw samych tylko Chin odpowiada skumulo-
wanej liczbie mieszkaricéw 67 krajéw sposrdd 81, a zasob kapitatu intelektu-
alnego Chin jest taki jak kapital 70 mniejszych krajéw. Liczba mieszkaricéw
i kapital intelektualny dwéch najwiekszych krajow — Chin i Indii odpowia-
da prawie polowie zasobéw tych zmiennych w calym analizowanym zbiorze
krajow.
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Kumulanty liczby ludnosci i kapitalu intelektualnego praktycznie si¢ po-
krywajg (r = 0,99) natomiast kumulanta calkowitego produktu narodowego
[GDP*LUD] ksztaltuje sie nieco inaczej niz poprzednie dwie kumulanty. Wy-
nika to stad, ze najwieksze udzialy w zakresie [GDP*LUD] majg Stany Zjedno-
czone (30% ogdlnej sumy), a nie Chiny (14,2%) czy Indie (7,7%). Ponadto do-
chodzi tu jeszcze Japonia (10% potencjalu gospodarczego wobec 2,5% udzialu
w liczbie ludnosci oraz 4% udzialu w zasobie kapitalu intelektualnego).

Zréznicowane wielkosci krajow powoduja, ze uzasadnionym wydaje sig
zaproponowanie zmodyfikowanej formuly wyznaczania miar zaleznosci. Na
rycinie 5 przedstawiono babelkowy diagramy rozrzutu wraz z wszystkimi trze-
ma funkcjami regresji. Srednica poszczegélnych okregéw(krajéw) jest tu pro-
porcjonalna do liczby ludnosci [LUD]. Wykres ten lepiej oddaje istote rozpa-
trywanej zaleznosci i sugeruje uwzglednienie wielkosci obiektéw w trakcie
wyznaczania miar korelacji i regres;ji.
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 5. Babelkowy diagram rozrzutu pomiedzy GDP a IQ wraz z funkcjami regresji

4. PROPOZYCJE ZMODYFIKOWANYCH
MIERNKOW WSPOLZALEZNOSCI

Zgodnie z dotychczas stosowanym podejSciem w analizie zaleznosci w wigk-
szosci badan empirycznych wspélczynnik korelacji liniowej wyznaczany jest
wedlug nastepujacego wzoru:
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cov(X, Y) ! n

*
SX SY n 2 i 2

gdzie cov(X, Y) to kowariancja pomiedzy zmiennymi X i Y natomiast sy, s, to
ich odchylenia standardowe.

W omawianym przykiadzie zmienng Y jest wskaZnik produktu narodowe-
go brutto (GDP), natomiast zmienng X — $redni iloraz inteligencji (IQ). Wzér
(1) mozna przeksztalci¢ w ten sposéb, ze przy kazdym jego elemencie pojawi
si¢ waga F; (réwna liczbie ludnosci dla i-tego kraju — LUD).

2 2

Aby przyblizy¢ interpretacj¢ wspoélczynnika danego wzorem (2) nalezy
zauwazy¢, ze mierzy on zalezno$¢ pomiedzy kapitalem intelektualnym a po-
tengjalem gospodarczym w sytuacji, w ktérej jednostkami obserwacji sq wszyst-
kie osoby (a nie kraje) zamieszkale w analizowanych 81 krajach, przy czym
wszyscy mieszkaricy danego kraju maja jednakowy (na srednim poziomie) ilo-
raz inteligencji oraz sa twércami jednakowego (na $rednim poziomie) produk-
tu narodowego brutto.

Inng propozycja jest wyznaczenie wspélczynnika korelacji liniowej pomie-
dzy zmiennymi [IQ*LUD] oraz [GDP*LUD], co sprowadza si¢ do nastepujacej
formuly:

H

’ (Z(F,-X,-)ﬁ(ay,.))
Z(FiXi)(F,-Yi)— i=1 i=1
Y = i=1 " | (3)

,, lﬁ(ﬂxnl ,, li(FiY,-)l
2 (FX))r == D (FY)! =+

n
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wzglednie do formuly zmodyfikowanej, w ktdrej przez liczbe obserwagji ro-

zumie si¢ sume wszystkich realizacji zmiennej wykorzystywanej w charakte-
rze wag F:

N (i (FiXi)i (PiYi)]
S (FX,)(FY,) -\ =
i=1 z Fi

,. [i(F,-X.»] n lZ”(F,-Y,-)l
2 (FX )t == 2 (RY)? =3

1 i

> F ‘ ZF"

i=1

Analogicznie do przedstawionych powyzej wzoréw mozna podac cztery
rézne formuly stuzace do wyznaczania parametréw liniowej funkgji regres;ji
Y = f(X). Zebrano je w tabeli 4.

Tabela 4
Wzory na niewazone (1) i wazone (2)—(4) parametry liniowej funkcji regresji
Wzér Wspdlczynnik kierunkowy Wyraz wolny
niX.-Y,-—iX,iY,. i i
M) b= _is CO Z{Y, b;Xj
ny X; _(EX.'] T
i=1 i=]
Y EYEXY, -3 EX; > EY, YEY)  Y(FX)
@) b= T o= b
ZF,-ZE-X,-’—(ZF.-X,-] 2F 2E
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1S (EX)EY,) - Y (EX)Y (EY)) } .
" u o =l =l
nY (X, —(z(ﬁxi)) =T
=1 i=l
Y EY(EXM)EY)- Y (EX)Y (FY) SEY)  SEX)
(4) b = =l l:l - 1:1" i=t > a= P _ —b pcy _
SeSexr-(Sex)) SE 3R
i=1 i=l =] i=1 i=]

Zrédio: obliczenia wlasne.
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Wartosci wspétezynnikéw regresji oraz korelacji liniowej wyznaczone za
pomocg powyzszych wzoréw przedstawiono w tabeli 5. Jak mozna zauwazy¢
wazone miary zaleznosci (2) daja nieco inne rezultaty anizeli standardowe miary
niewazone (1). Wspélczynnik korelacji zmniejszyl si¢ z 0,73 do 0,48. Réwniez
zmniejszyly sie parametry linowej funkcji regresji — wspdélczynnik kierunko-
wy z 519 $ GDP/os/rok do 369 $ GDP/os/rok i podobnie wyraz wolny,
z -35717 $ GDP do -26216 $ GDP.

Tabela 5
Wazone parametry regresji i wspélczynniki korelacji pomiedzy GDP a IQ
Wzér Wspélezynnik a Wsp6lczynnik b Wspélezynnik r
§))] -35 717 519 0,733
2 -26 215 369 0,481
3 236 409 38 0,576
) 3326 42 0,625

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Miary zaleznosci opisane za pomoca trzeciej i czwartej formuly daja od-
mienne rezultaty. Jak wynika z ryciny 6 ksztalt diagramu rozrzutu dla zmien-
nych [IQ*LUD] oraz [GDP*LUD] determinujg 34 kraje: Chiny, Stany Zjedno-
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Zrodlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 6. Diagram rozrzutu wraz z liniowa funkcja regresji pomiedzy zmiennymi GDP*LUD

oraz IQ*LUD
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czone, Indie oraz Japonia i one decyduja o ocenie kierunku oraz sile zaleznosci
pomiedzy potencjalem intelektualnym a bogactwem. Pozostale kraje tworza
jedno skupisko zgrupowane w poblizu poczatku uktadu wspéirzednych (0, 0).
~Warto$¢” jednostkowa kapitatu intelektualnego spada tu z 369-519 $ do 38-
—42 $ GDP na 1 osobe w ciagu roku.
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ABSTRACT

L. Kwiatkowski. Markov Switching in Stochastic Variance. Bayesian Comparison of Two Simple Models.
Folia Oeconomica Cracoviensia 2008-2009, 49-50: 109-143.

In the paper two particular Markov Switching Stochastic Volatility models (MSSV) are under
consideration: one with a switching intercept in the log-volatility equation, and the other —
with a regime-dependent autoregression parameter. While the former one is fairly common
in the literature (as a tool of taking account for regimes of different mean volatility level),
the latter has not been paid almost any attention so far. We note the fact, that state-varying
mean volatility may arise from switches in the intercept or in the autoregression parameter.
Hence, we aim to compare these two models in respect of goodness of fit to the data from
the Polish financial market, employing Bayesian techniques of estimation and model compa-
rison. Clear evidence of structural shifts in the volatility pattern is found. Two different re-
gimes of the economy are characterized in terms of the mean volatility level and the varian-
ce of volatility.
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1. INTRODUCTION

Recent years have witnessed a rapid increase in the interest in modelling time-
varying volatility of financial time series. Among the most popular tools de-
vised to capture some of its common features have been two parametric model
families: the ARCH processes, introduced by Engle (1982) (along with their
numerous extensions starting with GARCH process of Bollerslev, 1986), and
the stochastic volatility (SV) processes, of whose the main concept has been
presented by Clark (1973). Although in formally different ways, in both of the
above conditional variance equation is defined explicitly.

The underlying assumption of these constructions is homogeneity of the
modelled time series, which means exclusion of potential structural breaks
occurring in the analyzed period. It allows one to presume that the parameters
of interest remain constant over time. However, volatility clustering, a com-
mon phenomenon observed in stock returns series, may question this belief.
It is so due to some heuristic reasoning that less volatile periods alternating
with these of higher uncertainty may somehow correspond with structural
breaks occurring in the data. In view of potential heterogeneity of a certain
time series, models such as GARCH or SV are of too restrictive nature (Hwang
et al., 2004). Not being able to capture discrete shifts of states of the economy
may be the cause for these models to yield somewhat misleading results. For
instance, Granger and Hyung (1999) and Diebold and Inoue (2001) suggest
that structural breaks in the mean of volatility may be a source of volatility
persistence. It follows that a proper model should include an explicit mecha-
nism capable of accounting for possible regime changes. One of the most popular
in this respect is Markov switching (MS) mechanism introduced by Hamilton
(1989). What he suggested is an autoregressive process whose parameters are
subject to changes over time according to a latent homogeneous Markov chain.
Since then many studies have been undertaken to employ the idea of MS into
volatility models, mainly those of the GARCH family (see Bauwens et al., 2006,
among many).

The aim of the paper is Bayesian estimation and comparison (in terms of
goodness of fit to the data) three SV specifications: a non-switching basic sto-
chastic volatility (BSV) model and two Markov Switching SV (MSSV) models
(one with a regime-changing intercept and the other with a switching autore-
gression parameter in the volatility equation). The dataset comprises daily
observations on the 1-month Warsaw Interbank Offered Rate (WIBOR1M)
interest rates over the period from April 17, 2000 to April 7, 2008. Incidental
to the analysis of the regime-switching constructions is a search for potential
structural shifts occurring in the series and — if any are found — character-
ization of the identified states of the economy.

There are several reasons behind our research. Firstly, employing non-
switching models in view of potential structural breaks in the time series may
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lead to a model misspecification error. In this regard, switching specifications,
like the MSSV processes, may be of value as they account for discrete shifts in
the parameters. Secondly, we note that abrupt changes in the mean volatility
level, which is the reason widely cited in the literature for employing the MSSV
structures, may be attributed not only to the switching intercept but, alterna-
tively, to the regime-changing autoregression parameter in the volatility equa-
tion. Finally, neither the issue above nor the MSSV models with a switching
elasticity of volatility? are tackled in the literature known to the author3

As regards the current state of the literature on the MSSV models, in
a predominant part of the studies only two-state specifications with a switch-
ing intercept are concerned (Smith, 2000; Kalimipali and Susmel, 2001; Casarin,
2003; Shibata and Watanabe, 2005; Carvalho and Lopes, 2006). Three-state
models are analyzed in So et al. (1998) and Hwang et al. (2003, 2004). In terms
of the estimation tools the Bayesian approach prevails, with use of either stan-
dard MCMC procedures (the Gibbs sampler; So et al., 1998; Kalimipali and
Susmel, 2001, Shibata and Watanabe, 2005) or more recent (auxiliary) particle
filters (Casarin, 2003; Carvalho and Lopes, 2006). Some of the models feature
additional elements such as term structure (Smith, 2000; Kalimipali and Sus-
mel, 2001) and heavy-tailed distributions of the noise term in the observable
process (Casarin, 2003).

We conduct the analysis in the Bayesian setting, which allows fully prob-
abilistic inference on all the unknown quantities of the model as well as well-
founded model comparison. As opposed to the ‘classical’ (i.e. non-Bayesian)
tools, Bayesian methodology in the context of switching models (or, more
generally, mixture models) is found even more appealing. The latter stems
from the possibility of inference on the latent regimes unconditionally upon
the parameter estimates (see Gartner, 2007).

The remainder of the paper is organized as follows. In Section 2 we present
the models under consideration and selected regime characteristics, of which
use is made in the further parts. Bayesian estimation of the models and their
comparison are briefly discussed in Section 3, followed by an empirical illus-
tration of the presented methodology in Section 4. Finally, Section 5 concludes.

2 “Elasticity of volatility” is the term used by Smith (2000) with reference to the autoregression
parameter, ¢, in the log-volatility equation of a SV model given as: Inh, = 4 + plnh,; + on,. Assu-
ming 77, ~ iiD(0, 1) (i.e. each 7, is an independent and identically distributed random variable with
zero mean and unit variance) the third parameter, g, is a standard deviation of the innovation term
o1, and hence referred to as ‘volatility of volatility”.

? The only works in which the autoregression parameter is allowed to switch over the regimes
are of Hwang et al. (2003, 2004). However, not only the estimation approach employed in these
studies (Quasi-ML), but also the specification of the log-volatility equation is different than in our
work.
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2. SELECTED MARKOV SWITCHING SV (MSSV) MODELS

In this part the basics of selected MSSV processes are presented. We start with
the following definition of a general Markov Switching SV process.

Definition 1

A stochastic process4 {y;, te N U{0}} follows a two-state Markov Switching
Stochastic Volatility (MSSV) process if and only if for each te N U{0} the fol-
lowing assumptions hold:

Yr =€l ; (1)
Inh; = ug, + @, Inhy_y +0g 15 (2)

£

{[Tlt J te Nu {0}} ~ llN(z) (O(ZXI)/ [2);

t

{5;, te N U{0}} — a homogenous, ergodic and irreducible two-state Mar-
kov chain;

SreQ=1{12},

» . 2 . -
Pr(S; = 1Sy =i)=py, p;j €0, 1), _zlp,.j =1,4j=1,2
1=

The observable variable, y,, is defined as a product of a Gaussian white
noise and conditional standard deviation.?> Equation 2 defines the log-volatil-
ity which evolves over time according to a simple switching autoregressive
process. Since all of the parameters in the latter feature regime-changing prop-
erty, the definition may be viewed quite general, although further extensions
are possible (a heavy-tailed distribution for ¢, can be considered, for instance,
as in Casarin, 2003). The switching mechanism, represented by the family of
discrete random variables §,’s, is assumed to follow a simple two-state Markov
chain, in accordance with the idea proposed by Hamilton (1989). For the sake
of our study, ergodicity and irreducibility of the chain are assumed by restrict-
ing the transition probabilities, p;, to lay strictly within the unit interval.

One should note, that a basic stochastic volatility process (BSV), with the
log-volatility equation defined as:

Inh, = u + @lnhyy + on,,

* By N we denote the set of positive integers.

5 It is straightforward to show that — conditionally upon a cralgebra with respect to which #, is
measurable — the latter constitutes conditional variance of the process {y,}, i.e: Var(y,|F_,, 7, 5) =
h,, where F, | is the past information about the process {li;,t € N U {0}} up to the moment ¢-1.



113

may be viewed as a particular case of the general MSSV process once i, = i,
¢, = ¢, and o, = g, hold. However, the transition probabilities, P remain then
unidentified.

In our work two special cases of the general MSSV process are of particu-
lar interest: the one with a switching intercept and the other — with a regime-
dependent autoregression parameter. A concise discussion of both follows.®

21. MSSV model with a switching intercept, MSSV(u)

In this case Equation 2 collapses to:

Hp+elnh g +on, & S5 =1
Uy +@Inh 1 +0on, o S =2

Inhy = ps +olnhy_y +on, = { 3
For the sake of identifiability of the model we reparametrize the switching
parameter as (see So et al., 1998):

'US, =nt 7ZI(S¢ =2),

where % € R, %, < 0 and I(.) denotes the indicator function which takes one if
the condition in the parentheses is satisfied and zero otherwise. Such a repre-
sentation of the switching intercept results in inequality x, > u,. It may be
shown that the latter is equivalent to predetermining states ‘1’ and "2’ as ones
of high and low mean log-volatility level, respectively, that is:

Uy >, o E(lnh 1S, =1)>E(nh 1S, =2).

For the model in question we shall also assume covariance stationarity of
the log-volatility process following Equation 3, for which it is necessary and
sufficient” to guarantee that gl < 1.

22. MSSV model with a switching autoregression
parameter, MSSV (¢

In our study we note that discrete shifts in the mean volatility level may result
from not only a switching intercept, but — alternatively — a regime-changing
autoregression parameter. Hence, we consider a MSSV model with Equation
2 assuming the form:

Ink, = 4 + @gInhy, + o7, (4)

¢ For a comprehensive work on non-switching SV models we refer to Pajor (2003).
7 General results on second-order and strict stationarity of switching vector autoregression
processes may be found in Francq and Zakoian (2001).
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Fig. 1. Simulated path of a MSSV(¢) process (u = -2.5; ¢, = 0.2; p, = 0.5; 07 = 0.6132; p,, = 0.98;
P,, = 0.95) and the corresponding log-volatility and regime-switching processes

For the identifiability reasons we shall impose the inequality ¢, < ¢,. Once
formulas for conditional expectations E(Ink, 1S, = 1) (i = 1, 2) are available (see
the following subsection), it is easily shown that:

p<0 = [py<9, e Elnk 1S, =1)>E(nk 1S, =2)]
and
>0 = [p<p, & E(nk 1S, =1)<E(nk IS, =2)],

which indicates different mean volatility levels in each of the regimes.
Further, we assume covariance stationarity of the log-volatility process
following Equation 4. The relevant (necessary and sulfficient) condition is giv-
en by the set of inequalities:®
Ry <1
{RZ < 2,

2 2 2
Ry = p11@ + o3 +(1—p1y —pan)ote3,

where:

2 2
Ry =pnoi +pne;-

8 The condition is also valid for the general case, in which all the three volatility parameters are
allowed regime shifts (see Francq and Zakoian, 2001). One should note that the condition is some-
what contrary to an initial ‘intuition’ according to which it should be ‘enough’ to assume that
lgl <1 and |@| < 1. The latter constitutes neither a necessary nor a sufficient condition for
second-order stationarity of a two-state switching first-order autoregression (ibid.).
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Figure 1 depicts a simulated path of a certain MSSV(g) process and ‘the
corresponding regime-switching and (stationary) log-volatility processes. The
latter displays evident shifts in the mean level (according to the switching
mechanism), which manifest themselves in the form of volatility clustering.

'23. Selected regime characteristics

While allowing different states of the economy, it is natural to characterize the
regimes in some systematic way. In our work we do so by calculating selected
regime-specific characteristics both of the log-volatility process and the switching
mechanism as well, including: .

— state-conditional mean log-volatlhty level N

El = E(lnht lSt = 1) = :ul(l (p2p22) +.u2(Pl(1 Pll)
1010 -(P2P22(1 1) —@e1p11(1- ‘Pz)

E?_EE(Inh,‘lSt ~2) = — 12 (1= @1pry) + 195 (1 - Pzz)
1-01907 —~@app(1- 1) - <P1P11(1 <P2)

— state- condmonal variance of the log- volatlhty process

V, = Var(lnk, 1§y =i) = E(n? by 15, =i)-E} fori=1,2,

where: - . . .
N o9 2
E(1n2 B1s, = 1) d1(1 ‘Pszz) + dz‘ﬁl A-pn)
1-ofpy "fP2P22 +fP1 3 (-1 *Pu +P22)
E(lnz By 1S, = 2)= (-0 P11)+d1<02 ) ,
S 1-0fp11 = 03P + 0103 (<14 p1y +p2)
and '

di = uf +2u0,E(nh,_ 1S, =i)+o?  fori=1,2,

E(lﬂht_’l‘ St = l) = ZIP],E(lnhtl S[ = ]) i
B " : ]=
- with p; = Pr(S;_; =i 1S, =) being the inverse transition probabilities;'®

i Fltst- and second-order state-conditional moments of the log-volatility process have been
. obtained for the general case (that is the one in which-all three parameters are regime-changing)
~:under-assumption of covariance statlonarlty of that process and based on’ the results of Nielsen
and Olesen (2000). ‘
® In the case of a two-state Markov cham the inverse transition probablhtxes defined as
p}; =Pr(S,_ =ilS, = j) are easily shown to equal the ordinary transition probab111t1es, p, =Pr(S, =
NS = ).
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— ergodlc probab1ht1es

m —Pr(St =1)= _1_1_’_22___
2-pn —P22

7y =Pr(S, —2)—1——7r1,

— expected duration!? of state ‘i’ (once the system has switched to that state;
see Hamilton, 1989): ' :

Dur; = fori=1, 2.

Pii

3. BAYESIAN ESTIMATION AND COMPARISON
OF THE MSSV MODELS”

Estimation: of the MSSV models is not trivial: Handling the maximum likeli-
hood procedure is riddled with serious numerical obstacles due to the pres-
ence of (as much as) two latent processes underlying the observable process:
the conditional volatilities, h/s, and the states, S,'s. In our work we resort to
Bayesian methodology, Wthh prevails in the MSSV literature.’* Although new
methods — based on the (auxiliary) particle filters — have been developed of
recent,’® we employ the already ‘classical’ MCMC procedures: the Gibbs sam-
pler and the Metropohs-Hastmgs algorlthm to simulate from the joint poste-
rior distribution of all the unknown quantities of the model.

Let y = (yy, Y5 - yp)' denote the modelled time series, vector h = (h,
h,, ... T) be:the series of the latent conditional volatilities and vector
S = (Sl, or wer Sq) — the unobserved Markov chain. We define the parameter
vector as 0= (,5 02, Py1 Pr) With 02, Pu and p,, being the parameters common
to both MSSV models, and B comprising the model-specific parameters:

={(Y1,72,<p) for MSSV(u)
(1,01,0,) for MSSV(p)’

Further, we employ the data-augmentation technique introduced by Tan-
ner and Wong (1987), within which all the unknown quantities of the model

" Ergodic probabilities calculated for an ergodic Markov chain tell us approximately for how
long (in-terms of a part of the analyzed time series) the chain remains in each of its states. In the
study we assume that p; € (0,1) for i = 1, 2, which ensures ergodicity of the switching process.

12 Expected duration-of a certain regime is calculated conditionally upon being in that state.

3 In the paper we discuss only the estimation of the switching SV models. For a detailed
description of the Bayesian estimation of simple SV constructions we refer to Pajor (2003).

¥ For the relevant references see Section 1.

1> Ditto.
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are treated as random variables subject to estimation and taking‘values in the
common space:

—(9’ K, S’)eQ @xHxQ

where e @c RS, h eHcRT S EQTandQ {1, }
The joint posterior distribution of @ is factorized as:16-

p(6,1,S13) < p(y | k) p(h1S, e)p(Sl@)p(@) SR

which reveals its hierarchical structure. Individual components of (5) are pre-
sented in the Append1x Here, we focus on the | prior structure of the param-
eters, for (almost) all of Wthh mutual mdependence is assumed

(6= {p(ﬁ)p(c )P(P)P(P) for MSSV(u),
p(B lp“,pzz)p(c )p(p..)p(pn) for MSSV (9). -

Condttlonmg on the transmon probabilities in p(ﬁl Pi 2%} for the model
with a switching autoregression parameter stems from.imposing prior restric-
tions of covariance statlonanty of the underlymg log-volatlhty process (see
Section 2.2).

-In the study we choose fa1r1y dlffuse priors, 1ett1ng the poster1or results
arise mainly from the information contained in the data: More spec1f1cally, we
" have: :
‘ 1. prior distributions for the parameters common to both MSSV models 117

- p(dz) = fig(6®1vy, vy), v, =1, v, = 200;
;) = felp;la, b),a,=b,=1,for i =1,2;

~where fy(p;la, b) denotes the density function of a Beta-distributed random

variable, Pii with the shape and scale parameters equal g, and bz, respectively;

. 2. prior distribution for g: - o : ,
— for the MSS5V(x) model:

PB) = AOB1 By A, < OI(1 9l < 1), By = 0, Ay = 0,01 - I,

where f k)(,B | By Ap™) denotes the density function of a normally distributed
k-varxate random variable, B, with the mean vector and the precision matrix
equal g, and A, respectively;

' % The analysis is conducted conditionally on h, = 1, dependence on which is omitted in the
notation.
7 We parametrize the density of the inverse gamma distribution as:

v 1
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—for the MSSV(p) model:. .
p(B1pyy, Pr) = f (3)(/3!,60, A;DIR, < O)I(R, < 0), By = 05, Ag = 001 - I

As regards prior distributions for the parameters of the BSV model we
follow the structure employed in Pa]or (2003) namely

—p(a) —fxc(G lvl,v) 7’1 =10,= 200;
—pl o) = fN (ﬂquO(z,d), (gl < 1), Ay = 001 - I

‘ The pnor structure presented above prov1des very convement (in terms of
the ‘sampling method) conditional posterior distributions of the model param-
eters.!® The latter are employed to construct a hybrid chain within the MCMC
procedure, through which a N-sized sample from the joint posterior distribu- 3

tion is obtained, {(D“”}_M L

sampling algorithm, of Wthh the first M cycles are discarded, and @@ signi-
fies the otitcome on @ from the g-th step. Once the algorithm is complete, it
is- straightforward to obtain also a sample of any measurable function of ‘@, -
such'as regime characteristics, in particular. ' : : 3
- In order to allow Bayesian model comparison, the marginal likelihood for‘
each’of the estimated models needs to be evaluated. In our work we resort to
the procedure-introduced by Newton and.Raftery (1994), in which the quan-
tity of interest is estimated as: ,

where g denotes the number of the cycle of the

: ‘ v
M+N

T L W
9=M+1p(y | oy, M;)

where "(y | M)) is the estimator of the marginal likelihood in the i-th model, M.

Desplte its lamentable numerical instability, the method proved satisfactory in

our applications. Finally, to compare the models pair-wise use is made of Bayes

factors, B defined as:

o Py M)
g ply |Mj)

18 Full details on the posterior structure of all the estimated quantities are found in the Ap-
pendix.
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4. EMPIRICAL STUDY
~4.1. Data de‘s_'eripti‘onv

The methodology presented above is 1llustrated with an’ empirical study in
which data from the Polish financial ‘market is analyzed. More spec1f1cally, we
consider a series of daily quotations of the 1-month Warsaw Interbank’ Offered
Rate (WIBOR1M) interest rates over the period from April 17, 2000 to April
7, 2008 (which makes the total of 2002 observations). The series is plotted in
Figure 2.

WIBQRjM vimeres‘t’ rates (2000.04.17-2008.04.07) :

20 Jy
w%
15 W |

¥

10

i /
I

2003.05.15 |

$2003.08.22 |
{1 - k ‘

T

2000.04.17 ©
2000.07.24 |
2001.05.29 |
2001.09.07 |
2001.12.17
2002.03.28 |
2002.07.10
20024048 |
2003.01.31
2003.12.02 |
2004.03.15 |
2004.06.24 |
2004.00.30 |
2005.01.10 |
2008.04.19
2005.07.28
2005.11.09
2006.02.20
2006.06.01
2006.09.11°
2006.12.10 |
2007.04.04 |
2007.07.17 |
2007.10.26
2008.02.08

2000.11.02 |
2001.02.13 |

Fig. 2. The series of WIBOR1M interest rates, w,

. We calculate the daily log-returns, r,’s, on the WIBORIM interest rates,
defined as:

= 100In(w,/w, ,),

where w, denotes the pr1ce of | the instrument at time t The series of r/s is
presented in-Figure 3."

Log-returns on WILBOR1M (2000.04.18-2008.04. 07)
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Fig. 3. Daily log-returns, r, on the WIBORIM (April 18, 2000-April 7; 2008)
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Further, we apply a simple linear filter — a first-order autoregressive model
— to the data as to account for possibly. non-zero conditional mean of the data
generating process.” Henceforth, the analysis is conducted for the resulting
series of. AR(l)-remdualszo (see Fig. 4), denoted as y, with t = 1, 2, ..., T = 2000.
The latter. dlsplay features commonly found in financial data, 1nclud1ng vola-
t1hty clustermg, hlgh value of the emplrlcal kurtosis coeff1c1ent (see Tab..1), no

AR(1) reSIduals for WILBOR1M (2000 04 19—2008 04. 07)
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DescfiptiVe‘statistics for AR(1)-residuals for WIBORIM

g. 4. The AR(1)-residuals for the daily log-returns on the WIBORIM

Table 1

Min Max Mean |‘Stand. deviation

Asymmetry Kurtosis ARCH(2) effect

2_
72629 | 65844 | 0.0000 | © 0.8394 04339 | 185818 | IR’ =177.1391
{ (p-value = 0.0000)
14 -
12
1.0 -
08 :
0.6 .
04 /_” 17273747876 778910 11 121314 15
0.2 lag
0 e ez ACHy) e ACF(yA2)
8 8 u°'> 8 u'°> 8 u'°> 8 u'°> uo> 8 uoa v = t2 SIA EIT e « = -2 5td €IT
5885 805 dE N5
'T (? ' T of‘:» <\‘| - O -~ &N m v ©

Fxg 5. Empmcal distribution of the series {yt, t= 1, 2

used

iy T} with fitted nofmal density (left)

and the autocorrelation function of the series and its square (right)

15 Estimation of the AR(1) model for the series of the log-retums, 7/s, yields the results:

r, = -0.0464 + 0.15377,  + ”t
(0.0188) -

™ An altematlve approach is to simulate the parameters of the conditional mean modelled
w1th an AR(l) process from their conditional posterior distributions. However, we expect that au-
tocorrelations in the log-returns have little 1mpact on the volatility and, hence, adopt the method

by So et al., 1998.

* (0.0221)
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significant autocorrelations in the original series, yet strong auto-dependen—
cies in the squared series (see Fig. 5). Additionally, left asymmetry in the
empirical distribution of the re51duals is found (see ‘Tab. 1).

42. Results for the Basic SV 'model-

For the estlmatlon of the BSV model we employed the Glbbs sampler com-
bined with the Metropolis-Hastings step for sampling the latent conditional
volatilities, h,’s, as done in Pajor (2003). The first M = 500, 000 burnt-m itera-
tions are dlscarded and the subsequent N = 1,500,000 iterations are regarded
as a simulated sample from the joint posterior density.

Table 2 contains posterior means and standard deviations of the model
parameters. One notes the posterior mean of the autoregression parameter, ¢,
being fairly close to unit. It is a common finding in the SV literature (see Pajor,
2003, among many), indicating evident persistence in the conditional volatility
process. Despite prior independency between the parameters we observe strong
posterior correlations (see Tab. 3). The latter may arise as a result of ’stabili-
zation’ of the unconditional characterlstlcs of the Volatrhty process, such as
mean and variance. :

o ‘ Table 2
Posterior means and standard deviations (in parentheses) of the BSV parameters
u o o’
-0.3384 0.8269 1.1053
(0.0508) - (0.0215) (0.1285)
Table 3

Posterior correlation matrix of the BSV parameters

M H 4 . ,‘72!,;-‘:'

U 1 | 08753 | -065%0 -
10 | =07185:

o? | T

“In Frgure 6 the margmal pr1or and posterror drstrrbutrons of the BSV
parameters along with the plots of their ergodic means (against the number of
cycles) are depicted. The results of posterior densities being of regular shapes
and fast convergence of the ergodic means convergence to their posterior
counterparts remain consistent with Pajor (2003).
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43. Results for the MSSV (g) model

To estimate the model we employ the sampling algorithm presented in the Ap-
pendix.! The first M = 2,000,000 burn-in iterations are discarded and the sub-
sequent N = 1,500,000 iterations constitute a simulated sample from the joint
posterior density: :

As it can be gathered from the posterlor means of the transition probabil-
ities located very close to unit (see Tab. 4), the switching mechanism manifests
strong persistence. Once a certain state is achieved, little is the probability of
a switch to the alternative regime. Furthermore, one notes significantly neg-
ative posterior mean of 7,, which provides compelling evidence of discrete
shifts in the value of the intercept. As compared with the results for the BSV
model, the mean posterior of the elasticity of volatility is ' markedly lower. It
is the most common-finding: cited in the MSSV literature, where it is argued
that structural shifts unaccounted for by standard:SV ‘models may:imply spu-
riously high persistence in the volatility process. However, we would not jump
to such conclusions, unless the true autocorrelation functions of the log-vola-
tility process in the BSV and MSSV. model are surveyed.? One may presume,
that the very same ‘spuriously’ high volatility persistence implied by the non-
switching SV specification may be captured by the switching counterpart, yet
in a different manner (resultmg, for instance, in the close-to-unit mean poste--
rior probabilities p;, i = 1, 2). The issue mer1ts further research.

Table 4
Posterior means and standard deviations of the parameters of model M,
P Do "o e - o .. o?
0.9960 0.9964 -0.2753 -0.7292 0.6658 -+ 1.3594
(0.0027) | (0.0026) | (0.0647) (0.1051) (0.0360) | (0.1437)

A According to the posterior correlation matrix of the parameters (see Tab. 5),
- prior assumption of their mutual independence seems to be overruled by the

data. In our belief, the non-zero posterior correlation coefficients may arise

‘ __from ‘stabilization” of the regime characteristics as well as the uncond1t10nal
,moments of the log-volat1l1ty process. :

RS We note that the minimum acceptance rate while sampling ks via the M-H algorlthm
 amounted to approximately 60%, which is found much satisfying.

2 For the purpose of comparison of volatility persistence implied by the BSV and both MSSV
models, we averaged posterior empirical autocorrelation function (ACF) coefficients (lags: 1.to 15)
 for the sampled series of Ink,’s . The results appear not to reject the individual hypotheses of equal

mean ACF coefficients across different models, therefore advocating the conjecture to follow in the

. main text.
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SRR : o Table 5

Posterior correlation matrix of the parameters of model M,

Tt
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.- Marginal posterior densities-of. the transition probabilities p, concentrate
tightly on the left of unit (see'Fig. 7), which indicates that the analyzed dataset
is very 1nformat1ve with regard to the sw1tch1ng mechanism. Posterlor dlstn-
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Fig. 7. Marginal prior (solid line) and posterior distributions of the transition probabxhtles
in model M,
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butions of the remaining parameters are clearly unimodal and cluster (with
slight asymmetries) around their means (see Fig. 8). Prior covariance station-
arity of the log-volatility process is not rejected by the data, as the posterior

density of the autoregression parameter, @, clusters away on the left of unit.
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F1g 8. Marginal prior (solid line) and posterlor distributions of the log-volatlhty parameters
m model M,

A somewhat unstable behaviour of the ergodic means of the parameters
- (except for the transition probablhtles) may raise concerns as regards conver-
“gence of the MCMC procedure (see Fig. 9). However, one should note rather
negligible magnitude of the visible fluctuations.
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44. Results for the MSSV(¢) model
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As in the previous case, the quantltles of interest are sampled within the MCMC
procedure presented in the Appendix.? The first M = 2,000,000 burn-in iter-
ations are discarded and the subsequent N = 1,500,000 iterations constitute

a simulated sample from the joint posterior density.

As far as the switching mechanism is concerned, similar (to the previous
model) results are obtained: Posterior means .of the probabilities p,, are very

‘ Table 6
Posterior means and standard deviations of the parameters Qf model M,
Pn P22 M (4 (23 o
. 09939 0.9961 04511 0.5465 0.8201 1.2485
(0.0046) (0.0026) (0.0642) (0.0869) (0.0233) (0.1375) .

close to unit, implying high persistence in the latent Markov chain (see Tab. 6).
Moreover, the posterior means of the switching parameter differ substantially
across the two regimes. It follows that switches between two genuinely- dis-

Table 7

Posterior correlation matrix of the parameters of model M,

Ms pn p22 M A 7% s

pu - 1 - 0.4241 ~0.0631- - | 03608 | 01015+ | .0.0225
P2 1 0.0970 00765 | 0.0071" .| =0.0020
'y 1 04967 . | .08355: | 06405 .
o 1 705678 | -03328" .
o 1| -06360 -
o 1

- ® The minimum acceptance rate while sampling 4,'s via the M-H algorithm, amounted to
approximately 60%.
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Flg 10. Margmal prior (blue solid line) and posterior distributions of the transition probabilities
in model M,

tinct states of the economy do occur in the modelled time series. Again, the
posterior correlations between the parameters appear to reject their prior
independence, a reason for which is beheved to be the same as in the model
with a regime-changing intercept.

‘Marginal posterior densities of the transition probabilities: resemble much
'those obtained for the MSSV() model. Apart from a strong left asymmetry of
parameter @,, no’ other irregularities are found in the posterior distributions
of the parameters (see Fig. 11).
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The behaviour of the ergodic means seems to raise no concerns with re-
gard to the convergence of the MCMC algorithm (see Fig. 12).

To analyze the validity of the prior constraints for second-order station-
arity. of the log-volatility process is a more demanding task than in the previ-
‘ous cases. Therefore, we present Figure 13, plotting the values of R, and R,,
which are required to satisfy the inequalities: R; < 1 and R, <2 (see Sectlon 2 2)
We note that only the dark area in the figure represents the set of pairs (R,,
R,) that guarantee stationarity of the log-volatility process.?* Within the region
'two-dlmens1ona1 contours of the posterior density of random vector (R, R,)
are plotted. Desplte the location of the latter close to the stationarity border,
the data appears rather not to reject the prior stationarity restrictions.

% The stationarity region has been obtained by simulation and therefore displays slight inac-
curacies.
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45. Regime wcharacteri'stics.

Both regime-switching SV specifications imply existence of two distinguish-
able states of the economy. It is evident even more in Flgure 14, depicting
averaged posterlor probab111t1es25 Pr(S =11ly) in each of the two models along
with the modelled time series and the averaged postenor log-volat111t1es, Inh,’s,
~ extracted from model M, 2 Unit-close values of the 1-state mean probablhtles
' clearly correspond with the period. of relatively hlgher volat111ty of the daily
WIBORIM interest rates (from about Apr11 2001 to September 2004) Most of
the't remaining part of the sample perlod is definitely labelled as state ‘2. There
is a rather short sub-period, however, lasting from March, 2005 to September
‘ 2005 that cannot be ascrlbed to any of the regimes unamblguously It may the

5 Mea‘n,vposterior probabilities of state gy have been obtained as:

Px(S, —lly)—NZI(S(")—l) t=1,2 .., T

g=M+1 |

... % The series of the averaged posterior.Ink/’s only from model M, is presented as it coincides
+ . quite much with the ones obtained from other ‘spec1f1cat10ns, ie. M, and M,
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B

case that yet another state (ie. the one representing a medlum volatility level)\
should be introduced to the model, yielding ‘a-three-state MSSV specification.
Posterior means of the regime characteristics (see Tab. 8) indicate that the

models differentiate the two regimes in terms of either only the mean log-

volatility level (model M,) or, additionally, in terms of the state-dependent

variances of the log-volatility process (model M;), with the low-volatility state

"2’ featuring relatively increased ‘variability of Volatlhty One should note that

what characterizes the expected durations of each of the states is consxderable

d1sper51on (in’ terms of the standard dev1at10n) in their posterior densities
featuring very long and heavy rlght tails (see Fig. 16). On average, the expect- -
ed time of the Markov chain remaining in a particular state (once it has been
achleved) dlffers from its posterlor mean by about 805 to 5251 weekdays (see
Tab. 8). As regards the ergodlc probablhtles, it is noticed that their posterior
densities, though of a regular shape, are fairly diffused over the unit interval,
therefore precludmg precise inference on approxrmately how long27 the chain
remains in a particular state.?? On the other hand, posterior distributions of the
remaining regime characteristics (i.e. state-dependent log-volatility means and
variances) evidently cluster around their posterior means, although slight
asymmetries in their profiles may be observed (see Fig. 17 and 18).

¥ In terms of a part of the entire period over which the data is analyzed.
% We draw attention to the fact, that such an interpretation of the ergodic probabilities of a Mar-
kov chain is valid once the chain has converged to its stationary (ergodic, invariant) distribution.-
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Table 8

Posterior means and standard deviations (in parentheses) of selected regime charactenshcs
in model M, and M,

Regime characteristics
Model - " -
b5 T2 Durl\ Dury E1 E» Vi Vg
M 04736 | 05264 | 467.60 | 555.61 | —08396 | —29871 | 24658 | 24643
IMSSV(A] | (0.1873) | (0.1873) | (1149.07) | (5251.38) | (0.1639) | (0.1615) | (0.1967) |.(0.1964)
Ms 04104 | 05896 | 33752 | 48460 | -1.0254 | —24847.| 18301 | 3.8422
IMSSV()] | (01799) | (0.1799) | (80524) | (979.22) | (0.1600) | (0:1959) | (02428) | (0.3792)
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log-volatility means in model M,
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- Fig. 18. Marginal prior (solid line) and posterior distributions of state—condltlonal
log-volatility variances in model M, and M, ,
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4.6, Bayesian model comparison

In Table 9 we present selected quantities (obtained via the Newton—Raftery
procedure) allowing Bayesian comparison of the analyzed models in respect
of their fit to the data. It is seen that both switching SV spec1f1cat10ns are strongly
preferred over the basm stochastic volatility model. Posterior probablhty29 of

Table 9

Logs of the margmal hkehhoods along with the posterior model probablhtles and logs :
. Lk of Bayes factors against model M, ;

' Number A
M . .
Mode} of parameters | log,, (¥ | M) Pr(M; | y) log1o Ba Rank
M; (BSV) 3 . 4408213 . | 6.215E-16 0 3
M; [MSSV ()] 6 _425.6148 0.999997 15.2066 1
Ms[MSSV(p)] | 6 ~431.0917 0.000003 9.7296 2
-380.00 ™1 lﬁyl-v‘rl‘rﬁl SN SN S RO B S I Rt B R N S B M S S E S
-390.00
~400.00 ‘ S \
. L,
~410.00 -
42000 }— - Tt = -
. Lo o e e o e e e o e —
B
-440.00 a
~450.00 -
8 83838333 s 538888383833 383 38
~log ply|M(1)] = — —log ply|M2)] - - - log Ply|M3)]

Fig. 19.;L04gs of the rharéinal hkelihoods of the models égainst the number of cycles

? Posterior model probabllltles, Pr(M Ir y), have been obtamed under equal prior probabilities
of the models, i.e. Pr(M)) = 1/3. .
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the model with a switching intercept is as much as about 10 times' the pos-
terior chances of the BSV model, and about 10° times the chances of the other
switching model: These are compelling arguments’ agamst the homogenelty
(i.e. the lack of structural shifts) of the modelled time ‘series.

~'Nevertheless, the results-may be considered somewhat dubious in view
of the notorious instability of the Newton-Raftery algorithm. Therefore, the
logs of the' marginal likelihood in each of the models and selected Bayes fac-
tors are plotted against the number of MCMC iterations (see Fig.'19 and 20).
We observe relative stabilization of these quantities only after about 650,000
cycles. More importantly, however, the ranking of the models remalns VISIbly
unchanged throughout (see Fig. 19) <
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Fig. 20. Logs of Bayes factors against the number of cycles

5. CONCLUSIONS

In the paper two special cases of a general Markov sw1tch1ng SV model are
under consideration. One of them allows discrete shifts only in the. intercept,
“ whereas the other — in the autoregression parameter of the latent log-vola-
tility process. Both constructions are capable of accounting for sudden changes
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in the mean volatility level. Hence, we aim to compare these two spec1f1cat1ons
in respect of .goodness:of their fit to the data... . : q
.- The.results of the Bayesian analysis of both switching models as Well as
a basic SV model provides compelling evidence against homogeneity of the
series. of the-AR(1)-residuals for.the daily WIBORIM interest rates, as evident
superiority. of the switching models over the BSV construction is observed.
Among them the one that features a; reglme-changmg intercept is undoubtedly
preferred the most. ' « :
- The two regimes are d1stmguxshable in terms of exther only the mean log-
volatility level (in the model with a switching intercept) or, additionally, the
state-dependent variances of the log-volatility process (while the autoregres-
sion parameter is allowed regime-changing). '
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APPENDIX

Under the notation established in Section 3, the ]omt posterxor dlstrlbutlon of
all the unknown quantities of the MSSV ‘model is decomposed as:

p(@.h,51y) = p(y | N)p(h15,6)p(S16)p(6),

Ind1v1dual components of the above factorization presents themselves as
follows

— ylh) an(yf‘O hy),

where: f\(y,10, h,) denotes the density function of é‘hormally distributed ran-
dom variable y, with mean and variance equal zero and h,, respectively;

T
— p(hlS,0)= Hfm(h, I'm,,c?),
t=1

where: f; (1, Im, 0?) denotes the density function of a log-normally distrib-
uted random variable &, with the scale parameter equal o2 and the location
parameter equal m, gwen as:
~{Hg +olnh,_, for MSSV (u)
"= u+ogInh_, for MSSV (p)°

— P(S16)= p(S,)p(S16) = (S TS 15,i6),

where p(S;) denotes the probability distribution of a discrete random variable
Sy In the study the latter does not constitute a quantity of interest, although
it is straightforward to accommodate the sampling algorithm so that inference
on S, is available.

Under the prior structure presented in Section 3, the following conditional
posterior distributions are obtained:

- p(piile_‘,ii,h,s,y)sz ii'n:Ib;)' fori=1,2,

where
B *
a =a +n,, b =b +n,,
* *
ay =0, +ny, by =b, +n,,

and

: T
ny = 1S, = DI(S, = j);
t=2
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— plo? l6_.,h,S,y)= f,c(0'2 lV;/V;);V

where ,

T 1< 1T
Vi==+v, v,=|=>(nh -m) +—| ;
17 2 V1s 2 [2;( t f) 02]

B0 5 ) <3)(ﬂlﬁ Ay, <0)I(1lpk1) for MSSV (1)
At RI(Y B o*A )I(R <DIR, <2) for MSSV (p)’

where

B. = AMo?A,By + W' Inh), A. =074, FWW, k= (lnhl lnhz, ,lnh,r),'

and ' '

1 .1(5,=2) Ink,

1 15,=2) 1 o

W= (2. VIR o Mssv (),

1 1(5,=2) lnhT :

1 I(Sl=1)lnh0 1(5 =2)Ink,

w=|} I(Sf})l“h“’. 1(52‘:2.)1“}5 for MSSV (¢);

L1 15, =/1.) Inf, IS =2)Inky.,

p(h,lG,h_,,AS,y)och}sexp(‘ y, )exp(—z——-(lnh w) ]

2h,
where
- for the MSSV(x) model:
v Y LI +o( +Inh
: fOl‘ t=1,2,.., T—]. Etz =ig_2’ w, = /.l (P.us +? l(p( nht+1 nn,_ 1>’
- "'(0
v for t=T: | 67? =07 Wr =ﬂs,5+§0h?1hh7j—'1’( ‘
: _for the MSSV(go) model B '
o fort=1,2,.. T—l: 5-‘i : o’ .U(l <Ps )+¢s lnh, 1+‘Ps 1 hm,
B ) ’ ‘/. T t‘;‘, 1+¢52H1 I f | e V v N .; 1+¢S(ﬂ - § ’

fort=T: o7 =02 =1 +go$T Inhy,.
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With regard to the conditional posterior distribution of vector 5 we only
note here that it can be decomposed as:

p(S16,h,y)=p(S:16,h, y)HP(S 15,01,0, 1, ")

t=1
where y' and . denotes the history of the observable process and the voIatlhty
process, respectively, up to moment t. The idea has been suggested by Carter
and Kohn (1994) and it is there that we refer for ‘further details.

The MCMC sam-p‘l'ing procedure

A full single cycle of thee MCMC ‘algorithm requires sampling each quantity of
interest from its conditional posterior distribution. We employ the Gibbs pro-
cedure to sample the model parameters and vector S. For sampling the con-
ditional volatilities, h,’s, we adapt the Metropolis-Hastings algorithm used by
Pajor (2003) in the case of non-switching SV models.

Let denote o @ the outcome on & from the g-th iteration3® (g=1,2,.., M,
M+1, .., M + N), and w_, — a vector consisting of the elements of @ without
its component ¢. Under this notation, a single full step of the sampling scheme -
proceeds as follows: ‘

Step 1: sample S"”) from p(S 167, h?,59, 1)
Note: For a detailed description of the algorithm of samphng from
p(S16 h,y) — see Carter and Kohn (1994);

Step 2: sample p7* Y fromp(p, 169 ,h®, 54, y), i =1, 2;

Step 3: sample BU* from p(B (o)™, pl4?, pitV, H®, 50D, yy;
Step 3* — only for the MSSV(¢) model31 (permututzon sampler; see
Fruhw1rth Schnatter, 2001):

- if oD < 1Y is violated, then:3

% For q = 0 we obtain. the set of starting values of the algorlthm

3 A note should be made here on sampling the model-specific parameters, f, when conside-
ring the MSSV(¢) model, i.e. Step 3* in the sampling scheme. In Section 2.2 the indentifiability con-
straint ¢, < @, is imposed. To guarantee that the restriction holds an additional step, called the
permutation sampler (see Frithwirth-Schnatter, 2001), is introduced to the Gibbs procedure. Once
a new fJhas been sampled from its full conditional posterior distribution, we check whether the
inequality 9 <e is violated. If so, the subscripts ‘1’ and "2’ are simply-interchanged.so that the
restriction is valid again. Since prior to sampling 3 all the state variables, §,'s, and the transition
probabllmes are generated, they must be ‘updated’ (if (ol ‘and g, required sw1tch1ng) that is all the
ones and twos in vector.S as well as the subscripts of the probabilities p; need to be interchanged.
Relevant assumptions, theorems and proofs of the validity of such an algorithm are found in
Frithwirth-Schnatter (2001).

% By ":=" we denote the substitution operator.
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A = gD D = D (50 that ™! < {1 is guaranteed),

S0 = 31 — §9*D where 1,'=(1, 1, ..., Diry #

1 — 1 . L R
pt =piil o fori, j=1,2

StEP 4: sample (O.Z)flﬂ) from p(o.z le_(_:;;l)’h(tl)’s(qﬂ)’y);
Step 5: (the Metropolis-Hastings step): sample each 47*V from
p(h, 'e(qmrh((;’:ﬂ;)fh((;’llzr)rs(qmry): where Ry = (g, hypys o 1)

with s € ¢
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The paper presents general local level model with stochastic volatility, recently proposed
for U.S. inflation by Stock and Watson. The' main purpose is to present and compare other
local level model specifications, especially with Normal GARCH and Student-t GARCH di-
sturbances. The paper is a full Bayesian analysis and concerns inflation in Poland during 1992~
2007. The model selection and posterlor estimates provide strong evidence in favor of a model
with heavy-talled disturbances in the core component, and the transitory component. Also,
after the system transformations in the early 90’s, the volatility of the dlsturbances driving
both components have ‘been substantially decreasing over time.
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1. WSTEP

‘ Kazdy poziom 1nflaq1 ma wp}yw na procesy gospodarcze i spo}eczne Wiele
_ instytucji — rzadowych, bankowych, finansowych, a takze prywatni inwesto-
rzy potrzebuja wiarygodnego modelu inflacji aby méc przewidzieé: prawdzi-
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wa warto$¢ bogactwa, dochodu oraz stopy zwrotu. Dlatego tez tak wazne sa
badania majace na celu poprawne opisanie i prognozowanie tego zjawiska.

Problem modelowania inflacji jest znany od dawna zaréwno w literaturze
polskiej, jak i zagranicznej. Najnowszy przeglad w jezyku polskim tego typu
literatury, gtéwnie pod katem analizy kointegracyjnej, przedstawia M. Majste-
rek (2008).

W artykule przedstawiono nowe narzedzia stuzace do modelowania i pro-
gnozowania inflacji, mianowicie modele ze zmieniajacymi si¢ losowo w czasie
parametrami.-Modele te-moga stanowic¢ ciekawg alternatywe w-stosunku: do
znanych i szeroko stosowanych modeh strukturalnych (np. Welfe, 2000). W nie-
dawnym raporcie dotyczacym 1nf1ac]1 w krajach G-7 Cecchetti, Hooper, Ka- -
- sman, Schoenholtz i Watson (2007) wykazali, Ze w ciagu ostatnich 50 lat war-
toé¢ wsp6lezynnika autoregresji w modelu AR(1) dla szeregu inflacji zmieniata
sie znaczaco w zakresie od [-0,5 do 0]. Badania o podobnej tematyce podjeli
wezesniej Koop i Potter (2001), ktérzy rozwazali model autoregresyjny z pa-
rametrami generowanymi przez proces blgdzenia przypadkowego dla kwar-
talnych danych amerykariskiego wskaznika CPI (ang. Consumer Price Index).
Przewaga tego modelu nad klasami konkurencyjnymi, w tym przypadku linio-
wym i progowym modelem autoregresyjnym, byla tak duza, ze model ten
uzyskal prawdopodobieristwo a posteriori bliskie jeden!. Co wigcej, w-obszer-
nej analizach przeprowadzonych przez Stocka i Watsona (2007, 2008), ktére -
réwniez dotyczyly inflacji w Stanach Zjednoczonych, zaden z modeli jedno-
réwnaniowych, nie uzyskat dokladniejszej prognozy niz ich model?. Rozwaza-
ne przez nich konkurencyjne modele to zaréwno typowe modele szeregéw
czasowych ARIMA, jak réwniez modele oparte na krzywej Philipsa wraz
z najnowszymi modyfikacjami. oraz. modele wykorzystujace koncepcje stopy
bezrobocia nie powodujacej przyspieszania inflacji — NAIRU. Przedstawiane
w artykule modele inflacji sa konstrikcjami formalnyml ktére nie stawiajg sobie
za gléwny cel prawidlowe zdefiniowanie jej przyczyn. Gléwny nacisk polozo-
no na opis jej dynamiki i glebsze wnikniecie w jej wewnetrzna strukture..

Rozpatrywane modele nawigzujg do najnowszej literatury $wiatowej, do-
tyczacej wykorzystania modeli z losowymi parametrami w analizie inflacji.
O nowatorstwie prezentowanych w tym artykule tematyki moze $wiadczyd,
oprécz wspomruane] wezesniej literatury, réwniez niepublikowany jeszcze ar-
tykut Grassiego'i Proiettiego (2008), w ktérym autorzy podejmuja konkuren-
cyjny, w stosunku do prezentowanego artykutu, kierunek badan.

Uklad artykulu jest nastepujacy. W czesci 2 przedstawiono model lokalne-
go poziomu, a nastgpnie jego rozszerzenie w wersji Stocka i Watsona (2007).
W dalszej czesci artykulu zaproponowano modyfikacje wspomnianego mode-

! Mowa tu o modelach TAR (ang. Threshold Autoregressive Models). -
- 2 Wg kryterium pierwiastka bledu $redniokwadratowego (RMSE).
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lu, ktére maja na celu, po pierwsze, w wigkszym stopniu uwzglednié typowe
wlasnosci szeregu inflacji, po drugie — moga poprawi¢ jego mozliwosci apli-
kacyjne. Dotyczy to zwlaszcza wykorzystania modelu GARCH z warunko-
wym rozkladem normalnym i {-Studenta w réwnaniu obserwacp i nieobser-
wowalnej zmiennej — trendu. Dodatkowo oméwiono inne konkurencyjne
specyfikacje przydatne i stosowane wczesniej do modelowania inflacji, to jest
modele autoregresyjne z stalyml oraz losowymi parametram1 W tym drugim
przypadku przyjmuje sie zalozenie, Ze ‘parametry- opisane sg jako proces ‘bla-
dzenia przypadkowego. W czeéci 3 zbadano wiasnosci wymienionych modeli
na podstawie 192-miesiecznych obserwacji polskiego wskaznika cen konsumenta
CPI, obejmujacych okres od stycznia 1992 do grudnia 2007 roku. W tym celu
na wstepie zbadano rzad integracji wskaZnika CPI, a w:dalszej kolejnosci do-
konano bayesowskiej estymacji modeli; a takze poréwnano ich moc-objasnia-
jaca. Zbadano réwniez zmienno$¢ indeksu cen oraz dlugookresowego trendu
poziomu cen, a takze obliczono jak ksztattowat sie¢ w ‘badanym okresie wsp6t-
czynnik korelacji miedzy przyrostami CPI a ich pierwszymi opéZnieniami. Czes¢
4 zawiera wnioski.

2. MODEL STOCKA I WATSONA ORAZ JEGO MODYFIKACJE

Modelowame mflac]l jest ]ednym z podstawowych zagadmen wspolczesne]
makroekonometrii. Problemem modelowania inflacji w Polsce jest szeroko
omawiany, m.in. w ksigzkach z zakresu ekonometrii: Welfe (1993), Osiriska
(2000), Kotlowski (2006) oraz Majsterek (2008) W blezqce] czedci proponuije sie
inne niz w przytoczonej literaturze narzedzie stuzace do opisu inflacji — model
Stocka i Watsona, bedacy szczegolnq specyfikacjq dobrze znanego w hteratu-
rze modelu lokalnego poziomu?.

Do modelowania inflacji Stock i Watson (2007) uzyli zmodyﬁkowany model
lokalnego poziomu — LL-S5V (ang Local Level Model):

y, =8, + &, &~N0O, 03, @)

6, =06, +1m, 1,~NO 0p), . o (2.2)
gdzie przez y, dla t = 1, T 0Znaczono obserwaqe zmiennej zalezne], nato-

miast 5t jest biezacym, meobserwowalnym bezposrednio poziomem procesu .
w czasie ¢, z kolei ¢, jest blalym szumem w réwnaniu obserwagji. Przy]mu]e sie, ..
ze zmiana w czasie poziomu obserwowanego procesu odbywa sie wedlug
prostego procesu bladzenia-przypadkowego z bledem Ty Warunkowe warian-
cje sa opisane poprzez procesy stochastyczne] zmiennosci: ' s

W pracy ‘model lokalnego pozmmu z warunkowym1 warlanqaml oplsywanyml przez model‘
zmiennosci stochastycznej oznaczono jako LL-SV, natomiast w artykulach Stocka i Watsona (2007,
2008) wystepuje on jako UC-SV (ang. Unobserved :Component). SN
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~h =h

szum,t> sz, t=1- gsziu'n,tl

- (23)
hsygnﬂl,f thJgnal,H fs’ygnal,t' : (24)
gdzie:. | o
, 0'2‘ = exp(hszum pi wt exp(hsygm, ;) oraz fszum(sygmn N(O, 1P

Model ten zak}ada Ze pierwsze przyrosty Ay, ma]q zmienna w czasie 1 e
na, warunkowa autokorelaqe rzedu pierwszego i brak autokorelacji wyzszych
rzedow Rozmcu]qc 2.1 _mamy: .f

Ay, =1, =& = &4 , ; (2:5)

- Przy danym parametrze y?, wariancja pierwszych przyrostéw jest warun-
kowa wzgledem zm1ennych ukrytych R i‘hsyg'm},t oraz calej przeszlosci
L AP ]est réwna: . : S S S

Var(AytIY’,_l,h . b, w2+ 202 | (26)

szum, ¥’ " “sygnakt’. 7 ) -

Natomiast warunkowa kowariancja miedzy Ay, i Ay, ; wynosi:

COU(Ayt Ayt 1 ‘ 5Ut—l' h szunt b’ .hsygnal v 72) = _o'tz‘ ; (2'7)

Poniewaz wariancja jest zawsze dodatnia, warunkowy wspéitczynnik au-
tokorelaql przy]mu]e zawsze wartosc u)emna i jest zmienny w czasie:

‘—Gt

— 2.8
w}? + 20} 28)

Corr(A./tA./t 1 I t= llhszum t/hsygnrzl Hy )

Kiedy war1anqe o2 a)t sq stale, model (2.1)-(2.4), redukuje sie do trady-
cyjnego modelu lokalnego poziomu, kt6ry dla pierwszych przyrostéw ma taka
samg strukture jak model IMA(L,1).

Zaproponowany przez Stocka i Watsona model nie uwzglednia ]ednak kilku
istotnych wlasnosci analizowanych szeregéw czasowych. Po pierwsze, w réw-
naniach (2.3) i (2.4) wspélezynnik autoregresji jest réwny jeden, co oznacza, ze
warunkowa wariancja podlega biadzeniu przypadkowemu Implikuje to takze
niestacjonarnos¢ w sensie kowariancji pierwszych réznic, tj. logarytmicznych
przyrostéw wskazmka cen konsumenta

Var(AytI Y" h, . h.

tl’ szumt’ sygnhit’ /4 ) - a) + 20-2 —oodlat — eo,

co z kolei oznacza, ze ]est to proces I(2) -a nie I(1). Po drugxe, wyste,pu)e )edna,
wspolna wariancja resztowa y?>w réwnaniach warunkowych: wariangji-(2.3)
i(24).

Istme]e zatem potrzeba stworzenia bardzigj ogolne] specyfikacji modelu
Stocka i Watsona, ktéra uwzgledniataby w 'szerszym stopniu wlasnosci szere-
gu inflacji. Ciekawe bylyby réwniez badania polegajace na zastapieniu w opi-
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sie warunkowej wariancji modelu stochastycznej zmiennosci, modelem GARCH.
Modele GARCH to, jak dotad, modele najczesciej stosowane w. opisie :zmien-
nosci szeregéw (Doman i Doman, 2004), dlatego tez warto sprawdzi¢ ich'przy-
datno$¢ w modelowaniu zmiennosci wskaznika inflacji. Z tego- tez wzgledu
rozpatrzono kilka konkurencyjnych'i wzajemnie wyklucza]qcych sig modyflka-
cji modelu Stocka i Watsona.

Pierwszy analizowany model to model lokalnego pozxomu z bledaml typu
SV, ktérego postacd jest mocno zblizona do modelu w wersji zaproponowanej
przez Stocka i Watsona. Nastepne dwa modele to modele lokalnego poziomu,
w ktérych wariancja warunkowa w réwnaniu obserwagji i trendu jest opisana
jako GARCH(1,1). Dla modeli GARCH rozpatrzono dwa warianty, pierwszy
i zarazem ‘prostszy, to model, w ktérym reszty (w réwnaniu obserwagji i tren-
du) przyjmuja warunkowe rozklady normalne, oraz drugi — w ktérym zalo-
zono grubsze ogony poprzez przyjecie warunkowych rozkladéw t-Studenta.
Wiasnosci modelu lokalnego poziomu, w ktérym warunkowe wariancje w réw-
naniu obserwacji i nieobserwowalnego trendu sg procesem GARCH(1,1), opisu-
ja Pellegrini, Ruiz i Espasa (2007, 2008). Kolejny, czwarty— to model autoregre-
syjny z parametrami generowanymi przez procesy bladzenia przypadkowego
z warunkowq wariacja w réwnaniu obserwagcji typu SV. Model ten oznaczono
jako RCA-SV (RW). Podobny model tylko, ze z homoskedastyczng wariancja
uzyh Koop i Potter (2001) dla szeregu inflacji w Stanach Zjednoczonych. Ostat-
ni, pigty model jest najprostszy, poniewaz jest to standardowy model autoregre-
syjny (rzedu drugiego) réwniez z bledami SV. Jest on zapisany jako AR(2)-SV.

Jezeli zalozymy warunkowa normalnosé proceséw resztowych to warian-
cje w réwnaniu obserwacp i trendu mogq przy]qc nastepu]a,ca, postac

N@O, 63 i 7, ~ NO, ®2, T (29)

gdzie: ‘ o
Utz = hszum,t‘ i wtz' = hsyglml,t' (2.10)

h;zun:,t : blszumhszum,t—l + aD, szum + alk, sztzrn(ng;l) 2’ (2'11)

hs ygnal,t = bls jglznlhsygl;nl t-1 + aO sygnat + a4, s, /glml(E 77t—1) ? (2‘12)

wraz z standardowymi za}ozemaml zapewma]qcymx dodatmosc i skonczonosc
warunkowych ‘wariangji: : :
b

bl szum(sy jgnnl) ! szum(syglml)’

Al szwn(sygnal) =1- 1 szum(s jgnal) 20,

al szum(s_/gnal) 20, (11 szzzm(SJgna}) + bl szum(s_/gnal) <L
z postac1 warunkowych wananql wymka Ze mamy var( t) =11 var(l],) 1

oraz E(hszum(s ygnat), t) =1
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- Réwnania (2.10)-(2.12) opisujg modele GARCH(1,1) .z warunkowym.roz-
ktadem normalnym. Model lokalnego poziomu-z:tego.typu bledami bedzie
w. dalszej czesci artykulu zapisywany w. skrécie'jako LL-GARCH. Jako alter-
natywe mozna réwniez uzy<¢ zamiast warunkowego rozktadu normalnego roz-
klad t-Studenta. Odpowiednie reszty z rozkladem t-Studenta 0zZNnaczono w.na-
stepu]qcy sposob ‘ Sty

D, . ~ Usyerat
g ~H0,—zn—— o |in~t O-(——T\ & Vet |, (2:13).
) ‘t‘ ( (vszum ' Z)O'tz * ’"_] t [ vsygna} 2 a)t‘2 .Sy“Y ,‘ ) .A" 1 “
gdzie t(a, P, v)oznacza jednowymiarowy rozklad- Studenta o niecentralnosci’ a,
precyzji P i -stopniach swobody v. Model ten oznaczono w- skroc1e ]ako
LL-GARCH-Student. . : :
Kolejnym mozliwym war1antem postaci warlanc]l procesow resztowych

jest model zmiennosci' stochastycznej. Jest on.oznaczony jako LL-SV. W tym
przypadku warlanqe zmlema]q si¢ w czasie zgodme z:

hszum L pszumhszum -1 + gszum,t’ . ’ ‘ (214) :
, ' hsyg"““ P sygna{hsygnal -1t é‘sygnait’ ’ ’ (2-15)
gdz1e £ ~ N(O 0,2) i ~NQO, 02, 02 = exp( ) 1 @F) = exp(h

sygna},t) oraz
pszum(sygnal) € ( -1, 1) a takze fzum(sygmzi) N ( e szum(sygna})) : B
Proces ten w.odréznieniu od procesu Stocka i Watsona (2007), poprzez
naloZenie warunkéw ograniczajacych na wspolczynmkl autoregresji, ma sta-.
cjonarne warunkowe wariancje, a' co zatem idzie jest I(1), a nie I(2). Dodatko-
wo, dzigki dwém wariancjom resztowym w réwnaniach dla #, mozna rozpa- -
trywaé rézna zmienno$é warunkowych wariancji w réwnaniu obserwacji
i trendu. ' '
Model autoregresyjny rzedu drugiego, w ktérym zaréwno stala, jak i wspét-
czynniki autoregresji generowane sa przez proces bladzenia przypadkowego
ma nastepujgcg postac:

Y= g + Sltyt—l + 5#% 2+ € & ~ NG, 0p), (2.16)

8y=0,,+ My 1y ~NQ, @ dli=0 12 1
gdz1e e ~ N(O a?), 02 = exp(hszum 2 oraz h
e (-1, 1) a takze :f ~ N@©, ¥ Szum)

szum |
Nakladajgc warunki ograniczajace na wariancje w?=0dlai =0, 1, 2,

szum,t =p szumhszum,t—l + {szum,t’ psiunt

'w modelu (2.16)-(2.17), uzyskuje sie Standardowy model AR(2)-SV:

yt = 5const + 61 constyt 1 + 52 constyt—Z + 8t’ 8 N(O 0-2) (2 18)

Wszystkle przedstawxone powyzej modele zosta}y wykorzystane w nastep-
nej czesci artykulu do analizy wskaZnika inflacii w Polsce.
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+ 3.. ANALIZA INDEKSU CEN KONSUMENTA W.POLSCE
w LATACH 1992—2007 o

W tym punkcie przeprowadzono anahze szeregu 1nﬂac]1 w Polsce przy. uzyciu,
oméwionych przed chwila modeli z rodziny LL. Celem analizy bylo zestawie-
nie podobieristw i réznic w modelowaniu wskazmka cen konsumenta, z uzy-
ciem konkurujacych i wzajemnie wykluczajacych si¢ modeli, a-takze poréwna-
nie ich mocy objasniajacej: Na poczatku wszystkie modele poddano estymadji,
a nastgpnie obliczono ich moc objasniajaca. Poréwnanie stopnia-dopasowania
poszczegblnych modeli, dokonano standardowo, za pomoca brzegowej gesto-
éci wektora obserwacji, ktéra byla obliczona za pomoca metody Newtona-Ra-
ftery’ego. Inflacja uzyta w niniejszym artykule mierzona jest jako logarytm
wskaznika cen débr i ustug konsumpcyjnych, w ktérym za podstawa wzieto
okres -wczeéniejszy. Dane .wykorzystywane do estymacji modeli:i testowania
ich mocy. objasniajacej dotycza okresu od stycznia 1992 do grudnia 2007 roku.
W ten sposéb otrzymano 192 obserwacje miesieczne: 'Wybdr poczatkowego
roku, od ktérego rozpoczeto badania, byt uzalezniony. z jednej.strony. checig
uzyskania mozliwie jak najdluzszego szeregu czasowego, z drugiej strony za$
podlegat ograniczeniom, poniewaz pominigto okres hiperinflagji, ktéra byla
nastepstwem glebokich przemian gospodarczych w latach 1989/90. Przed przy-
stapieniem do analizy badany szereg oczyszczono z sezonowosci. W tym celu
postuzono si¢ $redniq ruchoma scentrowanq

Badany. okres, jak na warunki polskie jest stosunkowo dhugi. Jest to okres,
ktéry obejmuje zaréwno glebokie zmiany w polityce makroekonomicznej, trans-
formacje gospodarki, jak réwniez przystapienie Polski do Unii. Europejskie;j.
Na dlugookresowy pozwm inflacji ma z pewnosciq wplyw prowadzona przez
bank centralny polityka pieni¢zna. W badanym okresie zmiany w, pohtyce pie-
nigznej mialy charakter zaréwno instytucjonalny, np. ukonstytuowanie si¢ Rady
Polityki Pienigznej, jak i dotyczy}y ewolucji w zakresie prowadzonej polityki
pienieznej w tym jej celéw i strategii. W przeprowadzone] analizie pom1n1¢to
nietypowy, poczatkowy okres glebokiej transformagji systemowej, kiedy mia-
ly miejsce z]aW1ska hlpermflacy]ne a inflacja siegata nawet tysiac procent w skali

" roku. Mimo to pierwszy rok badanego szeregu (1992) przypada jeszcze na koniec
. glebokiej transformacji systemowej, co daje mozliwo$¢ uzyskania ciekawych

wnioskéw. Z kolei nastepne lata (1993-1997) to glowme trwale i stopniowe
przeprowadzame procesu dezmﬂaq1 bedqce] skutk1em wprowadzama planu

4 Do eliminacji sezonowosci w szeregu inflacji wykorzystano metode redniej ruchomej
w programie Eviews 6 z nastepujacymi wsp6lczynnikami:- 0,007589, ~0,000333, -0,000518;
10,002364, -0.000284, ~0,002781, -0,008910, -0,005796, 0,005922, 0,001802, 0,000217, 0,000728.
- Inne metody oczyszczania szeregu z sezonowosci takie jak Census X12 i X11 daly bardzo zbhzone'
wyniki i nie wplywaly znaczaco na charakter oczyszczonego szeregu.":. -
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stabilizacyjnego. Kolejne lata (1998-2004) to wigksza niezaleznos¢ banku cen-
tralnego oraz okres przygotowania Polski do integracji ze strukturami Unii
Europejskiej i, co za tym idzie, istotne zmiany w polityce pienigznej i antyin-
ﬂacy]ne] mu.in. przyjecie nowej strategii: monetarne] polegajacej na wyznacze-
niu sredniookresowej strategii polityki pienigznej oraz na ustalaniu bezposred-
niego celu inflacyjnego. Na osiggniecie inflacji na poziomie 4-5% potrzebowano
okoto  dwunastu lat, co zdaniem niektérych ekonomistéw (np. Grabia, 2003)
$wiadczy jednak o zbyt powolnym tempie wygaszania tego niekorzystnego
zjawiska. Po roku 2004 gléwnym celem polityki- pienigznej stato si¢ stabilizo-
wanie inflacji na niskim poziomie-oraz da,zeme do spelmema kryterlow zapl-
sanych w Traktacie z Maastricht’." Co i

‘Indeks cen konsumenta (CPI) oraz jego pierwsze przyrosty, po wczesniej-
szymlogarytmowaniu i oczyszczeniu:z sezonowosci, przedstawia rycina 1. Pa:
trzac na przebieg inflacji, mozna dojsé do kilku ciekawych wnioskéw. Po pierw-
sze, wyraznie widad, ze badany okres mozna podzieli¢ na dwa zasadnicze
podokresy: lata od 1992 do 2003, kiedy nastapit wyrazny spadek poziomu in-
flacji oraz okres po-roku 2003 w ktérym inflacja oscylowa}a woko} wzgledme
stalego poz1omu :

ln CPI » pierwsze przyrosty In CPI

0,07 Fr—————— . 003 [ : . .

0,06 o 002 | . ‘

0,05 001}

0,04 of .

0,03 001 b

0,02 -0,02 }

0,01 0,03 |
0 L 0,04 | ‘

Y T E— . . YY) I A—— - A
1992 1996 2000 2004 2008 1992 1996 2000 2004 2008

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie danych publikowanych przez GUS, hitp://www.stat.gov.pl

Ryc. 1 Logarytm wskazmka CPI (po wyellmmowamu sezonowoém) oraz jego pierwsze réznice
w okre51e od styczma 1992 do grudma 2007 roku

Po drugle, blorqc pod uwage p1erwsze przyrosty wskaznika CPI, mozna
zauwazyé, ze lata wczedniejsze, szczegolme mledzy 1992 a 1997 charakteryzuja
si¢ znacznie wieksza zmiennoscig niz lata péZniejsze.

Model Stocka i Watsona daje mozliwosc¢ opisu tych wymienionych wlasno-
Sci, tj. zmiany poziomu procesu i efektu skupiania zmiennosci (ang. volatility

5 Przeglad i ocene polityki pienieznej od roku 1989 dokonuje np. Przybylska-Kapusciriska, 2006.
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clustering). Efekt skupiania zmiennosci jest typowg wlasnoscig szeregéw finan-
sowych (patrz Doman i.Doman, 2004) i polega na tym,:ze zaréwno male, jak
i duze zmiany cen aktywéw nastepuja seriami. Najnowsze badania empiryczhe
(np. Cecchetti i in., 2007) potw1erdza]q wystepowanie efektu skupiania zmien-
nosci, a’'co za tym idzie — zmiennej w czasie warunkowej wariancji
w szeregu inflacji. Model LL posiada dodatkowo jeszcze jedng ciekawg wia-
sno$¢é, ktérej nie mozna w prosty sposéb zauwazy¢ na rycinie 1, mianowicie
poprzez warunkowg wariancje w réwnaniu stanu zaklada, ze moga wystepo-
waé znaczne wahania dlugookresowego poziomu cen.

Na wstepie analizy przystapiono do zbadania stopnia mtegraq1 danych
dotyczacych wskaznika cen konsumenta CPI. W tym celu zastosowano bay-
esowski test pierwiastka jednostkowego, ktéry zaproponowah Koop i van Dijk
(2000). Analiza stopma integracji, w poréwnywalnym okresie, .dla tego same-
go szeregu, z uzyciem testu Dickeya-Fullera i KPSS®, zajmowali si¢ m. in. Welfe
i Ma]sterek (2002). s

. Rozwazmy model, ktéry obrazu]e zw1qzk1 mledzy popularnyrru w litera-
turze klasycznej (niebayesowskiej) testami _pierwiastka ]ednostkowego, czyli
Dickeya-Fullera i KPSS: - - : o

. . ,
InCP], =1,+pInCPl, +ch1nCPI, ,+vt, v, ~ N(O o,2), (3.1)

z=1

T, = a+ 1, + u, u'~ NO, o). ‘ (32)

Wykorzystu]a,c prosta transformacje 4 = 0,2/(c,? + o,2), ]ednosta]ny roz-
klad a priori p(4) = 1 w przedziale [0, 1) oraz rzqd autoregresp p=2 mozemy
rozwazy¢ nastepujace cztery rozlaczne hipotezy”:

H: 2=01i |pl< 1. Szereg jest stacjonarny wokét deterrmmstycznego trendu.

HZ: 0<A<1ilpl=1. Szereg jest ARIMA z dryfem.

Hyi:A =01 |lpl< 1. Szereg jest I(1) wraz z deterministycznym trendem.

H 0 < A<1i lpl=1. Szereg jest zintegrowany rzedu drugiego, I(2).

Wyn1k1 testowania rzedu integracji dla logarytmu indeksu inflacji sg za-
warte:w tabeli 18. Jak widaé wszystkie hipotezy mialy jednakowe prawdopo-
dobieristwo a priori. Trzeci wiersz w-tabeli 1 pokazuje wartosci brzegowej ge-
stosci obserwacji obliczone w modelach, ktére byly powiazane z jedna z czterech
hipotez. Modele te uzyskano poprzez nalozenie warunkéw ograniczajacych
zgodnie z wymienionymi wyzej hipotezami. Jak wida¢, znaczng przewage
uzyskala hipoteza, ktéra glosi, ze pierwsze przyrosty badanego szeregu s sta-

¢ Dickey i Fuller, 1979, Kwiatkowski i in., 1992.
. .7 Koop i van Dijk, 2000, wyrazenie (A.3).
s Ze wzgledu na ograniczony zakres jakie moga przy]mowaé warto§c1 rzeczywxste w ]ezyku
programowania Matlab, w kazdej iteracji od Iogarytmu funkql wagowe] w metodzxe Monte Carlo
z funkcjq waznosci odejmowano 700. =
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Tabela 1

Prawdopodob1enstwa a posteriori hlpotez dotyczacych stopma integracji, obliczone
i ' dla logarytmu indeksu inflacji . :

‘ P(H:|Dane) .| P(H:IDane) | P(Hs|Dane) | P(H:lDane)
Prawdopodobieristwo a priori... - 0,25 0,25 025" 0,25
Brzegowa gestosé obserWacji 1,78E + 100 151E+ 118 1,78E + 80 293E + 77 :

Zrédlo: obliczenia wlasne.

cjonarne. Warto$¢ brzegowej gestosci obserwacji dla H2 jest o osiemnascie rze-
déw wigksza niz dla H; i okoto péttora razy wieksza niz dla pozostatych dwéch
hipotez:-Z tego tez wzgledu, w tabeli 1 $wiadomie zrezygnowano z'podania
prawdopodobieristw a posteriori, poniewaz z prawdopodobieristwem bliskim
wartosci jeden mozna przyjaé hipoteze o stacjonarnosci pierwszych przyrostéw.
- Wyniki zawarte w tabeli 1 sq-zgodne z wynikami, jakie uzyskali Welfe
i Majsterek (2002) wanalizie stopnia integracji cen dla miesiecznych ‘obserwadji
wskazZnika CPI i sg kolejnym argumentem w prowadzonej dyskusji (por. Maj-
sterek, 2008) za traktowaniem inflacji w Polsce jako (1), a co za tym idzie —
za przyjeciem zintegrowania rzedu drugiego w procesie generujacym ceny.
- Jak wiadomo, modele lokalnego poziomu implikujg ujemna autokorelacje
pierwszych przyrostéw. Warto wigc sprawdzié, czy wlasnoséé ta wystepuje
w_szeregu inflacji. W tym: celu obliczono wartosci funkeji autokorelacji (ACF)
i autokorelacji- czastkowej (PACF). Wyniki obliczert wraz z przerywang linia,
ktéra oznacza typowy 95% przedziat ufnosci, przedstawia rycina 2.

ACF

" PACF
108 T " #1,96m05---- 1  1OF ) T 41,9605 -~
0,5r q 05}
0 """"“"_""'I“"‘“'""'““i::"' PN iolnlnleiniluiulnitst flststsislaieialsisisiaiuinininied o
e F— . [ EEES o
-05¢ ' { =05
-1,0¢ N ) N 'J -1,0¢ \ : A L J
0 2 4 6 8 10

Zrédlo: obliczenia wlasne.

‘ Ryc. 2. Funkcja autoykorel’acj‘i‘ (ACF) i autokofelacji czastkowej (PACF)
wraz z przedzialami ufnosci obliczona dla przyrostéw logarytméw CPI

. Jak widaé, cztery z dziesieciu wartosci ACF sg istotne statystycznie przy
5-procentowym poziomie istotnosci, z czego pierwsza, druga i szésta przyjmu-
ja wartosci ujemne. Wyniki te potwierdzaja hipoteze o istnieniu ujemnej auto-
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korelacji dla pierwszych przyrostéw inflacji. O ile ujemna autokorelacja nie
budzi watpliwosci, to sugerowany, na podstawie oszacowanych wartosci PACE
rzad autokorelacji jest niejednoznaczny. Najbardziej istotne okazalo si¢ drugie
opéZnienie, potem w kolejnosci malejacej: trzecie, 6sme i pierwsze. Sugeruje to
istotng autokorelacje rzedu drugiego lub trzeciego. Posta¢ funkcji autokorela-
Gji, przedstawiona na rycinie 2, jest zasadniczo zgodna z postacig-funkji au-
tokorelacji obliczong dla szeregéw. inflacji krajéw grupy G-7, gdzié jak podaja
Cecchetti i in. (2007), réwniez uzyskano istotng ujemng autokorelacje rzedu
pierwszego®. Pewne watpliwosci budzi jednak istotno$é autokorelacji nie tylko
rzedu pierwszego, ale réwniez wyzszych rzedéw, a takze wartosci funkgji
autokorelacji czastkowej, co wskazuje na bardziej zlozong strukture niz w mo-
delu IMA(1,1). Moze to wplywaé w tym przypadku na moc objasniajaca mo-
deli lokalnego poziomu, poniewaz zakladamy w nich explicite wystepowanie
ujemnej, istotnej autokorelacji rzedu pierwszego i brak autokorelacji wyzszych
rzedéw oraz ujemne wartosci autokorelacji czgstkowej, dazace do zera w tem-
pie wykladniczym.

Wnioskowanie bayesowskie wymaga przyjecia rozkladéw a przorz estymo-
wanych parametréw. W tym przypadku wymiar wektora parametréw.oraz
jego wspdlrzedne réznia sie znacznie, w zaleznosci od rozpatrywane] hipotezy
modelowej. Szczegétowe informacje na temat rozkladéw a priori szacowanych
parametréw, w badanych modelach, przedstawia tabela 2. Jak widaé, sa to roz-
klady wiasciwe, w wiekszosci bardzo rozproszone, odzwierciedlajace niepre-
cyzyjna wiedze badacza na temat ich prawdziwych wartosci. Dodatkowo,
zmienna odpowiadajaca za trend — &, oraz za warunkowa wariancj¢ w mode-
lach SV ~ h,, a takZe zmienne bedace wspdiczynnikami autoregresji w mode-
lach RCA-SV (RW) — &, traktowane s jak zmienne ukryte (ang. latent variable),
czyli zmienne nie dajace si¢ bezposrednio obserwowaé. W podejsciu bayesow-
skim estymacji zmiennych ukrytych dokonuje sie w taki sam sposéb, jak esty-
magji pozostatych parametréw modelu, a ich rozklad a priori wynika bezpo-
érednio z hierarchicznej struktury rozpatrywanych modeli (Koop, 2003).
Szczegély bayesowskiej estymacji modelu lokalnego poziomu o rozkladach
dopuszczajacych warunkowy rozklad t-Studenta i zmienng wariancje oméwio-
no w pracy Kwiatkowskiego (2009). W literaturze polskiej o bayesowskiej es-
tymacji zmiennych ukrytych, gtéwnie w-kontekscie modeli stochastycznej
zmiennosci, pisze Pajor:(2003). Inny ciekawy przyklad zastosowania zmien-
nych ukrytych, tym razem dla funkql produkq1 Cobba i Douglasa, przedsta-
wia Osiewalski (2001). ° '

Dla poczatkowego stanu 50, w modelach: lokalnego poziomu, przyjeto war-
tosc rownal 6, natomlast w modelu RCA SV (RW) dla poczqtkowych wartosc1

9 Prezentowane wymk1 na]bardzze] zblizone 53 do Wymkow otrzymanych dla szeregu 1nﬂac11
w Kanadzie w latach 1984-2006, por. Ceccheth iin, 2007, tablica 3.1, s. 14, -
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Tabela 2
Rozktady n priori parametré6w’
Parametr | - Przyjety rozklad a priori Hiperparametry | . Uzyty w modelu .
“a - | Jednostajny w obszarze o : oo R
Lsuntrend) | stacjonarnoscd i dodatniosci LL-GARCH, LL-GARCH-Student
warunkowej wariancji
b Jednostajny w obszarze ) . . ‘ ]
Lumnd) | stacjonarnosei i dodatniosci LL-GARCH, LL-GARCH-Student
e warunkowej wariancji ‘
v.r:um(.\',\'gnd)' UCiety CauChy'ego' v.(;mn(:,vgmd) > 2 LL—GARCH'Sh'ldent
< | Ucigty normalny ..: © - p, =095, :
1Y szumisygnal) () g ) LL-SV, RCA(Z)'SV (RW), AR(Z)'SV '
x ) , N(Hp’op)' p.r:um(:ygmll) € ("]’1) qp =05 .
st . LL-SV, RCA(2)-SV (RW), AR(2)-5V-"
o.: o Odwrécony gamma C= 0,0], RCA(Z)-SV (RW), AR(Z)-SV '
o, dla IG(C d) «um(r)xnal)’o':’wi >0 d =001 ,
i=0,12. RCA@D)-SV (RW)
Normalny
O e ‘AR(2)-5V
v N ()“5 05 ) ‘ o
Us =0,
S, conet? Uciety normalny w obszarze ol =1 .
o stacjonarnodci * - 8 : -
dia } ’ ‘ AR(2)-SV
i=12. | Nu,ol)

wspétczynnikow autoregresji oraz stalej:. d;y, 0,y 1 6y, zaloZono rozklad nor-
malny, o éredniej i wariancji réwnej odpowiednio 0 i 0,1. Wartoé¢ poczatkowa
warunkowej wariancji jest traktowana jako ustalona i réwna hy = 1 w modelu
GARCH, i hy = 0 w modelu SV.

Dla wszystklch wariancji, zaréwno w standardowych modelach AR, jak
i w modelach autoregresyjnych z losowymi parametrami oraz zmiennosci sto-
chastycznej,. przyjeto odwrécony rozktad gamma. Dla parametrow w modelu
GARCH, stojacych przy opéznionych kwadratach reszt i opéznionej wariandji,
przyjeto rozklady jednostajne na sympleksach otrzymanych poprzez restrykcje
gwarantujace dodatnios¢ i skoriczonos¢ procesu (por. Osiewalski i Pipieri, 1999).
Dla wspétczynnikéw autoregresji, w standardowym modelu AR(2), zalozono
uciety wielowymiarowy rozklad normalny o zerowym wektorze $rednich i dia-
gonalnej macierzy kowariancji, z elementami na gléwnej przekatnej réwnymi
wartoéci jeden. Réwniez dla stalej &, w modelu AR(2), przyjeto rozklad nor-

cons
malny o $redniej réwnej zero i wariangji jeden. Z kolei dla wspétczynnika au-
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toregresji, w modelu SV, wykorzystano wstepna wiedze na jego temat i przy-
jeto stosunkowo informacyjny rozklad normalny ze $rednig i wariancjg réwna
odpowiednio 0,95 i 0,5!°. Dla liczby stopni swobody' przyjeto rozklad Cau-
chy’ego, ucigty lewostronnie w v = 2. Jest to zatem rozklad a przorz w kitérym
z jednej strony zalozono istnienie warunkowej wariangji proceséw (w réwna-
niu obserwacji i trendu), z drugiej strony przyjeto taka mase prawdopodobieri-
stwa, aby grube ogony rozkladu warunkowego mialy najwyzsza gestos¢ praw-
dopodobieristwa. Dodatkowo, z wiasnosci rozkltadu Cauchy’ego wiadomo, ze
rozklad ten nie p051ada skoriczonych momentéw. Oznacza to, Ze zaréwno wa-
riancja jak i kurtoza nie 1strue]ax Wlasnosé ta, wraz z konstrukc]q przedziatu,
ktéry jest prawostronnie nieograniczony, dopuszcza realng mozliwos¢ wyste-
powania c1enszych ogondéw, poprzez 1stn1en1e warunkowe] normalnosci proce-
sOw. : i

W tabelach 3 i 4 zamieszczono rezultaty bayesowskle] estymacp parame-
tréw w modelach opisujacych logarytmy CPI lub ich przyrosty. Przed przysta,—

Tabela 3

Informacje a posteriori paramétréw, w modelach LL-GARCH i LL—GARCHfstudént,
obliczone dla miesigcznych obserwacji wskaznika CPI w latach 1992-2007

Parametr . LL-GARCH LL-GARCH-Student
a ‘ 0,2597 - (0,1345) 02775 | (131 -
Lavgnd 0,2238 [0,0701 0,5501] 02578 [0,0557 0,5388]
b 07286 |, 0.1477) . 0,7007 ... (01503)
tygnd 0,7700 [0,4170 0,9406] 0,7256 . [0,4064 0,9424]
v . . 1 24891 | (0,4135) -
svynd , 23890 |, [2,08273,0946]
a 0,2456 (0,1458) L 02713 | (0,1637)
b 02083 | [0,069505243] | .. 02373 . |  [0,03690,6007)
b 07431 |- (0,1594) : 0,6090 , (0,2563)
| sz 0,7857 [0440009304) | . 06802 [0,0935 0,9454] .
v . o o 12,4796 - “ . (0,4106)
L : s 23831 . {- . [2,11733,0580] - ..
o  +b | 09919 0,0099) 09783 -~ | - 00241
ossgral T sygnd 09952 | . [0,97251,0000] © 09852 .| . [093100,9998];
a  +b 0,9931° (0,0087) 0,8668° - L (0,1475)
Loz 1, szm 10,9959 | [0,9768 1,0000] 0,9266 :[0,5536 0,9988]

Zrédio: bbliczenia wlasne.

10 Na przyklad, dla kwartalnych danych wskaznika konsumenta, w artykule Grassiego i Pro-
iettiego (2008) wartos¢ oczekiwana rozkladu a posteriori wsp6lczynnikéw autoregresji, w modelach
SV, wyniosla odpowiednio 0,9883 w réwnaniu.obserwadji i 0,9856 w réwnaniu trendu.
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Tabela 4.

‘ Informac]e a posterlorl parametréw, w modelach LL-SV i RCA(2)-5V (RW), obliczone. «:- :
telel dla mlesxecznych obserwacji wskazZnika CPI w latach 1992-2007

' Parametr , ‘ k  LL-SV . l Parametr - 1 ;RCA(Z)-SV (RW)
i |- .09930 | - (61735-3). | 09780 . | .. - (0,0332) .
e 10,9950 . | [0,9837 0,9990] Pszum 09899 |, . [091290,9990]
yio | 01816 | (01815) © 2. | 046351e-1 | - (0,58458e-1) - .
sl 101255 . |. [0,00980,5224] Vo | 0307291 |, [4,1758¢-31,3339-1] .
' " , 1. 07817 - (0,5558)
B I ° .-0,6572 [0,1444 1,8100]
©0,9906 | (8,7786e-3) - ‘| o 2,8213e-3 o (1,3714e-3) .
P scun 0,9932 [0,9775 0,9990] o 2,5071e-3 [9,7113¢-4 5,5280e-3]
, 10,6404 “| 7 (1,0457) P 5,1339-3 © (3,1228¢-3)
Yoo | = 0,3546 | [0,02601,9919] | 10| 4,3482e-3 | [1,0952¢-3 1,1065e-2] -
) 6,4763¢-3 (4,1621e-3)
© | 54202e3 | [1,5477e-3 1,4430e-2]

Zrédlo: obliczenia wlasne.

p1emem do obhczen pierwotne dane pomnozono razy 100. Na podstawie sze-
regu , = 100InCPI,, dokonano estymaciji parametréw w modelach: LL-GARCH
(M), LL-GARCH-Student (M,) i LL-SV (M,), natomiast dla pierwszych réznic
Ay, uzyto modele: RCA(2)-SV (RW) (M) i AR(2) SV (M;). W pierwszej linii
w tabelach 3 i 4 znajduja sie wartosci oczeklwane, natomiast w drugiej linii
umieszczono mediany rozkladéw a posteriori. W nawiasach pétokraglych poda-
no wartosci odchyleri standardowych, natomiast w nawiasach kwadratowych
znajduja sie 95% przedzialy o najwyzszej gestosci a posteriori (HPDI).
Otrzymane wyniki estymacji pozwalaja stwierdzi¢, Ze rozwazany szereg,
zdecydowame przemawia za wystepowaniem warunkowej heteroskedastycz-
nosci i to zar6wno w réwnaniu obserwagji, jak i trendu. W modelach GARCH
rozklady a posteriori. parametréw 4, i b; sq istotne statystycznie, poniewaz maja
wzglednie male rozproszenie, a ich przedzialy HPD nie zawierajg zera. Dodat-
kowo, suma punktowych ocen a posteriori parametréw a, i b;, w modelu
LL-GARCH, jest bliska wartosci jeden, co Swiadczy o silnej persystencji wa-
runkowej wariancji. Z tego tez powodu, w tabeli 3 zamieszczono réwniez ich
sume wraz z poszczeg6élnymi charakterystykam1 a posteriori. Jak latwo zauwa-
zy¢ uzyskane punktowe oceny sa bliskie jedynki, a gérna granica przedzialu
HPD jest réwna wartosci jeden. Oznacza to, ze jako dodatkowy model, w réw-
naniu obserwagji i.trendu mozna by bylo rozpatrzy¢ tzw. zintegrowany model
GARCH, czyli IGARCH. W procesie IGARCH(I, 1) zachodzi a4, + b; = 1, co
oznacza, ze jest to proces zintegrowany co do wariancji (Engle i Bollerslev,
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1986). Bayesowskq estymacje i testowanie modeli IGARCH, dla polsklch sze-
regéw finansowych, przedstawiajq Osiewalski i Pipieri (1999).

W modelu LL-GARCH-Student mozna zauwazyd, ze rozklady a posterzorz
parametru b;, w poréwnaniu z parametrami w modelu LL-GARCH, s zloka-
lizowane bardziej na lewo, co $wiadczy-o mniejszej reakcji na opéZnione war-
toéci warunkowej wariancji. Dotyczy to zwlaszcza parametru w réwnaniu ob-
serwacji, gdzie warto$¢ oczekiwana i mediana, w modelu LL-GARCH-Student,
wynoszg odpowiednio 0,6090 i 0,6802, natomiast w modelu LL-GARCH sg one
réwne 0,7431 i 0,7857. Oznacza to, Ze przyjecie rozkladu o grubszych ogonach
prowadzi do zmniejszenia persystencji zmiennosci. Dodatkowo, uwzglednie-
nie w modelu GARCH warunkowych rozkladéw t-Studenta, prowadzi do
mniejszej precyzji. Pomimo pewnych réznic, w lokalizacji parametréw. i roz-
proszeniu, oba modele GARCH daja podobny opis zmiennosci badanego sze-
regu. Takze w modelach zmiennosci stochastycznej, $rednia i mediana a poste-
riori parametru p przyjmuja wartosci-zblizone ‘do jedynki, co .wskazuje na
wystgpowanie bardzo silnej persystencji warunkowej wariancji, a lokalizacja
rozkladu a posteriori jest podobna do tej przyjetej a priori. Trwalo$é zakldceri
losowych (szokéw), w zmiennosci obserwowanego procesu mierzona za po-
mocg wspdlczynnika HL = In0,5/Inp (por. Pajor, 2003), jest bardzo duza, roz-
proszona i cechuje si¢ prawostronng asymetrig. Dolny kraniec przedziatu obej-
mujacego 80% calej masy. a posteriori wynosi.5,73 miesiecy, natomiast gérny
az 138,59 miesiecy, z kolei mediana a' posteriori: jest réwna 53,91 miesiecy.
W przypadku szokéw w zmiennosci trendu, rozpietos$é przedziatu jest jeszcze
wigksza, poniewaz dolny i gérny kraniec przed21a}u wynos1 odpow1edmo 10,98
i 227,08, natomiast mediana jest 'réwna 95,39 miesiecy. '

Mimo, ze oceny punktowe wspdélczynnika p sg bliskie wartosci ]eden to
masa rozkladu a posteriori, wspélczynnika autoregresji, w réwnaniu warunko-
wej wariandji, jest zlokalizowana w obszarze stacjonarnos’ci Dzieje sie tak, po-
niewaz charakteryzujg si¢ one matym rozproszeniem i niewielkg rozpietoscia
przedziatu HPD. Punktowe oceny parametru p w modelach SV sg zgodne
z wynikami, zamieszczonymi w artykule Grassiego i Proiettiego (2008), dla
kwartalnych danych wskaZnika cen konsumenta CPI w Stanach Zjednoczonych.

Warto$¢ oczekiwana a posteriori liczby stopni swobody, w modelu
LL-GARCH-Student, w réwnaniu obserwacji ksztaltuje si¢ na poziomie 2,4796,
natomiast w réwnaniu trendu jest réwna 2,4891. Dodatkowo, rozklady te, sg
bardzo ciasno zlokalizowane na prawo od wartodci v = 2, 0 czym $wiadcza
zamieszczone w tabeli 3 przedzialy HPD. Fakt, ze niemal cala.masa prawdo-
podobieristwa a posteriori jest skupiona ponizej wartosci cztery oznacza, Ze dane
silnie odrzucajg hipoteze o istnieniu kurtozy rozkladéw. Taka sytuacja wska-
zuje na rozklad warunkowy, wyraznie rézny od rozkladu ‘normalnego oraz
potwierdza wystepowanie bardzo ciezkich:ogonéw, co wigze sie z czestym:
wystepowaniem obserwacji nietypowych, w' procesie obserwacji i trendu.
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Badany szereg ma zagwarantowang skoriczong wariancje. poniewaz,. przyjeto
rozklad a priori, ktorego gestosc przyjmuje niezerowe wartosci na prawo od
U= 2 : R .

W tabeli 4 zamieszczono wyn1k1 estymaql parametrow, w modelu autore-
gresyjnym, w ktérym wspélczynniki-autoregresji podlegaja procesowi bladze-
nia przypadkowego, natomiast warjancja opisana jest przez model stochastycznej
zmiennosci. Zmienne w czasie wspélczynniki. wykazuja sie mala zmiennoscia,
poniewaz ich pierwsze przyrosty maja stosunkowo malq wariancje. Widac.to
poprzez fakt, ze wigkszos¢ masy prawdopodobieﬁstwa a posteriori wariangji
dla. (0,2, dla i = 0, 1, 2,przypada na rejony polozone w pobhzu zera, z ]edno-
czes$nie wzglednie duzym rozproszeniem.-

W tabeli 5.umieszczono brzegowe gestosci. wektora obserwac]x, obllczone
przy uzyciu metody. Newtona-Raftery’ego oraz otrzymany na tej podstawie
ranking modeli. Uzyskane rezultaty informuja, Ze w przypadku szeregu infla-
cji proponowany w artykule model lokalnego poziomu, w ktérym bledy w réw-
naniu’ obserwacji i trendu opisane sg za pomocg modelu GARCH (1,1) z wa-
runkowym rozkladem ¢-Studenta, ma najwieksza moc objasniajaca. Znacznie
nizsza, w poréwnaniu z innymi konkurencyjnymi modelami, wartos¢ logaryt-
mu brzegowej: gestosci wektora obserwacji (-91.88) informuje, ze dane wyraz-
nie wskazuja na ten model, czynigc pozostale specyfikacje wysoce nieprawdo-
podobne. Drugim .w kolejnosci, po modelu LL-GARCH-Student, jest model
zaproponowany przez Stocka i Watsona, czyli model lokalnego poziomu
z bledami typu SV.-Model ze stalymi parametrami:z wartoscia —141,72 ma do-
piero czwarte miejsce w rankingu, po modelu LL-GARCH. Ostatnie miejsce
w rankingu ma model autoregresyjny ze wspélczynnikami generowanymi przez
proces bladzenia przypadkowego Model ten za]mu]e doplero piate miejsce,
]edna, pozycje mze] niz standardowy model AR.

Tabela 5

Loga‘rytmrbrze'gowej gestoéci wektora obserwacji oraz ranking konkurujacych modeli

: i LL-GARCH- |+ ;4 o S :
LLGARCH | “grll | LLSV. | RCAQISV (®W) | ARQ)-SV
Logarytm brzegowej | 1547, 9188 | -12613 | -18318 | -14172
gestosci obserwacji s ~ , e .
Ranking modeli 3| 1 v 5 4

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Zblizong postaé, do modelu RCA(2)-SV, mial model uzyty przez. Koopa
i Pottera (2001). W ich badaniu uzyskal on'znaczng przewage nad konkuren-
cyjnymi specyflkac]aml Okazuje si¢ jednak, ze w przypadku danych polskich,
ma on najnizsza pozycje w rankingu.
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Stosunkowo malg zmiennoéé wspélczynnikéw autoregresji wydaje sig
potwierdza¢ rycina 3, na ktérej zamieszczono wybrane'charakterystyki roz-
kiadéw a posterzort pierwszego &, (gérny rysunek) i druglego wspdélczynnika
autoregresji &, dla-t = 1, .., 192. Pogrubiona liniq polgczono mediany a po-
steriori; natomiast cieriszg l1n1q zaznaczono dolng i gérng granice przedzm}u
0 najwyzszej gestosci a posteriori. Poza poczatkowym okresem, ich rozpigtosé
jest stosunkowo stala. Mata rozpigtos¢ przedzm}u HPD w pierwszym roku,
jest na]prawdopodobme] nastepstwem przyjecia mato rozproszonych rozkla-
dow a priori stanéw poczatkowych: Punktowe oceny na poziomie wartosci ocze-
kiwanej wspolczynmkow autoregresji, w modelu ze statymi parametrami; wy-
niosty odpowiednio -0,3404 i-0,34931, z bledami réwnymi 6,9283e-2 i 6,3179¢-2.
Sq one zatem znacznie oddalone od zera i tym samym istotne statystycznie, co
potwierdza wystepowame zautokorelowanej struktury p1erwszych przyrostéw.
Poréwnujac je z ciggiem median, przedstawionym na rycinie 3, mozna zauwa-
zy¢, ze mediany te sg zblizone do punktowych ocen wspolczynmkow w stan-
dardowym modelu AR.
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Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 3. Pogrubiong linig oznaczono mediany wspélczynnikéw autoregresiji
w modelu RCA-SV (RW): §,,— panel A i §,,— panel B oraz dolne i gome krance
95% przedzm}éw o na)wyzsze] gestosci a posteriori :
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. Jak wspomniano w, poprzedniej czesci artykulu, zmienno$é warunkowych
wariancji. ma, wazne nastepstwa dla interpretacji wspélczynnika korelagji, kté-
ry okresla zalezno$¢ miedzy przyrostami inflacji a ich pierwszymi opéZnienia-
mi. Jego wykres, .obliczony za pomoca najbardziej prawdopodobnego modelu,
czyli LL-GARCH-Student, przedstawia panel A na rycinie 4. Otrzymany ciag
wspolczynmkow jest zgodny. z wynikami zaprezentowanymi. w raporcie Cec-
chetti i in., 20071, pomewaz okresy wysokiej inflacji i niestabilnosci gospodar-
czej cechuj sie réwniez znacznym wzrostem wspélczynnika korelagji.

~-Dla danych polskich, najbardziej interesujace wydaja sie lata 1992-1994,
gdzie wida¢ wyraZny spadek wartosci wspétczynnika korelacji z -0,1 do -0,5,
wraz z; gwattownym wzrostem rozpietosci przedzialéw HPD w. latach 1994~
-1995. Moze to byé spowodowane tym, Ze poczatek lat dziewieédziesiatych

0,05 | A S Coe ' : wspoélezynnik korelacji =———

=0,10 - N f

-0,15 |

-0,20 |

025

-030 |
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045 |

-0,50 L+— - s et o : .
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0,07 — . . .
0,06 d
10,05
0,04 |
003 |
002 F
0,01 |

In CPl—
trend lokalny =

-0,01 —— - v
© 1992 1994 1996° 1998 2000 2002 2004 2006 2008

Zrédlo:. obliczenia w}asne ’
Ryc 4. Mechany wspélczynnika autokorelaq1 {(pogrubiona hrua na panelu A) wraz z dolnq
i gérnq gramcq 95% przedzialéw o najwyzszej gestosci a posteriori oraz logarytm wskaznika CPI

i trend lokalny (panel B). Wszystkie charakterystyki obliczono przy uzyciu
modelu LL-GARCH-Student

¥ Rycina 3.2 na s. v18.
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byt okresem duzych zmian w gospodarce, tj. radykalnej stabilizacji i liberali-
zacji makroekonomicznej, ktérym towarzyszyto zjawisko galopujacej inflacji.
w kole]nych latach, po roku 1994, wspétczynnik korelacji przyjmowal wartosci
na znacznie nizszym poziomie, réwnym okoto -0,45. Wskazuje to tym samym,
poza poczqtkowyml latami zwigzanymi z okresem radykalnej transformaql
na stala, niezmienng Ww_czasie. autoregresyjna strukture mﬂaql ER

Punktowe oceny trendu prezentuje panel B na rycinie 4, ‘natomiast warun-
kowe wariancjé w réwnaniu obserwagji i trendu wraz z 95% przedzm}aml HPD
sq przedstaw1one odpowiednio na panelu A i B ryciny 6. Wszystkie te charak-
terystyki, podobnie jak wspomniany wczeéniej wspétczynnik korelacji, esty-
mowano za pomocg modelu LL-GARCH-Student. Jak widaé, w badanym
okresie, zar6wno trend, jak i ]ego zmienno$¢ ulegly znaczacej zmianie. Warto$¢
trendu inflacji, obliczona na poziomie mediany a posteriori, zmalala z poziomu
okolo 3% w roku 1992 do 0,3% w roku 2007, podczas gdy j ]ego warunkowa
wariancja z poziomu 4,96 w 1992 zmalata w tempie wykladniczym do blisko
zera w roku 1994 i latach nastepnych.

Wydaje si¢ interesujace poréwnanie ocen a posteriori meobserwowalnego
trendu, z inflacj bazowa, ktdrej wartosci podaje Narodowy Bank Polski. Jak
wiadomo mﬂaq1 bazowa sluzy do oceny $rednio- i d}ugookresowego trendu
ogélnego poziomu cen, poniewaz jej wartosci ilustrujg tendencje zmian oczysz-
czone z wahan okresowych oraz ze skutkéw szokéw podazowych ktére
najczeéciej majg charakter prze]sc1owy Wiedza na temat mﬂac]1 bazowej umoz-
liwia oszacowanie k1erunku i skali wp}ywu prowadzone] przez bank centralny
polityki pienieznej'2

Poniewaz bank centralny podaje wartoéci inflacji bazowe] doplero od stycz-
nia 1998 roku, na rycinie 5 podano odpowiedni fragment"ocen- trendu oraz
wartosci logarytméw mﬂaql bazowe] Uzyta mﬂaqa bazowa to indeks cen po
Wquczemu cen zywnosci i energii, gdzie za podstawa wzigto poprzedni mie-
sigc. Punktowe wartodci trendu zaznaczono pogrubiong hmq laczac mediany
a posterzorz zmiennej &, natomiast cierisza linia zaznaczono wartosci mﬂaq1 ba-
zowej. Dodatkowo na rycinie umieszczono réwniez dolna i gomat gramce 95%
przedzialéw o najwyzszej gestosci a posteriori parametru J,.

‘Jak widaé na powyzszym rysunku uzyskany trend, wyznaczony za pomo-
ca modelu LL-GARCH-Student, wskazuje na podobny kierunek zmian co
wartoéci inflagji bazowe], ma on jednak w poréwnaniu z nig bardziej gladki
przebieg, a jego przedzialy ufnoéci w- zdecydowane] wigkszosci obejmuja jej
reahzac]e Potwierdza to zatem’ wiarygodnoé¢ uzyskanych’ wynikéw badar,
a zarazem da]e mozhwosc mekawe] 1nterpretaq1 modelu lokalnego poz1omu,

1 Narodowy Bank Polski — Internetowy Serwis Informacyjny, http // WWW. nbp pl / statystyka /
bazowa/metodologia.pdf (9.02.2009). -
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Ryc 5. Punktowe oceny trendu wraz z dolna i gornq granica 95% przedzialu HPD
oraz wartosc1 mflaql bazowe], gdzie za podstawe wzigto pozmm cen z poprzedmego miesiaca

poniewaz zmienny parametr mozna interpretowaé jako dlugookresowq ten-
dengje inflacji. .-
- Na panelu B rycmy 6 mozna zauwazyc, ze w latach 1992-1994 wystepowa}
systematyczny spadek zmiennoéci diugookresowego trendu inflaj. Zwiazane
to bylo z rozpoczetym w 1990 roku i kontynuowanym w kole]nych latach
programem stab111zacy]nym Patrzac na panel A ryciny 6, mozna réwniez do-
strzec, ze okres miedzy rokiem 1992 a 1997 charakteryzu]e si¢ znacznie wigk-
sz3 zmiennoscig niz lata péZniejsze. W latach 1992-1993, pohtyka prowadzona
przez bank centralny, kontrolowala wzglednie sprawne zasoby pieniezne i coraz
sprawniej ogramczala mﬂac]g (Polariski, 2005). Teza ta, znajduje potwierdzenie
na rycinie 6, pomewaz jak pokazuje wykres zmiennosci na panelu A, okres ten
charakteryzowa} si¢ wzglednie mala, w poréwnaniu z okresem péZniejszym,
zmiennoscia cen oraz wykladniczo malejacq zmiennoscia trendu (panel B).
Najwigkszg zmienno$é  obserwujemy pod koniec 1993 i na poczatku 1994 roku.
Nagla zmiana poziomu cen mogta by¢ skutk1em kilku niezaleznie wystepuja-
cych, w tym okresie lub krétko przed nim, przyczyn. Po pierwsze, wystapito
kilka jednorazowych egzogemcznych impulséw, takich jak ,skokowa” dewa-
luacja zlotego o 8% procent, wprowadzona w sierpniu 1993 (Polaniski, 1999)
oraz ,zamrozenie”, a nastepnie podniesienie stép podatkowych w 1994 roku.
Zdaniem ekonomistéw (Bauc, 1995; Lutkowski, 1995; Grabia, 2003) skokowe
dewaluac]e zlotego mialy duze znaczenie dla kreaq1 p1en1qdza i doprowadzity
do.,wykolejenia” programu antymﬂacyjnego Po drugie, w drugiej polowie
1993 roku nastapita liberalizacja przeplywéw kapitatowych, ktéra miata znacz-
ny wplyw na utrate kontroli ksztaltowania podazy pienigdza przez bank cen-
tralny (Polariski, 2005). Na problemy polityki stabilizacyjnej w tym okresie mégt
si¢ réwniez wplyna¢ fakt, ze od 1994 polska gospodarka zaczeta byé réwniez
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Ryc. 6. Mediany rozkladéw a posteriori warunkowe] wariancji w réwnamu obserwac]l
(pogrubiona linia na panelu A) oraz w réwnaniu trendu (pogrubiona linia.na panelu B),

a takze dolne i gérne krarice 95% przedzialéw o najwyzszej gestosci a posteriori (zwykla linia).
Wszystkie charakterystyki zostaly obliczone przy uzyciu modelu LL-GARCH-Student

w duzym stopniu zasilana ze zrode} zewngtrznych pochodzqcych z nadwyzk1
w handlu przygranicznym (Polszakiewicz, 2005). Liberalizacja przeptywow
kapitalowych spowodowala, ze polska gospodarka stangla wobec tzw. dyle-
‘matu niespéjnego czworokata. Polega on na tym, ze wladze monetarne nie
mogg jednoczesdnie prowadzi¢ autonomicznej polityki pienigznej, stabilizowad
kursu walutowego, zapewni¢ pelnej mobilnosci przeplywéw kapitatlowych oraz
umozl1w1c pelng wymiane handlowq (Polanskl, 2005; Polszakxewu:z 2005).

4. PODSUMOWANIE

Giéwnym celem tego artykutu byto zastosowame modeli, z parametram1 ge-
nerowanymi przez procesy stochastyczne, do opisu dynamiki.inflacji w Polsce.
Badania dotyczyly miesiecznych obserwacji wskaZnika cen konsumenta CPI
w okresie od stycznia 1992 do grudnia 2007 roku. ‘
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Punktem wyjscia bylto wykorzystame i poréwnanie mocy objagniajacej
najnowszego modelu Stocka i Watsona z innymi modelami. Czgs¢ z tych modeli
byla juz uzywana wczesniej w badaniach empirycznych, inne za$ to nowe
konstrukcje modelowe. Dotyczy to zwlaszcza modelu LL-GARCH-Student,
ktéry uzyskal najwieksze prawdopodobieristwo a posteriori. Modelowanie
proceséw ukrytych o-bardzo grubych ogonach jest zagadnieniem' zupetnie
nowym i okazato si¢ wazne w wyjasnianiu zmiennosci inflagji. '

 Wspdtezynnik korelacji miedzy przyrostami inflacji (CPI) a ich pierwszymi
opdZnieniami:dat mozliwos¢ wyodrgbnienia dwéch zasadniczych podokreséw.
Pierwszy to lata 1992-1994, gdzie widac jego wyraZny spadek z -0,1 do -0,5
oraz okres pézniejszy po roku 1994, kiedy nastapita stabilizacja struktury in-
flacji.

- Na koniec nalezy réwniez doda¢, ze poza dobrze udokumentowanymi
przestankami empirycznymi w najnowszej literaturze swiatowej, jak dotad nie
ma prostego wytlumaczenia losowosci parametréw w modelach inflagji. Jako
przyczyny losowosci Stock i Watson (2007) podajg szeroko rozumiane zmiany
w strukturze gospodarki, zalozeni polityki monetarnej, rozwéj rynkéw finan-
sowych czy tez zmiane natury potencjalnych szokéw wplywajacych na a gospo-
darke '
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DODATEK A

Analiza stabilnosci estymatora Newtona-Raftery’ego

W czgéci 3, do obliczenie mocy objasniajacej konkurujgcych modeli oraz nada-
nia im odpowiedniej rangi, postuzono si¢ metodq Newtona-Raftery’ego. Jak
wiadomo, gléwng wada tego estymatora jest jego niestabilnoéé, poniewaz nie
spelnia on centralnego twierdzenia granicznego (Carlin i Louis, 2000). Z prak-
tycznego punktu widzenia dzieje sie tak, poniewaz bardzo male wartosci funkdji
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wiarygodnosci - w znaczny spos6éb wplywajgq na wielkoé¢ sredniej harmonicz-
nej, dlatego tez wazne jest sprawdzenie jak ksztaltowaly sig, wraz ze wzro-
stem cykli, jego realizacje dla poszczegélnych modeli. Rycina A.1 przedstawia
przebieg brzegowej gestoscn wektora obserwacji w zaleznosci od liczby cykli,
Jak widaé zachowanie sie estymatorow Newtona-Raftery ego dla kazdego
modelu bylo stabﬂne. - :
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Ryc. A.1. Wartosci logarytmu estymatora Newtona-Raftery’ego wraz ze wzrostem liczby cykli
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