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ABSTRACT

D. Kosiorowski. Certain Applications of Student Depth in Robust Economic Analysis. Folia
Oeconomica Cracoviensia 2010, 51: 27-55.

In this paper we present selected application of Mizera & Muller location — scale depth. We
focus our attention on a Student depth function and propose several statistical procedures
based on that statistical depth function.
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1. WPROWADZENIE

Z formalnego punktu widzenia procedury odporne rozpatruje sie obecnie jako
funkcjonaly statystyczne, definiowane na pewnej przestrzeni funkcji rozkltadu
(por. Huber i Ronchetti 2009). Statystyk analizuje zachowanie si¢ procedury
w pewnym otoczeniu zakladanego przez nigq rozkladu. Rozpatrywane w ba-
daniu rozktady precyzujg wiedze statystyka na temat mechanizmu losowego,

" Niniejsza praca powstala dzieki cze$ciowemu wsparciu finansowemu, udzielonemu ze strony
Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego RP w postaci grantu nr NN 111 193036.
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rzadzacego zjawiskiem. Otoczenie zakladanego przez procedure rozkladu
ujmuje mozliwe odstepstwa od przyjmowanych zalozeri odnosnie do zjawiska.
Odstepstwa moga dotyczyé wystepowania posréd danych: obserwagji obar-
czonych sporym bledem, bledng specyfikacje rozpatrywanego zjawiska itd.
Otoczenia konstruowane sg z wykorzystaniem stosownej odleglosci pomiedzy
rozkladami prawdopodobieristwa. Wykorzystuje si¢ w tym celu miedzy inny-
mi odleglos¢é Kolmogorowa, odleglos¢ Prohorowa (por. Jureckova i Picek 2006).

Istnieje co najmniej kilka, po czesci alternatywnych a po czesci komple-
mentarnych, podejs¢ do pomiaru odpornosci procedury statystycznej. Znane
sq tez podejscia majace charakter wylacznie jakosciowy. Historycznie pierwsza
wlasno$¢ procedury, ktéra zostala wykorzystana do pomiaru jej odpornosci,
wigzala sie z pojeciem efektywnosci wzglednej estymatora w pewnym zakre-
sie rozpatrywanych modeli. Obecnie centralng role odgrywaja pojecia: funk-
cji wpltywu Hampela (patrz Hampel i in. 1986) oraz punktu zalamania
i punktu zatamania préby skoriczonej Donoho i Hubera
(Donoho i Huber 1983).

Przypusémy, ze zastanawiamy si¢ nad wplywem na warto$¢ pewnej sta-
tystyki T,_; = T(x,...,X,), Zmieszania zbioru obserwadji x,,...,x, | z obserwacjq
odstajaca X. Oznaczmy taki zmieszany zbiér danych jakox,,...,x, |,X oraz wartos¢
statystyki przy takim zmieszaniu 7, = T(x,...,X,,X). Wptyw na warto$¢ staty-
styki w przedstawionej sytuacji mozna mierzy¢ za pomoca zaproponowanej
przez Tukey’a krzywej wrazliwo$ci.

Krzywa wrazliwos$ci (ang. sensitivity curve) nazywamy:

SC(X) = n(T, - T,,). (1)
Z definicji wynika natychmiast, ze:
T,=T,,+ 1/nSC,(X). (2)

Niezmiernie popularna obecnie funkcja wplywu jest wersjq krzywej wraz-
liwosci w przypadku populacji. Funkcja wplywu zostata zaproponowana przez
F. Hampela (Hampel 1975).

Rozwazmy mieszaning dwdéch rozkladéw F, = (1 — &F + &5, gdzie &,
oznacza rozklad skoncentrowany w punkcie. Mozemy okresli¢ jakosciowo od-
pornos¢ procedury poréwnujac I(F) i T(F) w sytuacji, gdy € — 0. Aby ujaé
odpornos¢ ilosciowo, wygodnie jest postuzy¢ sie funkcja wpltywu (ang.
influence function) definiowang:

@)

Funkga wplywu jest jedng z najwazniejszych charakterystyk funkcjonatu
statystycznego, estymatora. Wartos¢ IF(x; T, P) mierzy efekt zakiécenia funk-
conatu T poprzez pojedynczg wartos¢ x. Odporny funkconal T powinien
mie¢ ograniczong funkcje wplywu.

IF(x;T,F) = lirré _T(_F‘_E_)_;T_(F)
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Bez watpienia najciekawsza (Davies i Gather 2005, Davies 2002) z prak-
tycznego punktu widzenia miara odpornosci procedury statystycznej jest wersja
koncepcji punktu zalamania odnoszaca si¢ do préb skoriczonych, a mianowicie
tzw. punkt zatamania préby skoriczonej, wprowadzony przez
Donoho i Hubera! (Donoho i Huber 1983).

Przypusémy, ze dysponujemy prébg X" = {x,,...,x,}, zZlozong z n obserwacji
generowanych przez zakladany model oraz niech Y” = {y,,...,y,} oznacza
m dowolnych (by¢ moze szczegdlnie odstajacych) obserwacji. Oznaczmy przez
Zrm = X" U Y™ prébe powstalg z polaczenia powyzszych zbioréw obserwa-
qgji. Okredlimy ja mianem g, zmieszanej, préby gdzie g, = n—Tm—

Wielko$¢ |T(X" U Y™) — T{X")| oznacza obciazenie statystyki, natomiast
maksymalne obcigzenie statystyki T, powstajace przy &, zmieszaniu, oznaczy-
my jako:

B(€,, T, X™) = sup|T(X" 0 T™) — T(X")|. 4)
-

Punkt zatamania préby skoriczonej (Donoho i Huber 1983)
definiujemy jako:

BP(T,X") = inf{&, : B(g,,T,X") = oo}. (5)

Punkt zatamania préby skoriczonej posiada odpowiednik w populacji.
Przypusémy, ze otoczenia rozkladu generujacego dane definiujemy z wykorzy-
staniem odleglosci mieszaniny dwéch rozkladéw. Niech F oznacza zakladany
rozktad, natomiast / oznacza rozklad reprezentujacy blad, zaburzenie (odstep-
stwo od modelu). Rozwazamy model mieszaniny postaci: F, = (1 - &)F + €H.
Wprowadzajac pojecie maksymalnego obcigzenia przy tego rodzaju
£ — zmieszaniu, tzn.:

B(e,T,F) = sup|T(F¢) — T(F)|, (6)

otrzymamy definice punktu zalamania procedury statystycznej F. Ham-
pela (Hampel 1968):

eX(T,F) = inf{e : B(¢,T,F) = oo}. (7)

Punkt zalamania préby skoriczonej wskazuje na maksymalng frakcje ob-
serwacji odstajacych w prébie, ktéra nie sprawia, ze procedura statystyczna
~tamie si¢” — np. obcigzenie wskazania estymatora staje sie nieakceptowalne.
Koncepcja punktu zatamania zalezy od odlegtosci wykorzystywanej do kon-
struowania otoczenn zakladanego rozkladu generujacego obserwacje. Zalezy

! Nalezy podkresli¢, ze koncepcja punktu zalamania ma wiele, czesto istotnie rézniacych sie
wariantéw. Mamy tutaj m.in. zastosowanie pojecia w przypadku préb zaleznych, szeregéw cza-
sowych itd. (por. Genton i Lucas 2003).
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takze od zagadnienia, do ktdrego si¢ stosuje. Czyms$ odmiennym jest ,zalama-
nie si¢” estymatora polozenia centrum, estymatora wielowymiarowego roz-
rzutu czy estymatora parametréw funkcji regresji (por. Davies 2002).

Zagadnienia odpornosci wiazg si¢ niemalze z kazda procedura statystycz-
ng wykorzystywang w ekonomii. Mozna méwi¢ o odpornej, bankowej proce-
durze scoringowej, odpornej prognozie inflacji badZz odpornym szacowaniu
ryzyka ubezpieczeniowego. Warto zauwazyd, ze statystyka pojawia si¢ w eko-
nomii nie tylko na poziomie szacowania, weryfikacji pewnego modelu, ale takze
na poziomie poje¢, ktérymi postuguje si¢ ekonomista. Produkt narodowy brut-
to, tempo wzrostu gospodarczego, dobrobyt, sprawiedliwos¢ spoteczna, dys-
kryminacja na rynku pracy — to agregaty statystyczne. Mozna zada¢ pytanie:
czy agregaty te sa odporne?

Zdaniem autora zasade jest wyodrebnienie ze zbioru postepowan, wyko-
rzystujacych statystyke w ekonomii, tzw. odpornej analizy staty-
stycznej. Analize, ktéra mozna opisac jako ciagle stosowanie wysoce efek-
tywnych narzedzi statystycznych w procesie decyzyjnym, z naciskiem na
poszukiwanie tendencji wyznaczonej przez wiekszo$¢é roz-
patrywanych obiektéw. Mamy tu na uwadze analize opierajacg si¢ na
ustawicznie aktualizowanych danych (co godzing, co dzien itd.), dotyczacych
np. sytuacji na rynku ptodéw rolnych, na rynku nieruchomosci itd. Prezento-
wane w dalszej czeéci pracy odporne procedury indukowane przez uogélnie-
nia statystycznej funkdji glebi Tukey’a moga — zdaniem autora — znaleZ¢ szereg
zastosowan w tak rozumianej odpornej analizie statystycznej. Autor zywi
nadziejg, ze prezentowane pojecia w przyszlosci znajdg tez zastosowanie w eko-
nometrycznym modelowaniu zjawisk ekonomicznych, stajac si¢ alternatywa
np. dla proceséw GARCH, SV. Zagadnienia te wymagaja jednakze dalszych
studiéw.

2. UOGOLNIENIA GLEBI DOMKNIETE] POLPRZESTRZENI TUKEY’A

Rozwijany obecnie nurt odpornej, wielowymiarowej analizy danych, okresla-
ny mianem koncepcji glebi danych, zostal zapoczatkowany przez
propozydje Johna Tukey’a — miat on na celu rozszerzenie na przypadek wie-
lowymiarowy jednowymiarowych procedur statystycznych, opierajacych sie
o statystyki porzadkowe i rangi (Tukey 1975). Statystyczna funkcja
gtebi punktu x € R wzgledem rozktadu prawdopodobieristwa F okreslo-
nego na RY przyporzadkowujgca punktowi x najmniejsze prawdopodobieristwo
zgromadzone na domknietej pétprzestrzeni, do ktdrej brzegu nalezy x, nazy-
wamy gltebia domknigtej pétprzestrzeni badz gtebig Tukey’a.

TD(x; F) = infy{P(H) : x € H i H jest domknieta potprzestrzenia R‘}.  (8)
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W przypadku préby X* = {x,,...,x,} rozklad prawdopodobieristwa F za-
stepujemy rozkladem empirycznym F,. W przypadku préby definicje mozna
zapisa¢ réwnowaznie:

TD(y; X) = 5 - min#{i : u'x, < vy}, ®

gdzie, u przebiega wszystkie wektory w R? z u| = 1.

Glebia Tukey’a umozliwia porzadkowanie punktéw x € R? wzgledem roz-
kltadu prawdopodobienistwa F (rozkladu z préby F,) na zasadzie odstawania
od centrum — punktu, w ktérym statystyczna funkcja glebi przyjmuje wartosé
maksymalng, okreslanego mediang Tukey’a.

Glebia Tukey’a w punkcie x € R przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1].
Niewielkie wartosci odpowiadajg peryferiom rozkladu, wartosci blizsze jedno-
$ci odpowiadajg centrum rozkladu. Zbiér punktéw:

Dy, = {x € R?: D(x,F) = a3},
nazywamy & — obszarem centralnym, zbiér punktéw:
Cy=1{x e RY: D(x,F) = a}

nazywamy konturem rzedu. Obszary centralne tworza zagniezdzona
rodzing wypukltych obszaréw. Rozklad empiryczny dowolnego zbioru danych
Xr e R? jest jednoznacznie wyznaczony przez jego empiryczng glebie Tukey’a,
tzn. liste konturéw z préby. Glebia ta jest afinicznie niezmiennicza. Niektére
ze statystycznych glebi Tukey’a zostaly pokazane przez Donoho i Gasko (1992)
oraz Masse i Theoredescu (1994). Mamy tu na uwadze migdzy innymi zbiez-
nos¢ konturéw z préby do konturéw w populagji, stabg zbieznosé glebi z préby
w punkcie do odpowiednika w populagji, zbieznos¢ prawie na pewno mediany
Tukey’a z préby do jej odpowiedniczki w populagji. O ile glebia Tukey’a w punkcie
nie jest zbyt odporna, to mediana Tukey’a ma BP >20% oraz ograniczong funkgcje
wplywu. To wystarcza dla wielu zastosowarn praktycznych. Glebia Tukey’a nie
wykorzystuje informacji metrycznych zawartych w prébie. To jej zaleta w kon-
tekscie zastosowan w badaniach zmiennych o wartosciach na stabszych anizeli
ilorazowa skalach.

Na rycinie 1 przedstawiono wykres konturowy gtebi Tukey’a dla préby
200 obserwadji, wygenerowanych z mieszaniny dwuwymiarowego rozkladu
normalnego o udziale 80% i dwuwymiarowego rozkladu T-Studenta o trzech
stopniach swobody i udziale 20%. Przeciecie linii przerywanej reprezentuje me-
diang Tukey’a z proby, przecigcie linii koloru czarnego reprezentuje wektor
$rednich. Na rycinie 2 przedstawiono wykres konturowy gltebi Tukey’a dla
proby powiatéw wojewddztw 16dzkiego, dolnoslaskiego, mazowieckiego i ma-
lopolskiego, rozpatrywanych ze wzgledu na stope bezrobocia rejestrowanego
w latach 2004 i 2009. Przeciecie linii reprezentuje mediane Tukey’a.
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Zrédlo: Obliczenia wlasne.

Ryc. 1. Kontury glebi Tukey'a dla pr6by z mieszaniny rozkladu normalnego (80%)
i rozkladu T-Studenta o trzech stopniach swobody (20%)
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Rys. 2. Kontury glebi Tukey’a dla préby powiatéw rozpatrywanych co do stopy bezrobocia
rejestr. w latach 2004 i 2009

Glebia Tukey’a posiada centralng pozyce w koncepdji glebi danych. Zna-
nych jest wiele sposobéw jej uogélnienia, ktérych najbardziej znane jest podej-
$cie Zhanga, opierajace sie na metodologii projection pursuit (Zhang 2002) oraz
podejécie Mizery (Mizera 2002; Mizera i Muller 2004). Niniejsza praca ma na
celu zaprezentowanie wybranych mozliwosci zastosowania podejscia Mizery
i Mullera w odpornej analizie ekonomicznej.
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3. GLEBIA POLOZENIA-ROZRZUTU MIZERY I MULLER

Przypusémy, ze staramy si¢ znaleZzé dopasowanie (punkt wiernie odda-
jacy polozenie, postac¢ zaleznosci itp.), element pewnego zbioru parametréw
0 € @ do obserwacji Z"= {z,,...,z,} generowanych przez rozklad wektora lo-
sowego Z. W celu wskazania optymalnego dopasowania przyjmuje si¢ pewne
kryterium optymalnosci, np. pewna funkcje obserwacji F. Oznaczmy wartos¢
funkcji kryterium w punkcie z;jako F;. Mozna przyjaé, ze im nizsza wartosé F;
tym lepiej 8 odzwierciedla z. Na ogét nie istnieje dopasowanie jednostajnie
najlepsze dla wszystkich obserwadji z;, dlatego tez decydujemy sie¢ na pewien
kompromis, przykladowo na sume F;.

Glebia w ujeciu Mizery odzwierciedla pewien stopieri dopuszczalnosci
dopasowania, zwazywszy na rozpatrywany zbiér danych. Jest rozwinigciem
ogolnej definiqji glebi przedstawionej w artykule Rousseeuw i Hubert (1999),
a wywodzacej si¢ od glebi Tukey’a. Glebia dopasowania 8 oznacza najmniejszg
liczbe obserwadji, ktérych usunigcie z préby sprawia, ze 0 przestaje by¢ dopa-
sowaniem, to znaczy staje si¢ wartosciag parametru, ktéra zwazywszy na roz-
patrywany zbiér danych jest niedopuszczalna — wartosé glebi réwna si¢ wéw-
czas zero. Mizera proponuje mianowicie: niech Z"= {z,,...,z,} oznacza
n-elementowa probe z Z, niech N = {l1,...,n} oznacza zbiér indekséw, niech
A4 < N oznacza pewien podzbiér zbioru indekséw. Zalézmy, ze funkcja kryte-
rium F dziala ze zbioru parametréw 9 w zbidr [0, «) oraz, ze jest okreslona
dla kazdej obserwacji z; € Z", F5, () =

Wartos¢ parametru GGGCG nazw1emy stabo optymalng w® wzgle-
dem 4 c N (wzgledem obserwacji o indeksach z 4), jezeli 4 # ¢ i nie istnieje
8 c O taki, ze F; (0) < F; (0) dla wszystkich i € 4.

Definiujemy globalna glebie dopasowania®e® jako:

DG(©,7Z") = min#{4 c N : O nie jest stabo optymalny w © wzgledem 4’}, (10)

gdzie 4’ oznacza dopelnienie zbioru 4. (Ile wynosi minimalna liczba obserwa-
qji, ktérych usunigcie sprawia, ze dopasowanie przestaje bys optymalne wzgle-
dem obserwacji, ktére zostaly.)

Typowe funkcje kryterium w wielowymiarowym zagadnieniu poloZenia maja
postaé: Fi(z;) =lz;— 0] badZ F(z;) =|z;— 6|>. W zagadnieniu regresji liniowej:
gdzie z; = (x,,y,) powszechnie wykorzystuje si¢ funkcje kryterium postaci:
F; ()= (v, - x!6)? albo F; ()= |y, — x'6|.

Biorac pochodne w zagadnieniu optymalizacyjnym funkgcji kryterium Mi-
zery definiuje glebie styczng dopasowania 0 jako:

DO Z) = ;—infg{i . WVF,©)2 0}, (10)
u#

gdzie VF;(0)to gradient funkgji kryterium dla dopasowania 6 w ustalonym
punkcie z.
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W wielowymiarowym zagadnieniu polozenia gradient funkgji kryterium
ma postaé: VF; (0) = 0 — z, dlatego tez:

D6, Z") = mi%#{i u@-2)=20} = mir}#{i : Z,€ Hy,}. (11)
u lu)=

Powyzsze sformulowanie jest rtéwnowazne z oryginalng definicja glebi
domknietej pdtprzestrzeni Tukey’a (1975) oraz Donoho i Gasko (1992).

W przypadku regresji liniowej dla kryterium F(8)= 1/2(y, - x!6)%
TD(©;Z") = min#{i : —u'x,(y;~ x!0) 2 0} = min#{i : sgn(u'x;)sgn(y,—0'x;) = 0}. (12)

Latwo zauwazy¢ tu oryginalng definicje glebi regresyjnej Rousseeuw i Hu-
bert (1999).

y [%]

05 1,0 1‘,5 z;,o 25 :;.0 35
x [%]

Ryc. 3. Miesieczna stopa inflacji (x) vs. miesieczna stopa bezrobocia w Polsce w 2009 r.
Dopasowania uzyskane za pomoca pieciu kryteriéw
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Ryc. 4. Liniowa funkcja regresji dopasowana do zbioru danych CYGOB1
za pomocy pieciu alternatywnych kryteriéw
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Na rycinach 3 i 4 pokazano przyklady zastosowania estymatora maksy-
malnej glebi regresyjnej w poréwnaniu z estymatorami NK, M-, LTS (najmniej-
szych przycietych kwadratéw) i LMS (najmniejszej mediany kwadratéw). Esty-
mator maksymalnej glebi regresyjnej Rousseeuw i Hubert odznacza sie punktem
zalamania bliskim 30%, dobra szybkosciag zbieznosci oraz efektywnoscia.
O modelu generujacym dane zakladamy jedynie, ze warunkowa mediana od-
powiedzi jest liniowa wzgledem zmiennych objasniajacych. Glebia dopasowa-
nia (prostej) réwna jest minimalnej liczbie obserwacji, ktére napotykamy ob-
racajac dopasowanie do pozycji pionowej.

Mizera rozszerza swoje rozwazania na przypadek populacji. Wprowadza
pole losowe na rozwazanej w danym zagadnieniu borelowskiej o algebrze zbio-
réw, pole reprezentuje mozliwe populacje generujace dane. Oznaczajac przez
O, (E) = {z : Oy € E}, przeciwobraz zbioru E przy funkci @, przyjmujac, jak
poprzednio: ®y(Z) =V F,(0) oraz przyjmujac, ze Py = P o &y! definiujemy glebie
styczng parametru 0 przy rozkladzie prawdopodobieristwa P jako:

TD(®,P) = D(Py) = D(P o @) = inf P(®;(H,). (13)

Mizera pokazuje zastosowanie powyzsze definicji miedzy innymi w przy-
padku parametru poloZenia i regresji liniowej, uzyskujac dolne ograniczenie
dla BP procedury indukowanej przez glebie.

Zdaniem autora warto zwrdcic¢ szczegélng uwage na rozwinigcie podejscia
Mizery wigzace si¢ zastosowaniem funkgji kryterium wywodzacych sie z za-
sady najwigkszej wiarygodnosci. Niech y; oznaczaja realizacje niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, o gestosci f, wyznaczone z do-
kladnosciaq do parametru polozenia u i rozrzutu o. W takiej sytuacji logarytm
wiarygodnosci préby przyjmuje postac:

n —
) [—logf ( Lo ]+ logo|. (14)
i=]
Mizera i Muller proponuja, aby jako funkcje kryterium przyjaé:

Fi(u,0) = —logf (y—:di] + log o, (15)

oraz jako definicje glebi — formule glebi stycznej zaproponowang przez Mi-
zere (2002):

DO, ") = infi {i : - F(8) > 0}.
uz#

Uzyskana w ten sposéb rodzine funkgji glebi, zalezng od przyjetej funkdji
gestosci, nazywaja glebiami polozenia-rozrzutu.

DEFINICJA 1. Gtebia potozenia i rozrzutu Mizery
i Muller punktu (4,0) € R x [0,.0) wzgledem préby Y” = {y,,...,y,} okreslona
jest wyrazeniem:
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D03 Y") = inf} {f (418 [Z . ;T_f)lj > o}, o> 0

=#{i:y,=pu), dlac=0, (16)

gdzie 7; jest skrotem dla (y; — 4)/ o oraz y,y zaleza od gestosci f y(r) =
= (Hogf(7))" = f(0)/f(7) oraz x(7) = ty (7).

Ustalajac jeden z parametréw, otrzymujemy definicje gtebi polozenia badZ
glebi rozrzutu. Definicja 1 daje wiele mozliwoéci — umozliwia wprowadzenie
calej rodziny glebi zaleznych od gestosci, np. gestosci f rozkladu Studenta z stop-
niami swobody:

T,
D((u,0,Y") =Jr;%# {:’ : (ul,uz)(ﬁ_l(fiz _ 1)) > 0} . (17)
DEFINICJA 2. Gigebia Studenta potozenia i rozrzutu
punktu (#,0) € R x [0,00) wzgledem rozkladu prawdopodobieristwa R na R

okreslona jest wyrazeniem:
D((u,0),P) = inf  P{y:uy—p) + u((y — u)? - c% 2 0}. (18)

(uu,)#0
Empiryczna glebie Studenta otrzymamy zastepujac rozkiad P jego empi-
rycznym odpowiednikiem P,. Glgbia Studenta jest dwuwymiarowa giebig
Tukey’a na ptaszczyZnie Poincare’a, bedacej modelem hiperbolicznej geometrii
Lobaczewskiego. Dla dowolnego rozkladu prawdopodobiefistwa o ciaglej dys-
trybuancie i o spéjnym nosniku D((¢,0),P) < 1/2, istnieje punkt o maksymalnej
glebi i jest on wyznaczony jednoznacznie — istnieje punkt (i#,0) taki, ze
D((11,0),P) 2 1/3. Mozna zdefiniowa¢ symplicjalng glebie potozenia-rozrzutu,
ktora jest niezalezna od wiasnosci metrycznych préby. Giebia potozenia-roz-
rzutu jest ekwiwariantna wzgledem polozenia i rozrzutu: jezeli punkty préby
przeksztatcimy za pomoca g(y) = ay + b, wéwczas glebia przeksztalconego pa-
rametru (au + b,ao) jest taka sama jak (u,0). Glebia Studenta jest niezmiennicza
wzgledem grupy Mobiusa. Dla symetrycznych rozkltadéw x4 mediany Studenta
lezy blisko mediany z préby, dla rozkladéw asymetrycznych jednomodalnych
4 mediany Studenta — lezy blizej modalnej niz mediana, o mediany Studenta
jest na ogdl mniejsze niz MAD. Gigbia Studenta dla dowolnego rozkladu P
zbiega jednostajnie wzgledem (1,0) prawie na pewno D((4,0),P,) = D((u,0),P).
Mozna pokazaé zbieznosé konturéw z préby do konturéw w populacji oraz
zbiezno$¢ prawie na pewno estymatora maksymalnej giebi — mediany Stu-
denta. Postac¢ rozkladu asymptotycznego mediany Studenta nie jest znana. Szyb-
kosé zbieznosci rzedu vn wynika z ogélnej teorii, wydaje sie, Ze jest lepsza.
Punkt zalamania BP mediany Studenta wynosi 33%. Pozostaje otwarty pro-
blem: czy glebia Studenta charakteryzuje rozktad jednoznacznie? Giebia Stu-
denta dobrze wychwytuje asymetrie oraz ttuste ogony populacji. Mediana Stu-
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denta jest zgodnym estymatorem centrum symetrii populacji. W kontekscie
zastosowan glebi polozenia-rozrzutu wskazmy przykladowo, ze ocena wlasnej
sytuacji w grupie przez jednostke zalezy od jej odleglosci do centrum (poto-
zenie), panujacego w grupie zréznicowania pozycji (rozrzut) oraz przeswiad-
czenia 0 mechanizmie losowym, generujacym poszczegdlne pozycje (gestosé).

Ryciny 5-14 przedstawiajg wykresy konturowe glebi Studenta dla wybra-
nych a czesto wykorzystywanych w ekonomii, rozkladéw oraz dla mieszanin
rozkltadéw. Z rysunkéw jasno wynika, ze glebia Studenta jest wrazliwa na typ
rozktadu. Wykres konturowy moze zosta¢ wykorzystany jako alternatywa dla
wykresu kwantyl-kwantyl. Jego zaletg jest to, Ze nie musimy skalowac danych
co jest konieczne w przypadku wykresu kwanty—kwantyl. Z rycin wynika, ze
wykres konturowy bardzo dobrze wychwytuje asymetrie rozkladu oraz zmie-
szanie rozkladu z rozkladem reprezentujacym zaburzenie.

e .
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™

Zrédto: obliczenia wiasne.

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 6. Kontury glebi Studenta dla rozkladu Studenta t o dwéch stopniach swobody
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Zrédto: obliczenia whasne.
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Ryc. 7. Kontury glebi Studenta dla rozktadu N(0,1)

Zrédlo: obliczenia whasne.

Rye. 8. Kontury glebi Studenta dla rozkladu lognormalnego o parametrach 1i 0,5

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Ryc. 9. Kontury glebi Studenta dla rozkladu y?o dwéch stopniach swobody
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J Zrodlo: obliczenia wlasne.

Ryc. 10. Kontury glebi Studenta dla rozkladu wykladniczego o wartosci parametru rownej 1
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Zrédio: obliczenia wiasne.

Ryc. 11. Oszacowanie gestosci mieszaniny rozkladu N(0,1) (udzial 90%) i rozkladu N(@10,1)

Ryc. 12. Kontury glebi Studenta dia mieszaniny rozklad

DY

(udziat 10%)
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,u

i rozktadu N(10,1) (udziat 10%)

Zrodito: obliczenia whasne.

u N(0,1) (udzial 90%)
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Zr6dio: obliczenia wiasne.

Ryc. 13. Oszacowanie gestosci mieszaniny rozkladu #(3) (udzial 80%) i rozktadu N(10,2)
(udzial 20%)

12 14
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Zr6dio: obliczenia wiasne.

Ryc. 14. Kontury glebi Studenta dla mieszaniny rozkladu #(3) (udzial 80%)
1 rozkladu N(10,2) (udzial 20%)

Procedury statystyczne indukowane przez statystyczne funkcje glebi cze-
sto traktowane sg jako niezalezne, ktdre nie majg zwiazku z procedurami sta-
tystycznymi, rozwijanymi w ramach gléwnego nurtu statystyki odpornej. Po-
dejscia Mizery i Mizery i Mullera pokazuja, Ze istnieje $cisly zwigzek pomiedzy
koncepcja glebi danych a dorobkiem klasycznej statystyki matematycznej. Dla
przykladu ponizej wskazemy na zwigzki estymatoréw maksymalnej glebi
z szeroko rozpowszechniong klasg M-estymatoréw (por. Maronna i in. 2006).
M-estymatory wywodzace sie z metody najwiekszej wiarygodnosci wystepuja
jako estymatory odporne w wiekszosci komercyjnych pakietéw statystycznych.

Rozwazmy jednowymiarowy zbiér danych X" = {x,,...,x,} o rozkladzie
empirycznym F,y. Niech 4(-) oraz s(-)oznaczaja jednowymiarowe, ekwiwariantne
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funkcjonaty polozenia i rozrzutu na rodzinie jednowymiarowych rozktadéw
prawdopodobienistwa. Wéwczas M-estymator polozenia i rozrzutu definiuje-
my odpowiednio jako rozwiazanie (f,0) réwnari:

1 S (x- B _
EZ{W(S(FM) )_O, (19)

i_-lu(FnZ) =
L

gdzie y oraz y oznaczajg stosownie dobrane funkcje, odpowiednio nieparzy-
sta 1 parzysta.
Zauwazmy, ze wielkos¢:

Op=|3. "’[si;nf)) /n ) 1)
ﬂ_}

F.
mozna potraktowad jako miare odstawania S wzgledem zbioru danych X", F,
natomiast jako uogdlnienie funkcji kryterium Mizery i Mullera.
Aby zdefiniowa¢ giebie polozenia mozna postuzy¢ si¢ podejsciem
Mizery i okredli¢ jg jako:

D(BX") = H—OW:(,B,X"—)' 22)

Podobnie wielko$é:

C F
0yl X) = Z”(Z"'# / @3
i=1
G;

mozemy potraktowac jako miare odstawania charakterystyki rozrzutu owzgle-
dem {|x, — u(F,)l,....|x; = u(F,2)|}, G;natomiast jako funkcje kryterium.
Odpowiednia funkcje¢ glebi charakterystyki rozrzutu definiujemy
jako:
1
" = 24
D(oX"1) =17 0. (oX)" (24)
Zauwazmy zatem, ze M-estymatory polozenia i rozrzutu sg po prostu
estymatorami maksymalnej glebi zdefiniowanych powyzej funkgji glebi 22 i 24
badZ estymatorami maksymalnej glebi stycznej Mizery.
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4. ZASTOSOWANIA GLEBI STUDENTA

Laczne szacowanie charakterystyk polozenia i rozrzutu zmiennej losowej po-
jawia si¢ w wielu szczegdlnie istotnych z punktu widzenia zastosowan prak-
tycznych zagadnieniach statystyki matematycznej. Dla przykltadu wskazmy na
popularny test {-Studenta, potrzebe lacznego szacowania oczekiwanej stopy
zwrotu i ryzyka portfela, szacowania skltadnikéw mieszaniny generujacych
obserwacje w analizie skupisk. Glebia Studenta odznacza si¢ dobrymi wlasno-
$ciami w prébach o wielkosci 30-50 obserwacji. Ryciny 15-18 przedstawiaja

=]
o

0 05 00 05 10 15 20

Ryc. 15. Oszacowanie gestosci mediany Studenta z préby N(0,1) x 80% + N(5,2) x 20%
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Ryc. 16. Oszacowanie gestosci mediany Studenta z préby
1(3,-5) x 15% + 1(3) x 70%+ 1(3,5) x 15%
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Ryc. 18. Oszacowanie gestosci mediany Studenta z préby rozktadu log normalnego (0,1)

oszacowanie jadrowe gestosci mediany Studenta wykonane na podstawie 50
elementowych préb z rozkladéw odpowiednio: mieszaniny N(0,1) x 80% +
+ N(5,2) x 20%, mieszaniny #(3,-5) x 15% + t (3) x 70% + ¢ (3,5) x 15%, rozkladu
wykladniczego 4 = 2 i log normalnego o parametrach 0 i 1. Oszacowania wska-
zuja, ze mediana Studenta dobrze wskazuje centrum i rozrzut gtéwnych sktad-
nikéw mieszanin, w przypadkach rozkladéw o asymetrycznych gestosciach
polozenie mediany Studenta jest blizsze modalnej, rozrzut mediany Studenta
przyjmuje mniejsza wartos¢ niz MAD.

Ryciny 19-21 przedstawiajg trzy zbiory danych zaczerpniete z ksigzki Ju-
reckowa i Picek (2006). Na rycinie 19 nie wystepuja obserwacje odstajace, na
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Rye. 19. Przykladowy zbiér danych bez jednostek odstajacych
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Ryc. 20. Przykladowy zbiér danych z jednostka odstajaca
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Zrédio: Jureckowa i Picek (2006).
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Ryc. 21. Przykladowy zbiér danych ze skupiskiem odstajacych
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rycinie 20 dostrzegamy pojedyncza obserwacje odstajaca, na rycinie 21
latwo zauwazy¢ skupisko obserwacji odstajacych. Wykorzystujac odpowied-
nie zbiory danych w celu skonstruowania 95% przedziatéw ufnosci dla war-
tosci oczekiwanych otrzymamy odpowiednio (49,19; 50,89), (43,045; 52,664),
(27,195; 47,763) w przypadku zastosowania znanej formuly x + 14,5/, _7 , oraz
otrzymamy przedziaty (49,36; 50,28), (49,401; 50,494), (48,629; 50,188), stosujac
za kazdym razem mediane Studenta, tzn. wspdlrzedna polozenia zamiast éred-
niej, a wspolrzedna rozrzutu zamiast odchylenia standardowego. Poréwnanie
przedzialéw wskazuje na przewage zastosowania mediany Studenta w przy-
padku wystepowania posréd danych jednostek odstajacych. Na rycinie 22 przed-
stawiono gestosci rozkltadu f-Studenta o dwdéch stopniach swobody i rozkta-
du N(3,2). Na rycinie 23 pokazano mediany Studenta z préb 30-elementowych
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Ryc. 23. Mediana Studenta z préby z ¢(2) — lewa strona i z N(3,2) prawa strona wykresu
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z tych rozktadéw. Rycina 23 sugeruje spory potencjal mediany Studenta
w kontekscie proponowania testéw istotnosci réwnosci dwéch rozkltadéw.

Na rycinach 24-27 przedstawiono wykresy konturowe glebi Studenta dla
stopy bezrobocia i przecigtnego wynagrodzenia brutto w powiatach Polski
w latach 2000 i 2005. W przypadku stopy bezrobocia w roku 2000 mamy osza-
cowanie polozenia i rozrzutu za pomocq mediany Studenta jako StudentMed
= (16.6; 3.97), wobec oszacowania za pomoca Sredniej arytmetycznej i odchy-
lenia standardowego x = 17,75, sd = 6,55. Sytuacja w roku 2005 przedstawia si¢
jako StudentMed = (21,46; 4,89), wobec X = 22,42, sd = 7,72. W przypadku prze-
cietnego wynagrodzenia brutto w roku 2000 mamy StudentMed = (1613,5; 99,7),
wobec X = 1706,16, sd = 251,2.

15

Zrédlo: obliczenia wlasne,
dane GUS.

Ryc. 24. Kontury glebi Studenta — stopa bezrobocia w polskich powiatach w roku 2000
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P ot Zrodlo: obliczenia wiasne,

dane GUS.
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Ryc. 25. Kontury glebi Studenta — stopa bezrobocia w polskich powiatach w roku 2005
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Zrédio: obliczenia wlasne,
dane GUS.

Ryc. 26. Kontury glebi Studenta — przecietne wynagrodzenie w polskich powiatach w roku 2000
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Zrédlo: obliczenia wlasne,
dane GUS.

Ryc. 27. Kontury glebi Studenta — przecietne wynagrodzenie w polskich powiatach w roku 2005

Dla tej samej cechy w roku 2005 StudentMed = (1931,43; 112,85), wobec
x = 2026,36, sd = 301. Latwo zauwazy¢ nizsze wartosci wskazan polozenia
i rozrzutu za pomoca mediany Studenta w poréwnaniu ze $rednig i odchyle-

niem standardowym.

Ryciny 28-31 przedstawiajg odpowiednio sto obserwacji wygenerowanych
z modelu AR(1) o parametrze ¢ = 0,5, wykres oszacowanej funkgji gestosci dla
tych obserwagji, wykres kwantyl-kwantyl i konturowy wykres glebi Studen-
ta. Konturowy wykres glebi Studenta sugeruje sko$nos¢ rozkladu, jednakze
podobnie jak wykresy kwanty—kwantyl i wykres gestosci wskazanie na auto-
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Ryc. 28. Sto obserwacji wygenerowanych z modelu AR(1): ¢ =0,5
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Ryc. 29. Oszacowanie gestosci dla 100 obserwacji z modelu AR(1): ¢, = 0,5
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Ryc. 30. Wykres kwanty-kwanty dla obserwacji wygenerowanych z modelu AR(1): ¢,= 0,5



49

0,003

0,002
:

/

}

RN
IR
f{/ )

\-’"‘w
8 S RS
s b— ‘
0,002 —0,001 0.000 0,001
U
Ryc. 31. Wykres konturowy glebi Studenta dla obserwacji wygenerowanych z modelu AR(1): ¢, = 0,5
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Ryc. 32. Sto obserwacji wygenerowanych z modelu GARCH(2,1) : ¢,=0,2, a,= 04, B, =-06
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Ryc. 33. Oszacowanie gestosci dla 100 obserwacji z modelu GARCH(2,1)
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uporzadkowane wartosci

kwantyle rozktadu normalnego

Ryc. 34. Wykres kwanty-kwanty dla obserwacji wygenerowanych z modelu GARCH(2,1)
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Ryc. 35. Wykres konturowy glebi Studenta dla obserwacji wygenerowanych
z modelu GARCH(2,1) : @,= 0,2, &,= 0,4, 8,=-06
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korelacje nie jest wyrazZne. Nieco lepiej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku
modelu GARCH(2,1). Ryciny 32-35 przedstawiajg analogiczne wykresy co ryciny
28-31 w przypadku modelu AR(1). Jednakze i w tym przypadku manifestacja
efektu GARCH (ogdlniej braku niezaleznosci obserwacji, np. reszt regres;ji)
w postaci wykresu konturowego glebi Studenta nie jest jednoznaczna. W kon-
tekscie dalszych studiéw zagadnienia wydaje si¢ zasadnym rozwazenie wy-
kresu ruchomej mediany Studenta w charakterze narzedzia wskazujacego na
wystepowanie efektu GARCH.

Rycina 36 przedstawia wykres dziennych prostych stép zwrotu z akgji spétki
IBM 01.02.1970-31.12.2008 roku, dane zaczerpnieto ze strony internetowej kla-
sycznego podrecznika analizy finansowych szeregéw czasowych Tsay (2010).



10

wartos¢

-10

-20

0 2000 4000 6000 8000 10000
czas

51

Zrédto: obliczenia wlasne,
dane Tsay (2010).

Ryc. 36. Dzienne proste stopy zwrotu z akgji spéiki IBM 01.02.1970-31.12.2008 roku
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Zrédto: obliczenia wlasne,
dane Tsay (2010).

Ryec. 37. Miesigczne wspdirzedne potozenia i rozrzutu mediany Studenta dla dziennych
prostych st6p zwrotu z akcji sp6tki IBM 01.02.1970-31.12.2008 roku
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Zrédto: obliczenia wlasne,
dane Tsay (2010).

Ryc. 38. Diagram rozrzutu miesieczne wspélrzedne polozenia w chwili ¢ i rozrzutu w chwili
t - 1 mediany Studenta dla dziennych prostych stép zwrotu z akgji spétki IBM
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Zrédlo: obliczenia wiasne,
dane Tsay (2010).
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Ryc. 39. Diagram rozrzutu miesigczne wspéirzedne rozrzutu w chwili 7 i rozrzutu w chwili r- 1
mediany Studenta dla dziennych prostych stép zwrotu z akeji spéiki IBM

Opierajac si¢ na tym szeregu policzono miesieczne mediany Studenta, ktére
przedstawiono na rycinie 37. Na rycinie 38 przedstawiono diagram rozrzutu
wspotrzedna potozenia mediany Studenta 30-dniowej w okresie r wzgledem wspét-
rzednej rozrzutu w okresie ¢t — 1 wraz z naniesionym dopasowaniem maksymal-
nej glebi regresyjnej. Z ryciny wynika istnienie odwrotnego zwigzku pomie-
dzy $rednig stopg zwrotu a zmienno$cig stopy zwrotu. Z ryciny 39 wynika
natomiast istnienie dodatniego zwigzku pomiedzy zmiennoscia stopy zwrotu
w chwili ¢ a zmiennosciag w chwili # — 1. Wniosek opieramy na postaci dopaso-
wania wspéirzednych rozrzutu median Studenta w chwili 717 - 1.

Rycina 40 przedstawia wykres 10-minutowych logarytméw stép zwrotu,
zwigzanych z kursem DM/USD w czerwcu 1989, dane zaczerpnigto ze strony

DM/USDmi
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Zrédlo: obliczenia wlasne,
dane Tsay (2010).
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Ryc. 40. Logarytmy 10-minutowych stép zwrotu zwigzane z kursem DM/USD
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Ryc. 41. 6-godzinne wspélrzedne polozenia i rozrzutu mediany Studenta
dla logarytméw stép zwrotu, zwiazanych z kursem DM/USD
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Zrédlo: obliczenia wlasne
dane Tsay (2010).
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Ryc. 42. Diagram rozrzutu 6-godzinne wspétrzedne rozrzutu w chwili ¢ i rozrzutu
w chwili ¢ — 1 mediany Studenta dla logarytméw stép zwrotu DM/USD
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Zrédlo: obliczenia wlasne,
dane Tsay (2010).
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Ryc. 43. Diagram rozrzutu 6-godzinne wspéirzedne polozenia w chwili ¢ i rozrzutu w chwili
t - 1 mediany Studenta dla logarytméw stép zwrotu DM/USD
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internetowej klasycznego podrecznika analizy finansowych szeregéw czaso-
wych Tsay (2010). Opierajac sig¢ na tym szeregu policzono miesieczne mediany
Studenta, ktére przedstawiono na rycinie 41. Na rycinie 42 przedstawiono dia-
gram rozrzutu wspéirzedna polozenia mediany Studenta 6-godzinnej w okre-
sie t wzgledem wspdlrzednej rozrzutu w okresie 1 — 1 wraz z naniesionym
dopasowaniem maksymalnej glebi regresyjnej. Z ryciny wynika istnienie od-
wrotnego zwigzku pomiedzy Srednig stopa zwrotu a zmiennoscig stopy zwro-
tu. Z ryciny 43 wynika natomiast istnienie dodatniego zwiazku pomiedzy
zmiennoscig stopy zwrotu w chwili ¢ a zmiennoscia w chwili 7 — 1. Wniosek
opieramy na postaci dopasowania wspdlrzednych rozrzutu median Studenta
w chwili ti7-1.

5. PODSUMOWANIE

Procedury statystyczne indukowane przez statystyczne funkcje glebi cechuje
odpornos¢ przy jednoczesnie zadowalajacej efektywnosci. Jednolite spojrzenie
Mizery i Mizery i Mullera na funkcje glebi, wywodzace si¢ od glebi domknietej
polprzestrzeni, z jednej strony pozwala dostrzec zwiagzki koncepcji z dorob-
kiem klasycznej statystyki matematycznej, z drugiej strony — zaproponowacé
klase parametrycznych funkcji glebi wywodzacych sie z zasady najwigkszej
wiarygodnosci. Przykladem tej klasy parametrycznych funkgji glebi jest gtebia
Studenta. Glgbia Studenta jest wrazliwa na typ rozkladu generujacego obser-
wagdje, co daje nadzieje na jej wykorzystanie w weryfikacji hipotez dotyczacych
rozkiadu. Estymator maksymalnej glebi Studenta — mediana Studenta odzna-
cza si¢ bardzo dobrymi statystycznymi wiasnosciami. Mamy tutaj na uwadze
szybkos¢ zbieznosci z proby, wysoki punkt zalamania préby skoriczonej, zadowa-
lajacg efektywnosé. Mediana Studenta moze zosta¢ z powodzeniem wykorzysta-
na w procesie weryfikacji hipotez dotyczacych réwnosci rozkladéw, w analizie
skupisk, wstepnej analizie szeregéw czasowych. Warto podkresli¢, Ze estymator
ten odznacza si¢ dobrymi wtasnosciami w prébie o wielkosci trzydziestu
obserwacji. Fakt ten pozwala mie¢ nadzieje na szereg interesujacych zastoso-
wan glebi Studenta w odpornej analizie statystyczne;.
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