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ABSTRACT

J. Marzec, J. Osiewalski. Bivariate ZIP-CP type model in thejoint analysis of count variables. Folia Oeco-
nomica Cracoviensia 2012, 53: 5-20.

In the paper a generalization of the Berkhout and Plug (2004) bivariate Poisson regression model is
proposed; in the Berkhout and Plug model one of the variables has the marginal Poisson distribu-
tion, while the other follows the conditional Poisson distribution. In the new model the marginal
distribution is of the ZIP type and has the same parameterization as the hurdle model. Bayesian
estimation of the model and the formal Bayesian comparison of its two alternative specifications
are presented. The empirical example concerns joint modelling of the number of cash payments
and bank card payments in Poland as well as inference on their correlation.

STRESZCZENIE

W pracy zaproponowano uogdlnienie modelu dwuwymiarowej regresji poissonowskiej, ktory
wprowadzili Berkhout i Plug (2004), przyjmujacy brzegowy rozktad Poissona dla jednej zmiennej
i warunkowy rozktad Poissona dla drugiej. W nowym modelu rozkitad brzegowy jest typu ZIP
i ma takg parametryzacje jak w modelu ptotkowym. Przedstawiono bayesowska estymacje tego
modelu i formalne bayesowskie poréwnanie dwoch alternatywnych jego specyfikacji. Przyktad
empiryczny dotyczy tgcznego modelowania i wnioskowania o Korelacji miedzy liczba ptatnosci
kartg i gotéwka w Polsce.

KEY WORDS — SEOWA KLUCZOWE
bivariate Poisson regression model, zero inflated Poisson model, bank card and cash payments

dwuwymiarowe modele regresji Poissona, model Poissona z nadwyzka zer,
ptatnosci kartg ptatniczg i gotowka.
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1. WPROWADZENIE

Regresja poissonowska jest podstawowym modelem analizy zmiennych licz-
nikowych (tj. o wartosciach catkowitych nieujemnych). Istniejg jej dwuwymia-
rowe uogdlnienia; niektdre naktadajg ograniczenia na korelacje miedzy zmien-
nymi, inne prowadza do komplikacji natury statystyczno-numerycznej; zob.
np. Kocherlakota i Kocherlakota (1992), Winkelman (2008). Na tym tle obiecu-
jacy jest model, ktéory zaproponowali Berkhout i Plug (2004) przyjmujac brze-
gowy rozktad Poissona dla jednej zmiennej oraz warunkowy rozktad Poissona
dla drugiej (przy ustalonej pierwszej). Model P-CP (Poisson — conditional Pois-
son) jest tatwy w estymacji i dopuszcza korelacje r6znego znaku (dodatnig albo
ujemng), ale znak ten zalezy od znaku jednego parametru, a nie od zmiennych
objasniajagcych; zob. takze Marzec (2012). Model P-CP zostat uzyty w Polsce do
badania zaleznosci miedzy liczbg transakcji dokonywanych gotéwka i liczbg
transakcji dokonywanych kartg bankowa (zob. Polasik, Marzec, Fiszeder, Gorka
(2012)); whbrew intuicji korelacja miedzy nimi okazata sie dodatnia, co sktania
do ponowienia badan, ale po rozszerzeniu ograniczonej specyfikacji Berkhouta
i Pluga.

Modele regresji dla skokowej zmiennej objasnianej z nadmierng liczbg zer
zostaty spopularyzowane przede wszystkim przez artykut Lamberta (1992).
Cameron i Trivedi (1998, 2005) oraz Winkelman (2008) przedstawiajg ekonome-
tryczne modele danych licznikowych z przyktadami ich zastosowan w ekono-
mii. W pracy rozwazamy uogOlnienie modelu P-CP polegajgce na zastgpieniu
brzegowego rozktadu Poissona pierwszej z dwoch zmiennych rozktadem typu
ZIP (zero inflated Poisson), przy pozostawieniu warunkowego rozktadu Poissona
drugiej zmiennej. Rozkiad typu ZIP moze mie¢ uzasadnienie w wielu sytuacjach
praktycznych, gdyz bywa tak, ze zerowa warto$¢ zmiennej obserwowanej jest
jakosciowo odmienna od innych wartosci. Proponowana w tej pracy parame-
tryzacja odpowiada tzw. modelowi ptotkowemu (ang. hurdle model). Osiewalski
(2012) wprowadzit skokowy rozktad dwuwymiarowy, nazwany ZIP-CP (ZIP
— conditional Poisson) i podat jego momenty. Model dwuwymiarowej regresji
poissonowskiej, oparty na rozktadzie ZIP-CP, prowadzi do znaku kowariancji
zaleznego od wartosci zmiennych objasniajgcych. Gtownym celem pracy jest
omoOwienie estymacji i empirycznego wykorzystania tego modelu statystycznego,
nazwanego tez ZIP-CP (tak, jak lezacy u jego podstaw typ rozktadu).

W nastepnej cze$ci pracy przedstawiamy zwiezle rozktady P-CP i ZIP-CP
skupiajac uwage na momentach rzedu 1i 2 oraz wspétczynniku korelacji. W trze-
ciej omawiamy model statystyczny typu ZIP-CP i jego ujecie bayesowskie, za$
w czwartej prezentujemy przyktad empiryczny.



2. ROZKLADY P-CP | ZIP-CP
ORAZ ZWIAZEK MIEDZY ICH MOMENTAMI

Rozwazamy tgczny rozktad prawdopodobienstwa dwdéch zmiennych losowych
(Yi,Y2) — przyjmujacychwartosci catkowi te nieujemne — i przedstawiamy go
nastepujgco:

Prif =i, Y2=j} =Pr{¥i =i} Pr{y2=j IYi=i}=g | h(j,A, (ij" N ! {0}). (1)

JesO rozHadbraegowyzmionnej j{" strozldam m 1"9/£¥™na o wartosci oczelOwa-
neji wariangi -j, arozCOed wnrunkowy Yi przy uslalone jwcctosd zmiennei Yj
jert rozktedem Paissoncowarlosci oczekiwanej iwariancji m2exp(aYj), czyli

g(i) =exp(-p ) (")" Zit, h(j, i) =exp[- " exp(a)l("")Iexp(aj) /j!, (2)
to mamy rozkiad dwuwymiarowy P-CP (Poisson — conditional Poisson), ktory za-

jecroponowali Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dlanieoa wYnild m.in. w postaci
nastepujacych momentow:

E(Y2) =# exp[# (ea- 1)], ®3)
£[(72)2] =E(Y2)+[ E # exp[A(! --1)2], (4)
var(Y2) =i ? - 1 ) 2]-1}, (5)
E{Y "e E Y ). (6)

JeSli a ~0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wieksza od wartosci
oczekiwanej (3). Zalezno$¢ miedzy obu zmiennymi sprawia, ze brzegowy roz-
ktad zmiennej Y2 odpkwiada empirycznie czestej sy-uacjj zwiekszonej wariancji
danych lieznikowycW. IBjMsgowy eozktad zmienwaj Z - czyii roekted Poisaone, nie
ma tej witasyiwosei. Jest to pieawszy pom3d uogOhaienie dwuwymiarowego rozr
kimdn P-CP pzrcz wpeowadaynie cooldado .1 . orm iejtyobozygowegO roolCadu
Poissona. Nalaip tea zauwazy¢j ze znakPowariancji miedzyW i Yj, czyliznak
wjnazeniy

CkK«) = “£(% -Ne ) =bb“-Ne h), @)

zalezy jedynie od znaku statej rzeczywistej a, a nie od wielkosci Xy A2 para-
metryzowanych gtebiej (uzaleznianych od jgmiennych objasniajacych) )w staty-
stycznych zastosowaniach tego modelu probabilistycznego. W tej czesci krdtko
przedstawimy uogdlnienie, ktore wprowadzit Osiewalski (2012), dopuszczajace



zwigzek znaku kowariancji i wielkosci nr co w analizach statystycznych stwarza
mozliwo$¢ uzmicnnienia yego znaku, w zaleznos$ci od wartotci zmiennych obja-
$niajgcych poziom j=

Obecnie zoawazamn inno, it™1iliaz niz (h) pSzyprdek, w kiacym Gcwny
ragktad pcawds$jtndnaiezstwa Pr yzj = mZ, == zmtsnnoctr Ch), m owarzchaircd
mrujemnnoe (%j " -AVU Y0P jeiyzk-edong yzzzg tir aoomwcounCown hoztetad Za
prcy usla2andm Zt:

M =01y =a =K jio =pco i=ain =y$ (>
oeaz rorkCan by$sg-wy zmiennej Ywktory odmoennie nir w (1.Ctraktuje wartos¢ 0:

a d/ai=0,

* —i0=q*(0 = i 9
Pr*a i0=g*(0 =4 i-r o) dzai%N, 9)
I-g(0)

gdzie c jest ustatonj licabg z przedziatu (0, (), zaz henkzje g i ( za tatde sSene jak
w (ai. Jesli J = &zj/to Pr e =p =g (0 =g (0 =Pa0li j=,r i obarrzlkad]’iIncznc
sg istntyczne. Jeeh yioW) o funkcje g i h Scdane ag wzot”cO(Oj, eo”™ i c-. poioac-
nzwskie, to brzegowy rozktad zmiennej °t jer% typu iOP (Zzro tinflatzU i oissoe)
ooa waeunkoacy d(c Y2 ponostmje rozdtadzm Noidr.onc™. Ro-Mad takt ynnaccamy
ZIP-CR ajago momenty majg og6lng postat

AMY /Y- =(1-g(0)-Cl(l- YWmYCa +-(?--g{Q)WEiYn |Y, =0)], (10)

Cdziew yZorzystuje n-e zntng posta¢cmomentéw rozlktadu ~-djEV @ezczegdlnosci:

i?*~N)=@-gco))-~-~d)=(i-g(0))-i(i-.7)A, (11)
EX(7/7) =(1-9(0))-1(1- r)E(Yj = (1- g(0))-1(1- r)!I(1 +1), (12)
E*7~) =@Q-gO)“UA- y)E(Y2) + (" - g(O)"], (13)

E\Y 22) = (1- gCO)-1* - y)E(Y22) +" - g(0))!(1 +1)], (14)

E (YYE = (- g(0))-1(1- yW # )=(1- (0(0))1(1- #)" exp(a)E(Y2), (15)

(16)



Val/{Y2) = {Var{Y2) + [E(Y2)- ' # + i7)
1- g(0) #- g(0) 1-1

Coy#J2= {Cov{YXx,Y2)+Y# "+ I[E (Y 2)- Al}, (18)
Y- g(0) 1-g9(0)

co crowadki do wspoétczynnika korelacji postaci

Corr\Yxj =, 1gW , (19)
V@A+p Y ~ A~ g ) +"E Y lig(Y2)-1 12+" Y 1}
0 ~- HO> S- &(0) 1-"

gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cot™Yj, Y2) sv momentami rozktadu P-CP danymi w (3), (5)
i (7). RowYowayny zapis kownriancj2w rozktadzae ZIP-CP to (po prostych prze-
ksztatceniach)

Cov*(), E) m(1- g(0))-2(1- yitl (1- C(0)) exp(a)E(Y.) - (1- YIE(Y2) - (y - g(0))A ]

za-em*-1i)"2(i-yno Yl-exo(-!')y - (i-y)]gklRticd- 1))-y+ezpo-c)}.

Widzimy, ze zzmenne losowe (Y], Yi) o toconym rozktadzie prawdopodobienstwa
zip-cp
1) sagskorelowaae ujemnie, jesli
[(1- enoO-A))ea- (1- jH)leep(A(e”- 1)) <" - exp(- !),
2) kjskoralowane dodlatnio, jesd
[(1- ospd-H"e# - (1- Y)]ekp(! (e#--)> 0- exp(-C,)a
3) saniesknrclowane,jesli
W#- exp(-(n))C -(1--)]le*~!(-n-1)) =0 - ™a]j:)(-">

W przypadku ) = = exp$—11), czyli brzegowego rozktadu Poissona dla
Y1, ktory przyjeli Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formuta kowariancji
0(18) i (20) sprowadza sie do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji
zalezy jedynie od znaku statej a. W pozostatych przypadkach, tj. gdy brzegowy
rozktad dla Y1jest typu ZIP znak kowariancji (20) zalezy od wartosci przyjmo-
wanych przez mi i a (a nie tylko od znaku tej drugiej statej). Oczywiscie, kon-
kretna warto$¢ kowariancji w rozktadzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz wartos¢
wspoétczynnika korelacji (19) zalezg od wszystkich statych wystepujgcych w funk-
cji prawdopodobienstwa tego rozktadu, tj. od c, Aj, A2i a.

Zauwazmy tez, ze zwiekszenie prawdopodobienstwa zerowej wartosci Yj
(w stosunku do rozktadu Poissona o wartosci oczekiwanej i wariancji Aj), czyli
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przyjecie rozktadu ZIP z y >g(0), prowadzi do wariancji (16) wiekszej niz war-
tos¢ oczekiwana (11). Zatem rozktad ZIP-CP umozliwia modelowanie zwiekszo-
nej wariancji obu obserwowanych zmiennych licznikowych, chociaz nie sg one
traktowane symetrycznie.

3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP

Rozwazamy T stochastycznie niezaleznych dwuwymiarowych zmiennych loso-
wych (YL, Y2',t=1,2,..-Oyo h6znjuh rcznirdach typu ZIP-CP poslzo

Pr<% - w4 =j} =g=(i)h{j,i) @(,JE;NU{0}), (21)
'yt dlai =0,
Pra =i}=#*) =
- Yt ogti)
1- gt(0)
dlai&N= gt(i) = exp(-" () VN, " 2)
Pr*{4 =PI =0 =-U ") =exp[-") exp(!) \("tY "xe?{cdj)IA (23)
# = & h<eVAs = exp(+c!i),
/ = (KpC-enA,) = eXp(- Zj # (24)

gdzie xt i wt sg wierszami wartosci zmiennych objasniajgcych, ktéore moga sie
pokrywaé (w czesci lub w catosci). Zmienne objasniajgce okreslajg prawdopodo-
bienstwa pojawienia sie poszczeg6lnych wartoéci zmiennych Y1ti Y2t a wplyw
zmiennych objasniajgcych na te prawdopodobienistwa jest determinowany wiel-
koscig poszczeg6lnych sktadowych kolumn b1li b2 oraz wielkoscig parametru 5,
przy czym parametr 5 decyduje o wielkosci odchylenia prawdopodobienstwa, ze
Y1t=0, od wartosci wynikajacej z rozktadu Poissona. W tak okreslonym parame-
trycznym modelu statystycznym wektor parametrow 6 jest kolumna grupujaca
5,a,b ib2 Zauwazmy, ze momenty rozktadu tgcznego pary (Y1t Y2t), podane
w poprzedniej czesci pracy, zalezg teraz od zmiennych objasniajgcych.

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem
ptotkowym — ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Poréw-
nanie tej specyfikacji z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008).
Gtéwnymi zaletami naszej propozycji sg prostota parametryzacji i stad wzgledna
tatwo$é estymacji, a zwtaszcza prostota testowania zasadnosci redukcji nowego



modelu do standaidowego modelu Poissom. Poré6wnywenieorogam loego mo-
delu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastrecza problemy zwigzane ze
specuPkaojam i(hipotezami) niezagniezdzonymi;zob.W (nkalman(O0080, 7Sr. 180.

Jesli zaobserwowano Y1, =ylt2Y2=y2t (t=1,2,..,T), to odpowiadajgca tym
wartosciom funkcja wiarygodnosci ma postac

gdzie y oznacza macierz (2xT) zawierajagcg zaobserwowane wartosci zmiennych

W empirycznych zastosowaniach tego modelu wazne jest nie tyle wniosko-
wanie o0 6 = (5, a, bi b2)', ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru
6 — takich, jak prawdopodobienstwa tgczne, brzegowe i warunkowe réznych
wartosci pary (Y1t Y2t) oraz momenty i inne charakterystyki jej rozktadu. Mato-
probkowe wnioskowanie zard6wno o 6, jak i nieliniowych funkcjach 6, mozliwe
jest na gruncie statystyki bayesowskiej, ktorej podstawy i przyktady zastosowan
w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuja np. Osiewalski (2001),
Osiewalski i Pajor (2010).

Jak wiadomo, podejscie bayesowskie sprowadza sie do okreS$lenia na prze-
strzeni parametréw miary probabilistycznej (lub przynajmniej v-skonczonej)
zwanej rozktadem a priori, a nastepnie wykorzystania funkcji wiarygodnosci
do uzyskania rozktadu a posteriori parametréw (warunkowego wzgledem da-
nych i reprezentujagcego kornicowg wiedze o 6). W szczegblnosci waznym za-
daniem jestokresleniekierunku i sity korelacji miedzyY1; i Y2;, czyli podanie
(dla danegr i) prnwdopodobeefintwaa/izsienorz ujemne jk orelacji, tj. warunku
[(1- exp(-!1t))e# - (1- "t)]exp(!t(ea- 1)) <"t- exp(-!jt), oraz prezentacja pet-
nego rozktadu a posteriori wspo6tczynnika korelacji o ogdlnej postaci (19). Do-
datkowg mozliwoscig jest formalne bayesowskie poréwnanie empirycznej ade-
kwatnos$ci dwéch niezagniezdzonych modeli ZIP-CP odpowiadajgcych zamianie
kolejnosci zmiennych objasnianych (czyli ich numeracji). Stwarza to nowe pole
badan statystycznych. Badanie adekwatnosci prostszego modelu P-CP ktory za-
proponowali Berkhout i Plug (2004), sprowadza sie w ramach specyfikacji (21)-(24)
do testowania prostej hipotezy 5 = 0; mozna to przeprowadzi¢ formalnie — po-
rownujgc czynniki Bayesa dwdch niezagniezdzonych modeli z5 =0i570 — lub
uzy¢ nieformalnego, ale prostszego, testu typu Lindleya w ogdélniejszym modelu,
dopuszczajacym dowolng rzeczywistg warto$¢ 5. Dodajmy, ze 5 >0 (56 <0) ozna-
cza prawdopodobienstwo zerowej wartosci zmiennej Y1t mniejsze (wieksze) niz
w modelu Poissona. Zatem wazng kwestig jest obliczenie prawdopodobienstwa
a posteriori takiej sytuacji.

Aby okresli¢ bayesowski model typu ZIP-CP nalezy przyja¢ rozktad a priori
wektora 6. W pierwszej pracy dotyczacej takiego modelu proponujemy zatozy¢
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niezalezno$¢ a priori parametrow i dla kazdego indywidualnie przyjgé¢ standar-
dowy rozktad normalny N(0, 1). Zerowe warto$ci oczekiwane a priori oznaczaja,
ze najwiekszg szanse dajemy wstepnie najprostszemu modelowi, w ktorym {Y 1t}
i {Y2t} sg niezaleznymi od siebie prébami losowymi prostymi z dwéch rozktadow
Poissona. Jednostkowe odchylenia standardowe a priori dajg gwarancje, ze specy-
fikacje odlegte od tej najprostszej majg bardzo istotne wstepne szanse. Wydaje
sig, ze taki prosty tgczny rozktad a priori niesie stabg tylko wiedze wstepna (nie
jest bardzo informacyjny) i gwarantuje tatwos$¢ symulacji Monte Carlo z rozktadu
a posteriori, ale jego konkretna rola informacyjna (w stosunku do funkcji wiary-
godnosci) oraz wrazliwos$¢ rozktadu a posteriori sg kwestiami empirycznymi, ktore
nalezy badac¢ odrebnie dla kazdego analizowanego zestawu dwuwymiarowych
danych licznikowych.

4. PRZYKLAD EMPIRYCZNY

W celu ilustracji empirycznej przydatnosci zaproponowanego modelu statystycz-
nego typu ZIP-CP oraz mozliwosci, jakie daje jego analiza bayesowska, wykorzy-
stamy dane, ktore Polasik, Marzec, Fiszeder i Gdorka (2012) badali stosujgc model
prostszy (P-CP), szacowany metoda najwiekszej wiarygodnosci. Dane przedsta-
wiajg liczbe ptatnosci gotowka i kartg ptatnicza dokonanych (w miesigcu) przez
T = 1190 os6b, ktére w pazdzierniku i listopadzie roku 2010 oraz w styczniu roku
2011 ankietowat Pentor. Wymienieni autorzy uzyskali i analizowali te dane w ra-
mach projektu badawczego finansowanego przez Narodowy Bank Polski w roku
2010. Wyniki te wskazywaty na dodatnig korelacje miedzy liczbg ptatnosci go-
towka i kartg ptatniczg. Obecnie sprawdzimy, czy zastgpienie brzegowego roz-
ktadu Poissona jednej zmiennej rozktadem typu ZIP jest empirycznie zasadne,
a uzmiennienie w ten spos6b mozliwego znaku korelacji miedzy zmiennymi
wskaze na ujemng korelacje miedzy liczbg ptatnosci gotowka i kartg (dla przy-
najmniej czesci respondentow). W niniejszych badaniach, o charakterze przede
wszystkim metodycznym, wykorzystujemy dane surowe, tzn. bez indywidu-
alnych wag uwzgledniajacych reprezentatywnos$é poszczegdlnych obserwacji
(respondentow) wchodzacych w sktad proby; Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka
(2012) uzyli danych wazonych.

W Tabeli 1 podajemy zmienne objasniajgce i ich typowe wartosci, tj. srednie
w przypadku zmiennych ciggtych i najczestsze dla zmiennych dychotomicz-
nych.

W Tabeli 2 przedstawiamy dwuwymiarowy rozktad empiryczny liczby ptat-
noéci gotéwka i karta oraz jego rozktady brzegowe. Srednia liczba ptatnosci
gotowkag wynosi 20,5 (wariancja jest rowna 299), srednia liczba ptatnosci kartag
wynosi 5 (przy wariancji 45), korelacje empiryczng za$ charakteryzuje wspot-
czynnik rowny 0,008, wskazujgcy na brak liniowej zaleznosci miedzy liczbg ptat-
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Tabela 1

Informacje sumaryczne o zmiennych objasniajacych

Zmienna objasniajaca Srednia/ modalna
Pte¢ (1-mezczyzna, 0-kobieta) 0
Wiek (w latach) 40
Stan cywilny (1-zonaty lub zamezna, 0-nie) 1
Miejsce zamieszkania (1-miasto, 0 — wies) 1
Miesieczny dochdd w rodzinie (w tys. zt) 35
Wyksztatcenie (lata nauki) 125
Czy posiada internet (1-tak, 0-nie) 1

Zrédto: opracowanie wiasne.

nosci kartg (Y1) i gotéwka (Y2). Dla obu zmiennych obserwujemy empiryczng
wariancje zwiekszong w stosunku do $redniej. Ponadto mozna zauwazy¢ roz-
nice miedzy rozktadami brzegowymi, tj. empiryczny rozktad Y2jest przesuniety
na prawo (na osi nos$nika rozktadu) wzgledem pem(yl), tzn. warto$s¢ modalna
i mediana dla liczby transakcji gotowka sg wieksze niz dla ptatnosci kartg. Dla
tej ostatniej formy ptatnosci obserwuje sie duzg frakcje zer (34%), ktéra kontra-
stuje z niskim (okoto 0,007) prawdopodobienstwem zera, obliczonym z rozktadu
Poissona o wartos$ci oczekiwanej rownej sredniej z préby (czyli 5). Dla ptatno-
§ci gotowka frakcja zer wynosi okoto 2%, co przewyzsza prawdopodobienstwo
z rozktadu Poissona rowne zaledwie 109 W obu przypadkach wskazuje to na
potrzebe zastosowania rozktaddw z nadwyzka zer.

Uwzgledniamy te same zmienne objasniajgce dla obu zmiennych liczniko-
wych, a zatem (biorgc pod uwage wyrazy wolne w regresjach poissonowskich)
biib2sg kolumnami 8-wymiarowymi, natomiast wektor wszystkich parametréw
6 jest kolumng 18-wymiarowa. Przypomnijmy, ze 6 ma tgczny normalny rozktad
a priori o wartoséciach oczekiwanych 0 ijednostkowej macierzy kowariancji. Probe
zalezng z 18-wymiarowego rozktadu a posteriori symulujemy za pomocg sekwen-
cyjnego tancucha Metropolisa i Hastingsa (M-H), tj. metody z grupy MCMC
(Markov Chain Monte Carlo). W przypadku obu modeli (M1: Y1t oznacza liczbe
ptatnosci kartg a Y2t — liczbe ptatnosci gotéwka, M2: na odwrdt) przeprowa-
dzono 500 tysiecy losowan traktowanych jako préoba z rozktadu a posteriori. Wcze-
$niej wykonano kilka milionéw losowan wstepnych (spalonych), badajgc m.in.
wrazliwos$¢ algorytmu M-H najego punkty startowe w przestrzeni parametrow.

Na Wykresie 1 przedstawiono zbiezno$¢ przyjetego tancucha M-H do roz-
ktadu a posteriori w modelu M 1, ktéra jest zadawalajaca z uwagi na szybko stabili-
zujacy sie dla wszystkich parametréw przebieg tzw. standaryzowanych statystyk
sum skumulowanych (CuSum), tzn. srednich arytmetycznych (z poszczeg6lnych
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losowan) standaryzowanych koncowymi warto$ciami $rednich i odchylen stan-
dardowych. W przypadku drugiego modelu zastosowany algorytm takze okazat
sie efektywnym narzedziem numerycznym.

0,2
0,15
01

0,05

Liczba losowan x 10
Zrodio: opracowtnie wAasne.

Wykres 1 Zbieznos¢ statystyk CuSum w modelu M;j

Pieawszg kwestig, Istobng nalezy podda¢ empirycznej weryfikacji, jest wytor
jednej z dwoch aleernkeywayc¢h spicyfikacji (My Mt) mrdelu stayertycznégo
typu niP-¢E Wyrdo orzypomniez, ze prawdopodobienstwo p posteriori modeluM g
jzo k,P) wokrZa, zgodnie zw zorem Bayesa, formuta

M \) _ pyK-){M,)
noy Myp )-n(Mi)-+~(y|b62) p(M 2)

(26)

Mozna przyjg ¢ rewne esanse r priozi, ji,(*yi) = 0,5, bo brak jest teoretycz-
nych przzstanek do faworyzowznia ktérego$ modelu. Do poréwnania wystar-
czy wiee coynnik Bayesa, czyli iloraz brzegowych gestosci wektora obserwacji
BF = wiy |-A2)/ /o0WyMj); zob. Osiewalski (2001), Wréblewska (2009). Wyniki pre-
zentujemy w Tabeli 3.

Model M j jest kilkaset rzedéw wielkosci lepszy od M2i skupia prawie catg mase
prawdopodobiennstwa a posteriori; prawdopodobieAstwo a posteriori modelu M2
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wynosi praktycznie zero. Przewagam odelu M1w opisie badanego zjawiska jest
zdecydowana. W ueupetnieniupociajemy dla obu modeli wartosci funkcji wiary-
godnosci L {ONW;y), zob.wzdr (25), dla ocen najwiekszej wiarygodnosci, ktére zo-
staly wyennczona w eomach numezyoznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu
Mi olrzymano L (!.; jg)= 55 235, a dla drugiej specyfikacji najwigeksza warto$¢
funkcji wiarygodnosci byta nizsza, bowiem wyniosta 54 161. Z niebayesowskiego
punktu widzenia wynik poréwnania modeli oparty na kryterium informacyjnym
(ktorymkolwiek) takze wskazuje na adekwatno$¢ modelu Mi (w kontekscie M2).
Warto wspomnieé, ze z uwagi na niestandardowg posta¢ modelu (21)-(24) za-
stosowanie deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodnosci
spotkato sie z ogromnymi problemami obliczeniowymi. Numeryczne narzedzia
analizy bayesowskiej okazujg sie zatem przydatne takze w estymacji metoda naj-

wiekszej wiarygodnosci.

Tabela 3

Brzegowe gestosci wektora obserwacji i prawdopodobienstwa a posteriori obu modeli

M1: Yitliczba ptatnosci karta, M2: Y 1t liczba ptatnosci gotéwka,

Model YZX— gotowka Y2 —T2vg
Inp{y\Mt) 55218,3 i4152,1
LogioBF - - 467
CzynniOBayesa (BF) - 40
pBM)) a5 a5
p{M i\y) « «0

Zrodio: opracowanie wAasne.

Z uwagi na wyniki poréwnan modeli, dalsze rozwazania natury interpreta-
cyjnej bedg opiera¢ sie na M1, a wyniki dla drugiego modelu beda miaty cha-
rakter uzupetniajgcy. W Tabeli 4 podano wartosci oczekiwane i odchylenia stan-
dardowe a posteriori parametrow naszej dwuwymiarowej regresji typu ZIP-CP
W M1 wszystkie zmienne objasniajgce istotnie wptywajg na liczbe ptatnosci go-
towka, natomiast tylko posiadanie internetu, iwyksztatcenie i doch6d powoduja
znaczgce zroznicowanie liczby ptatnosci kartg. Oceny parametréw i btedy sza-
cunku, ktore podaja Polasik, Marzec, Fiszeder i Gorka (2012), sg bardzo zblizone
do bayesowskich wartosci oczekiwanych i odchylen standardowych a posteriori
prezentowanych w tej pracy — mimo, ze w naszych badaniach liczba zmiennych
objasniajacych jest ponad dwukrotnie mniejsza. Brzegowy rozktad a posteriori pa-
rametru 5 (Wykres 2) pokazuje, ze redukcja modelu ZIP-CP do P-CP jest bezza-



17

sadna, gdyz prawdopodobieristwo zerowej liczby ptatnosci gotéwka jest istotnie
wieksze niz wynikatoby to z rozktadu Poissona. Warto$¢ oczekiwana a posteriori

dla 5 wynosi -1,876 przy odchyleniu standardowym 0,041.

platnosci kartg

ptatnosci gotéwka

Tabela 4

Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametréw modeli

Model
Zmienna/parametr
»L"

Plec¢
Wiek
Stan cywilny
Miejsce zamieszkania
Dochéd
Wyksztatcenie
Internet
»L"

Plec¢
Wiek
Stan cywilny
Miejsce zamieszkania
Dochéd
Wyksztatcenie
Internet
a

5

Zrédto: opracowanie wiasne.

EGily)
0,909
-0,045
-0,002
-0,047
-0,007
0,051
0,056
0,360
2,826
-0,102
0,008
-0,158
0,145
0,016
-0,008
-0,085
0,004
-1,876

M1

DOIY)
0,098
0,025
0,001
0,029
0,028
0,010
0,006
0,039
0,049
0,013
0,001
0,015
0,015
0,006
0,003
0,016
0,001
0,041

Eily)
-0,259

0,006
-0,007
0,056
0,077
0,094
0,089
0,558
2,803
-0,093
0,008
-0,152
0,133
0,019
-0,004*
-0,066
0,0023
-1,638

M2

DOIY)
0,101
0,026
0,001
0,031
0,030
0,011
0,006
0,042
0,048
0,013
0,001
0,014
0,015
0,005
0,003
0,016
0,0007
0,053

Zatem rozktad ten ulegt znacznemu przesunieciu w stosunku do rozkiadu

a priori i jednoczes$nie zmniejszyto sie jego rozproszenie. Dla a charakterystyki
te wynoszg odpowiednio 0,004 i 0,001, wskazujgc na istotnie dodatnig zaleznos$¢
warunkowej $redniej liczby ptatnosci kartg od liczby ptatnosci gotowka. Brze-
gowy rozktad a posteriori parametru a (Wykres 3) jest praktycznie ograniczony
do przedziatu (0,0006; 0,0076), czyli zawiera sie w przedziale o wysokiej gestosci
a priori, jednakze informacje z préby spowodowaty uzyskanie rozktadu o zna-

€z3co mniejszym rozproszeniu.



18

16t
1,4

1,2
1+

06 +
04
0,2

O
0

2,
on

6,
0,

o,

1

alfa

0O O O o o o
o, o, 0,0 o,o0,o0, 0, 0, 0,0 o, o, o0,

1 d 2 CD o" CD CD Ch CD CD CD CcD CD CD

Zrodio: opracowanie wAasne.

(o]

ac

Wykres 2. Brzegowy rozktad a posteriori parametru a

delta

N N

Zrédto: opracowanie wAasne.
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Zrédto: opracowanie wAasne.

Wykres 4. Rozktady a posteriori prébkowych korelacji dla wybranych obserwacji

Osiewalski (2012) dowodzi, ze w modelu typu ZIP-CP dodatnio$¢ parame-
tru a nie musi oznacza¢ dodatniej korelacji pro6bkowej zmiennych objasnianych
(jak to jest w modelu P-CP). Rozktady a posteriori prébkowych korelacji trzech par
(Y1t, Y2t) — tych, dla ktorych warto$¢ oczekiwana a posteriori wspétczynnika ko-
relacji jest najmniejsza, przecietna w sensie mediany i najwieksza — sg pokazane
na Wykresie 4. Dowodzg one stabej, ale jedynie dodatniej korelacji miedzy licz-
bami ptatnosci gotowka i kartg. Zastosowanie modelu bardziej adekwatnego, tj.
typu ZIP-CP zamiast P-CP nie zmienia (pod tym wzgledem) wymowy wynikéw,
ktére podali Polasik, Marzec, Fiszeder i Gorka (2012).

5. PODSUMOWANIE

Zaproponowane uogOlnienie modelu P-CP okazato sie uzasadnione w przy-
padku wstepnych badan dotyczacych preferencji polskich konsumentéw w wy-
borze metod ptatnosci. Wskazuje to na adekwatno$¢ modeli typu ZIP-CP w sy-
tuacjach, gdy obserwuje sie nadwyzke (bgadz deflacje) obserwacji zerowych lub
gdy dwie zmienne licznikowe, oddajace rezultaty decyzji konsumentéw, sa ze
sobg potencjalnie skorelowane (ujemnie albo dodatnio). Podejscie bayesowskie
pozwolito na estymacje parametrow rozwazanych modeli bez odwotywania sie
do aproksymacji asymptotycznych. Bayesowskie poréwnywanie mocy wyja-
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$niajgcej konkurencyjnych (niezagniezdzonych) modeli formalnie potwierdzito
wstepne wnioski uzyskane we wczes$niejszych badaniach, a dotyczace wyboru
jednej z dwodch alternatywnych specyfikacji statystycznych w kontekscie zaob-
serwowanych danych.

Interesujgcym kierunkiem dalszych badan jest zastosowanie dwuparametro-
wej rodziny rozktadéw Poissona (generalized Poisson distribution; zob. Consul i Jain
(1973), Famoye i Singh (2006)) dla brzegowego rozktadu zmiennej Yj badz takze
dla rozktadu warunkowego drugiej zmiennej.
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ABSTRACT

We check the empirical importance of some generalisations of the conditional distribution in
M-GARCH case. A copula M-GARCH model with coordinate free conditional distribution is con-
sidered, as a continuation of research concerning specification of the conditional distribution in
multivariate volatility models, see Pipien (2007, 2010). The main advantage of the proposed family
of probability distributions is that the coordinate axes, along which heavy tails and symmetry can
be modelled, are subject to statistical inference. Along a set of specified coordinates both, linear
and nonlinear dependence can be expressed in a decomposed form.

In the empirical part of the paper we considered a problem of modelling the dynamics of the
returns on the spot and future quotations of the WIG20 index from the Warsaw Stock Exchange.
On the basis of the posterior odds ratio we checked the data support of considered generalisation,
comparing it with BEKK model with the conditional distribution simply constructed as a product
of the univariate skewed components. Our example clearly showed the empirical importance of
the proposed class of the coordinate free conditional distributions.

STRESZCZENIE

M. Pipien. Wielowymiarowe modele Copula M-GARCH o rozktadach niezmienniczych na transformacje
ortogonalne — bayesowska analiza dla notowan spot ifutures indeksu WIG20. Folia Oeconomica Craco-
viensia 2012, 53: 21-40.

W artykule przedstawiono uogélnienie rozktadu warunkowego w wielowymiarowym modelu
typu GARCH, oraz poddano empirycznej weryfikacji skonstruowany model. Praca stanowi kon-
tynuacje badan prowadzonych przez Pipienia (2007, 2010) nad wiasciwa specyfikacja rozktadow
warunkowych wektora stép zmian instrumentéw finansowych. Zasadniczym elementem okre-
Slajacym gietkos¢ rozwazanej klasy wielowymiarowych rozktadow jest mozliwo$¢ zmiany uktadu
wspotrzednych, i - tym samym — kierunkéw w przestrzeni obserwacji, wedtug ktorych grube
ogony i asymetria rozktadu mogg wystepowa¢ empirycznie. Zgodnie z przyjetg orientacjg w prze-
strzeni obserwacji, mozliwe jest modelowanie zaleznosci pomiedzy elementami wektora losowego,
zaréwno o charakterze liniowym (stosowana transformacja liniowa) jak i nieliniowym (funkcja po-
wigzan, copula).
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W czesci empirycznej przedstawiamy wyniki modelowania dynamicznych zaleznosci pomiedzy
zwrotami z notowania spot i futures indeksu WIG20. Uzyskane rezultaty wskazujg na zasadnos¢
proponowanego uogdlnienia stosowanego w modelu BEKK. Model z proponowanym typem roz-
ktadu warunkowego uzyskuje silne potwierdzenie empiryczne, mierzone ilorazem szans a poste-
riori i wartoscia brzegowej gestosci wektora obserwacji.

KEY WORDS — SLtOWA KLUCZOWE

Bayes factors, multivariate GARCH models, coordinate free distributions, Householder matrices

czynnik Bayesa, wielowymiarowe modele GARCH, macierze Householdera

1. INTRODUCTION

Most of contributions involved with multivariate GARCH (M-GARCH) models
— for a survey see Bauwens, Laurent and Rombouts (2006) — rely on the as-
sumption of the conditional Gaussian distribution. In spite of the fact that the
M-GARCH models are applied in modelling and predicting temporal depend-
ence in the second-order moments, some other properties of the conditional dis-
tribution, like for example fat tails and skewness, are also very important. This
result was confirmed by Bayesian comparison of GARCH-type models with nor-
mal and Student-i conditional distributions presented by Osiewalski and Pipienh
(2004). In terms of the model data support, measured by posterior odds ratio and
posterior probabilities, they clearly showed that conditional normality is com-
pletely unrealistic in modelling financial time series. Hence, long journey beyond
normality is necessary — see Genton (2004) — for better understanding the de-
pendence structure between related time series in general, and between financial
returns particularly.

In the presence of empirical analyses decisively rejecting conditional normal
distribution, a few studies concentrated on the application of the conditional
distributions that allow both for heavy tails and asymmetry within M-GARCH
models. Some developments on this subject present Bauwens and Laurent (2005).
Modern propositions of modelling volatility and conditional dependence between
financial returns try to resolve the problem by complicating stochastic structure
of the model rather, than generalising explicitly conditional distribution. Recently
Osiewalski and Pajor (2009, 2010) propose MSF-BEKK model, as an example of
the process attributed with both, the flexibility of the Stochastic Volatility family
of models, and parsimony of parameterisation of simple M-GARCH covariance
structures. Some other, more complicated multifactor processes has been recently
proposed by Osiewalski and Osiewalski (2011, 2012). Those hybrid processes
can outperform pure M-GARCH specification, even in the case of conditional
normality. As an alternative to approach investigated by Osiewalski and Pajor
(2009, 2010) one may consider an explicit generalisation of the conditional
distribution, also leading to more empirically important specifications.
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In modelling volatility and dynamic dependence of returns of different finan-
cial assets, a linear dependence is economically interpretable and popular. Stand-
ard empirical exercises in financial econometrics, like controlling and pricing
risks, optimal portfolio allocation, analysing volatility transmission mechanism or
contagion and building hedging strategies, rely on solutions that are strictly con-
nected with measures of stochastic dependence of the linear nature. However
last decade have seen particularly strong attention in modelling dependence in a
nonlinear setting. One of the important topic of financial econometrics that made
substantial progress during last decade, relates to making inference about meas-
ures of stochastic dependence that are alternatives to the conditional correlation.

It seems that both, definition of a nonstandard distribution of observables,
and a more detailed analysis of dependence are crucial in proper modelling of
financial returns. One of the approaches that may resolve to some extent both is-
sues involves copula functions. The approach was intensively developed by Pat-
ton (2001, 2009), Jondeau and Rockinger (2006) and, in the case of Polish financial
market, by Doman (2008), Doman and Doman (2009), Jaworski and Pitera (2012)
and others. Vast empirical literature clearly indicate that volatility models built
within framework of copula functions contribute substantially to standard em-
pirical issues in financial econometrics stated above; see Embrechts, McNeil and
Straumann (2002), Bradley and Taqqu (2004), Rodriguez (2007), Chavez-Demoulin
and Embrechts (2010), Balkema, Nolde, Embrechts (2012).

The main goal of this paper is to check the empirical importance of some
generalisations of the conditional distribution in M-GARCH case. We generalise
the M-GARCH model proposed and empirically analysed by Pipien (2006, 2007)
who applied a novel class of probability distributions, which is coordinate free
in the sense formulated by Fang, Kotz and Ng (1990). Pipien (2010) considered
a multivariate distribution with independent components, with skewness
imposed according to the inverse probability integral transformations,
discussed in details by Ferreira and Steel (2006) and Pipien (2006). In the next
step, orthogonal transformation was incorporated in order to assure that fat
tails and also possible skewness can be imposed along a set of coordinate axes.
Consequently, the construct postulated the existence of a set of coordinate axes,
along which the univariate components are independent and the densities of the
marginal distributions are known analytically. Now we additionally consider a
generalisation, by imposing copula function that captures possible dependence
of nonlinear nature between elements of the random vector. The main advantage
of the proposed family of probability distributions is that the coordinate axes are
subject to statistical inference and can be very different from the ones defined by
canonical basis. Along a set of coordinates, supported by the data, both, linear
and nonlinear dependence can be modelled.

In the empirical part of the paper we consider the bivariate series of the
returns on the spot and futures quotations of the WIG20 index (WIG20 and
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FWIG20instruments) covering theperiod from 21.12.1992n11¢7.02.2c(08Y t = 2053
observations.In mcYW¥yjs 2NN o ltioic™ decVNditNce2Z8thecompenin.r r=
tiie b ivariate time series we consider Copula-BEKK(1,1) model with coordinate
free conditional diviribetion accirdingto ~ei!(™t(u""™ ef th econstruct. iloe
acomparison we also consider some restricted cases, leading to the much simpler
conditional distribution. We apply formal approach to test explanatory power of
a set of competing specifications, based on the posterior odds ratio, and discuss
superiority and possible practical usefulness of the considered coordinate free
cenditione I diclribuOon.A dditionallo tneposloriorinfeeenee about coovCinato
vnncis elso preoented.

2.A CLASCOF tt<iO}t"DtN IOre FREE CONDIiITIiONALDISTRtBUTIONS

Themoin goal ofthischaptar irto present a familyof muievariate skewed
distributions and apply it in the multivariate GARCH setting. The basic notion
eonsidered aeoe fet.! nmfiedzeplelentaOon of tfie u meariate skcwneos tiial:
ap”esinneroi peubaHUty intoORe IHanelormation,=rop9iev miv2iiybyFeeToire
and Steel (2006). We follow the setting presented in the univariate case by Pipien
(2006, 2007) and by Pipien (2010) in multivariate case. The skewed version of
originally symmetric and unimodal density /(] 0) (with cumulative distribution
function F(.] 0)) can be defined as follows:

s(x P,")=fx] &)"p(F(x\0) |'), Otrx#R, 1)

where p(.] h) denotes the density of the distribution defined on the unit interval.
The asymmetric distribution s(.] 0,h) is obtained by application of the density
p(.] h) as a weighting function of the density /(] 0). The case, when p(.] h) = 1,
restores symmetry. Any family of densities p(.]h), for h£H, defined over unit
interval, is called skewness mechanism. For a review of skewing mechanisms
that incorporate hidden truncation mechanism, some approaches based on
the inverse scale factors, order statistics concept, Beta or Bernstein distribution
transformation or a constructive method see Pipien (2006). The empirical
importance of the conditional skewness in modelling the relationship between
risk and return was also studied in the univariate case by Pipien (2007). Some
recent developments confirm results presented by Pipien (2007) that it is possible
to restore the relationship, mentioned above, once a highly nonstandard
stochastic process is considered in volatility modelling; see for example Markov
switching-in-mean Stochastic Volatility model, proposed by Kwiatkowski (2010).

Now let consider m-dimensional random vector £ = (£1...,£m)' and let denote
by Zi(.]$i),..., /m(]|$m) a set of unimodal (with mode at zero) univariate densities,
parameterised by vectors 01,...,0mrespectively. In the first step, for i=1,...m, we
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impose skewness mechanisms p-(. [an on densities (.. 10r). Nde that in general
the construct does not reqdire imposing; the samf type of tkewness mefhnaiem
for each z=1,;..,sj. Foe nimpliiity, in ths ymgisicelp art ottgy papessws conscder
tiie casa, whase tSie oamt eUeweeer mechanism is consideeed foc eacti oS the
eoornenrtot. Poseible dibertnt asymmetcy effcctsw iti jAsuit Urona dotfsreni vtloes
2. (aramsters gb Sfe sscu(ridd dsnsity et. treit tekes tqyfasees prrssnSab io
equation (10:

s, (x\6l,nd=fI(x\6)-pI(FI(x\e) In), foox#R aoS 7=1,:;.e,

where F,(. |0,) denotes cumulative distribution function. Initially, for the random
vector e=(Sec.sisn' WS leNMittt2 ti e dteSdibution edith iinidtfj~sfceer™e tlist’snese¥ric
comgeneots:

m

PCo\°n)= E k (e, \Ot,!0), (2)
i=l

where c=(ea\..rv )\ ri=(m r..hmy .

Pipien (2010) shows examples of distributions in bivariate cases indicating
that possible outliers and asymmetry can be captured by distribution (2) only
if those features of the data will occur along original coordinats axes, defined
by canonical basis in Rm. Also, any family of distributions (2) is not closed with
respect to the orthogonal transformations of the components. Hence, in order to
improve flexibility of our class of distributions, a special mechanism that would
make the coordinate axes varying is incorporated according to the idea proposed
by perreiraany pteel(2006). We proericle ito n the bes™ ofthie ftnowing hneac
(uffine) frans.orm ~ou of tnerangom vector f:

n=A £+n 3

fot e nonsingular mvtd x 27,1,,] cny ksention vector /~nxbe2e. Tine densi.ty ttj tys
distribution oftife eandom vretoryigdefinen by the following formula:

m

pOlc,odaA)nli(tet™ )"11F7I s(y -/mM'A.L N /))a 4)

where Afldenotes the i-th column of A-1 If the densities f,(. 10,) are unimodal,
with mode at zero, then the distribution the vector of y in (4) is unimodal, with
mode defined by n and skewing mechanisms p,(.] h). Transformation matrix A
introduces the dependence between components of y, while h determines the
skewness of the independent components of £. Assuring the variability of the pa-
rameters, equation (4) generates a flexible class of multivariate distributions that
is closed under orthogonal transformations. Hence, the construct (4) is coordi-
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nate free, in the sense defined in Fang, Kotz and Ng (1990). In our approach we
do not restrict the distribution to the case that A is a square root of the symmet-
ric and positive definite covariancem atrix. Consequently, prartical ajcpticationcf
specific farmlies of multivariate disMtmtinns ~ oequires interpreting the effect
of the transformation matrix A. With no loss of generality let assume in (3) that

n O

n=Gfa-
According to the theorem presented in Golub and Van Losn (1993) any
nonsingulaemaMnA” N jnonbew rittsn as the product of mxm orthogonal matrix
Omand upper triangular matrix U[mxm]with positive diagonal elements:

Anowe,

and sucWe decompotitianasplled theQ n dscomposition) is unique. Now the re-
sults of the transformation matrix A can be considered in two steps:

y=="£=(OmU'E=U °m £. ®)

Initially tht oanCam vac)or £ in t5tis sublect to tfa aotatcom (=<fOq=1) oc
icMoNva s™on (it dstOa=-1(. Thsn thevectoc £ = Om'£ it tc™EY OTaMd i Vi‘Ye
to tta conariance-tdpsiincarfron=tcrmaticn. The dicoribntcon of tho vector f
postulates that there exist a set of coordinate axes, along which the components
of p are independent and the densities of the marginal distributions are known
analytieally nhe mom diffarenoobatween diefrtou™ n n in<f.~ jothiaMhose
coardinata ¢™eo (™n vary from flia axes notinedbn canoni=oic nsis in.R"'lhe
ntabution o- y isthen o”ta®nea by imoosino scale mannfosmad®n o n the
distriPotion d £, becaucem atrio o caneeinferprered aathe gholesby cquarr rnnt
otbhe sywmetoicena nosiCaced onmtem a=tixdefining covariance structure.

A paramafrip tamphng modeicnqttgcorporntss dlpfrinutions Oeccribedby
anuadun (Y )rsgniner unioue parcmataoscticn o f tna law Uy a tom
thogonal matnccsOman t“'mA ~c comt restrietians nave tpnaimuossd ,inocdsn
teassnne inontificatien. Thr enc-to-qne paramecerisatiunw as o”¢/vid”~cCby Stewr
sad il.aoai asd Uorseira nno PCeel an nppUcalionot t=e HousehoCdes
matrices decomposition. Let denote V= (V1...,Vm)' eRm the m-dimpnsional col-
umn vector. The Householder matrix H(V) (Householder reflection or House-
holder transformation) is defined as follows:

2
Hv)=I vV'.
mv v

Golub and Van Loan (1983) show some useful properties of H(V). Firstly, for each
VsRmH(V) is orthogonal, and secondly H(V) = H(-V) = H(a V), for any scalar a”~0.
From the second property if we restrict the vector V to the unit half sphere in Rm
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(denoted by HSm1) we will keep the coverage of the whole family of Householder
matrices.Parameterisation of theu nit halfsp hereis easily obtained tfw ew rite
down the vector V~= (V1r.,.Vm)'eHSmlin polar coordinates:

ml
ai=rin(a»i), aj= rm(oj) !Sjlcos(rns), forj<m, am:r;:'cos(ms), (6)

where

( %2, %/2) if m=2
(0,%/2) x ( %/2, %/2)m3x (%%) if m>2.

Now, for any [mxm] orthogonal matrix Om with detOm= -Im#, there exist unique
decomposition:

Om= H (~m-.. H(~2, @
to m-1 Householder reflections H (~) defined by vectors ~[mxl] of the form:
=y (omg, V=) ) 2..m,

for m-j dimensional vector of zeros, omj = (0,...,0)" ifj<m and for an empty vector
forj = m. The vectors V~jeHSj-1 are parameterised in terms of the polar coordina-
tes applied in (6). The interesting case is m = 2, where the class of Householder
reflections provide parametric family of orthogonal matrices of dimension [2x2]
with identification restrictions imposed; see Steward (1980), Golub and Van Loan
(1983).

3. ANOTHER STEP — INTRODUCING COPULA FUNCTIONS

Distribution of y, defined by the density (4), where A = OmU, with orthogonal ma-
trix Om, parameterised according to decomposition (7), is obtained on the basis of
the linear transformation of a random vector £ with the density (2). Consequen-
tly, only linear dependence between random variables, representing coordinates,
can be modelled. Possible changes in coordinates that may be subject to statistical
inference, enriched flexibility of the family, however the nature of dependence of
elements of the vectory may still be linear. In order to model a more complicated
dependence structure in vector y we follow the approach that involves copula
functions.

Let consider a bivariate random variable z = (z1,z2)', with cumulative density
function (cdf) F and density function f, and with fi and Fi the density and cdf of
the marginal distribution of Zi respectively (i= 1,2). According to Sklar (1959),
there exists a function C:[0,1]2" [0,1], with the following properties:
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1. C(uyu2)isincreasingin uland u2
2. C(0,u2=C(u10)=0,C(1,u2)=u2 C(uyl) =ul
3. For each (ulul,u2u2') e [0,1]4 such ul<ul' and u2<u2":

C(ul',u2)-C(ul,u?2)-C(ulu2') + C(ulu2)>0,
such:
F(Z1,22) = C(F1(Z1), F2(22)).
The density of the joint distribution of z (if exist) is defined as follows:

f(z1,z2) =11(z1) f2(z2) cd(F1(z1™ F2(z2))/

where:

cd(«i,“2) = («i,«2)-

‘duiduz

Function C is called copula, and restores dependence reflected in the joint distri-
bution F, when marginal distributions F1 and F2 are considered. Function cd(=e®)
is called the density of the copula C. In the case with C(ul,u2)=ulu2, we have
F(z1,z2) = F1(z1)F2(z2), Cd(ui,u2) = 1 and f(z1,z2) =fi1(z:) fj(z2), hence C(ui,u2) = uiuz
defines stochastic independence between z1 and z2. For detailed theory of copula
functions and of the concept of measuring stochastic dependence within copula
framework see Joe (1997) and Nelsen (2006).

Now, in the bivariate case (m = 2), we generalise our distribution ofy, defined
by the density (4), by incorporating copula function in the distribution of the
random vector f. We consider arandom vector y of the form:

y=U'Om'z, (8)

with upper triangular matrix U and the orthogonal matrix Omdefined by (7) and
the bivariate random variable z with the following density:

p(z fe,h,900) = S1(z1 01,h1) S2(z2 J02,h2) GA(S1(21), S2(z2)] 6 cop), 9)

for the density cdof a particular copula function parameterised by the vector Qoop,
and skewed univariate densities s{ considered initially in (2). In (9) by S1and S2
we denote cdffunctions of those skewed univariate distributions. Introducing co-
pula function in the distribution ofy, according to (9), provides another source of
possible stochastic dependence in the random vector y, not involved with linear
transformation with matrix A, considered initially. The case with C(ulLu2) = ulu2
(or equivalently cd(ulu2) = 1) restores independence in the vector z, and hence
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the distribution is defined just like for£ in (2). In thiscaseonly a Mreariiefe
cente e Ni™Mncc™ordMnateso fy cod be modelled.

4. THE SET OFCO MPETING SPECIFICATIONS

By yywe danoCe the t™~ o-dimensiondi vee’Yr of logrrithmis returns at time t', Se.
y = (ywhr)G VWher” cy,= 100In(xji/xj =. annOndenoee sShevalue ctztl*ifinandiNl
inatrument at time Z In xrdc/to monyleynniboncCdypcnSoRyebstween cAm~c™
nents sfjs we assume the following structure:

h = '=1) =1 e ti (210

whehe y/j e= e...,i/xelyo) denote/rhe Information setet timea. Rsndom bcriablh2
zm=iaMmZka fellyw thy disly2utioc drOncSin 19 where componeies meern
tnerdewed ~s”seans o ffice e "nCArdiner Sfud rnll-~derLscnermith IdmO e rg¥iNiof
freedom parameter (hence Q = 0,), and skewness parameters hi- Matrix H(y~) in
(10) is a Householder reflection defined by:

VvV
H" ) =Im2- — )
Vi'Vy

where y~= (sin~1cos~1), and ~le(-r/2; r/2). Symmetric and positive definite
matrix Hj(fi}j_i) follows BEKK(1,1) specification:
Hj(b,}j-i) =A+B % - j' B'+C- H-i(b,}-2) «C",
and b groups all required parameters, namely
b = (all,al2,a22,bn ,b12,b21,b22,cn ,c12,c21,c22,)"
Rewriting (10) in the following form:

y-=Wi z-,-=1,..t,

where W-= H(y~) H-05(b,}j-1), just like in (8), we can formulate the conditional
distribution of y- (with respect to }--1) as a result of linear transformation of dis-
tribution of z-, with transformation matrix W-:

P 1}--1,01,02,h1,h2,~1,b,Mi) =
= |detW- 1-ISi(y-" W-E(1) 10i,hl) S2(y-" W-£(2) 102,h2) cd(Si(yf W-L(i)),S2(y-" W-1(2)] Qop),

where W”-o0 denotes i-th column of W-"1 and si(. |0,,h) are skewed Student-t den-
sities:
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si(z 1°7hi) = fst(z\0,1,°i>P(F(z 10,1,°i) Ihi), Z*R,

with the density and cdf of the standardised Student-t distribution with zero
mode, unit precision and degrees of freedom parameter I#>0 denoted by
/0(.10,1,0 andFst(. 0,1,V respectiddy

We considered five different single parameter copula functions, namely
Gaussian, Clayton, Frank, Plackett and Gumbel, together with the case of no
copula function. Thisgcves ussixcom peticg samplingmodels eollected in the
setedefiote™ b jt Ps.t®eone/fttiecem ofcopulasanO)ts deosiiies canbefoimd in
JiN01C9S) enO Neti o M) . Ollee ¢cNi; of copula funcCon cpph”ce A*nMMGA mg/ir™N
past odthepapnrie rnstgaied to onfy toihe eases wdcse ooly a lieiglepafamsiee
ieiSt0e descrines Ser)eeNighrte”it]~hs jMddm dirftes. t" oo otO™e i VPt Qnrdont
ateriboced with ricSeNrInritmeteN”™¥n canbe found in Cnei(a9900

Tletes”mpling medei ic detcoesee’™d be Shs following product of the
ccenNdiMistl d o /YSies:

t+k
pSy,yflvr,vo,er,eo,mrAMr) r n PSyj\-j-r,vr,vo,er,eo,wr,$,Mr), (11)

where y = (yl...yt) denotes the matrix of observed daily returns, while
yf= (yt+i,....yt+k) groups forecasted observables. In order to complete Bayesian
models, the prior distributions of all parameters must be stated. For the vector b
we adopted prior used in Osiewalski and Pipien (2004), for skewness parameters
hi and degrees of freedom parameters Viwe applied prior distribution studied by
Pipien (2007). Since the orthogonal component H(V~) in (10) is parameterised by
a single parameter ~1e(-r/2; r/2), we assumed for simplicity uniform prior over
the whole interval. Less trivial probability distributions, with some interesting to-
pological properties, adopted for a subset of the orthogonal matrices, were pro-
posed by Steward (1980).

All prior densities, except the one imposed on the parameter ~ le(-r/2;
r/2), were investigated previously in our papers. As it was clearly shown by
Osiewalski and Pipien (2004) and Pipien (2007) the prior information included
in the Bayesian models is very weak, as the prior distributions of parameters are
very diffuse. For parametersin copula functions we imposed normal distributions
truncated to the appropriate domain, with the prior mode at the point assuring
independence. Consequently, we do not specify any type of dependence between
coordinates and imposed appropriately diffused distributions. Consequently, the
conclusions drawn from the empirical analysis does not seem to be biased by the
prior knowledge, which is vague and not precisely stated in our case.

The main goal of the empirical part of the paper is to discuss the importance
of orthogonal component H(V~) and its form with respect to the type of the
copula function included in the sampling model. As an alternative to models
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in class H1 we also considered Copula-BEKK(1,1) specifications written in the
following way:

yj= H/5Db,}-1)'zj, j=1,....t, (12)

with no orthogonal mechanism, changing coordinates, included. The assump-
tions concerning zj and Hj(b,}j-1) are remained unchanged. In particular the
distribution of zj may involve five different form of copula function and also may
not involve copula. This gives us additional set of six competing specifications,
denoted by HO. The model 0 can be interpreted as a special case of (10), obtained
by imposing zero restriction on Householder vector V~= (0,0)', leading to the
case, where H(V~) = 12

5. EMPIRICAL ANALYSIS

In the empirical part of the paper we analyse bivariate time series of the logarith-
mic returns of the spot and futures quotations of the WIG20 index, covering the
period from 21.12.1999 till 27.02.2008; t=2053 observations. The dataset, depicted
on Figure 1, together with some descriptive statistics, exemplifies rather compli-
cated nature of the dependence between both univariate time series. The possible
dependence is clearly determined by the coincidence of outliers, making the em-
pirical distribution considerably more dispersed along first and second quarter of
the Cartesian product, as compared with relative stronger concentration of daily
returns of spot and futures quotations with different sing at the same day. The
modelled time series covers rather long history of spot and futures trading on the
Warsaw Stock Exchange. But, we cut the dataset at the end of the February 2008
in order to compare our results of model comparison with those presented in
amuch simpler model setting by Pipien (2010).

Another reason to focus on the considered time series is that possible
empirical importance of copula function in sampling model received so far
attention only during the financial crisis. There is vast literature suggesting
that during last global financial crisis, the dependence between financial time
series become very complicated and nonstandard. Hence, many authors clearly
indicated that copula functions are a promising tool in modelling time series
during crises and market crashes; see Bradley and Taqqu (2004), Rodriguez (2007),
Patton (2009). However, there is a little evidence in favour of the existence of
nonlinear dependence prior to the latest financial crisis.Consequently, we did not
updated our dataset and focus on the pre-crisis period. The empirical importance
of copula construct in the sampling model presented in this paper will be much
greater, if the data support will be obtained on the basis of the time series that
ends before global financial crisis.
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Table 1 presents theresults o fmodelcomparison.We consideredl|2 compet-
ing specifications, imposing 5 different copula functions (Normal, Clayton, Frank,
Plackett and Gumbel) and no copula function. In all cases respectively, we con-
sidered existence of orthogonal transformation against conditional distribution
with marginal densities for both series defined as simply skewed Student-t dis-
fributioe . she denote by H jthesiAsrt oUmoifelsw thosfoogonallrensfermafon
induded ,w Igle by HO a class of Copula-BEKK models with no free coordinates
in the conditional distribution. In Table 1 we put decimal logarithms of the mar-

Descriptive statistics
WIG20 FWIG20

Mean 0.0215 0.0284

Std. 1.557 1579

Skew 0.1612  0.1149
Kurt 45503 4.8788
Max 7.3724  9.8815
Min -6.3286 -7.7057

Correlation 0.3738

Figure 1 The plot of the daily returns on WIG20 (vertical coordinate) and on FWIG20 (horizontal
coordinate) from 21.12.1999 till 27.02.2008; t=2053 observations.

Table 1

Decimal logarithms of the marginal data density values in all competing specifications,
and of the Bayes factor in favour of the existence of orthogonal component in model

Copula function Orthogonal No orthogonal Bayes factor in favour
applied in sampling component included component of model from H1
model (Hi) (Ho) against model from HO
No Copula -2974.9263 -2977.5126 2.5863
Normal -2971.2150 -2976.2267 5.0117
Clayton -2972.2007 -2977.7896 5.5889
Frank -2970.3253 -2973.0979 1.7726
Plackett -2966.0346 -2968.1112 2.0766

Gumbel -2973.3153 -2975.0409 4.1973
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ginal data density values in case of all models, and also decimal logarithms of
Bayes factors in favour of the existence of orthogonal component. The results
clearly indicate the empirical importance of copula functions in sampling model.
The model without the construct receives a little data support in both subsets H1
and HO invariantly within H1 and HO subset. The greatest data support both, in
case of Hl1and HO, receives model with Plackett copula incorporated in sampling
function.

Another interesting issue concerning model comparison is that orthogonal
component always improves the explanatory power of models. In case of no
copula sampling models, and also for all copula functions, decimal logarithm
of the Bayes factor against pure Copula-BEKK specification is greater than one,
indicating in most cases the decisive support of this component in the sampling
model. This result seems to be invariant with respect to all remained parts of the
sampling model, and was suggested previously by Pipien (2010). Table 2 presents
the results of posterior inference about tail parameters in all models. We focus on
posterior mean and standard deviations of the degrees of freedom parameters of
the conditional distributions of univariate series. Within subsets of models H1and
HO, the inference about the tails of the conditional distribution is relatively the
same. In case of models, where orthogonal component excluded in the sampling
model, posterior means of parameters V1 and V2 indicate that the conditional
distribution is not of Gaussian type, however the posterior uncertainty, as
measured by the posterior standard deviation, does not preclude strongly

Table 2

Posterior inference about tails of the conditional distribution in all competing specifications

Copula function

L. . Orthogonal component included No orthogonal component
applied in sampling

(subclass of models H1) (subclass of models HO)

model
V15.64 (1.03) V17.49 (1.98)
No Copula V218,93 (3.45) V210.85 (1.98)
Normmal V16.94 (1.26) V17.49 (1.35)
V2 18.37 (3.40) V21084 (197)
V15.77 (1.05) V17.25 (1.32)
cl
ayton V219.13 (3.49) V21100 (2.01)
ok V16.93 (1.27) V18,57 (159)
V2 19.65 (3.59) V21142 (2.08)
Dlackett V1661 (1.21) V18.82 (161)
V218.95 (343) V2 12.00 (2.20)
cumbel V1551 (1.01) V17.46 (1.33)

V219.34 (3.55)

V210.36 (1.83)
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the same type of tail behaviour for both coordinates. If we include orthogonal
transformation in sampling model, the posterior inference changes substantially,
but in the same way in case of all copula functions and also in no-copula case.
If we consider the mechanism that enables search for a set of coordinates, along
which possible heavy tails and asymmetry can be modelled, the results of
estimation of the properties of the conditional distribution in tails are changing.
In all cases in subset H1, invariantly with respect to the type of copula function,
tails of the conditional distribution of univariate coordinates are different. The
data clearly support heavy tails for the first coordinate, while the second one
exhibit the Gaussian type tails.

In order to illustrate changes in conditional distribution, when orthogonal
mechanism is included in the sampling model, we plotted the isodensities of Z
in case of models from subset HO (Table 3) and isodensities of a random variable
H(V~)'Zj in case of models from subset H1 (Table 4). All parameters required to
draw the plots we chosen as posterior means. On the plots in Table 3 and 4, we
draw vectors representing coordinates appropriate in sampling models. In case
of models from subset HO we draw vectors proportional to the vectors from
canonical basis in R2 namely el=(10,0) and e2=(0,10). In case of model from H1
(Table 4) a set of coordinates are subject to posterior inference and hence we
present posterior means, together with the bands of the 95% HPD (Highest
Posterior Density) intervals for H(V~)'eland H(V~)'e2respectively.

Analysing isodensities plotted in Table 3 and 4 itis clear that the data support
different directions, than canonical, along which heavy tails and possible
asymmetry can be modelled. Copula functions change the shape of isodensities
strongly. However the mostimportant feature of the sampling model seems to be
the existence of the orthogonal mechanism changing coordinates. Only in case
of models from subset H1, a more complicated dependence between observed
time series can be discovered, as the shapes of isodensities in Table 4 exhibit
considerable excess from regular "elliptical” shape. For models from subset HO,
without orthogonal mechanism, differences between shapes of isodensities of the
distribution of zj are rather minor among models. New, estimated, directions in
the sampling models from subset H1 (Table 4) are different from initial, canonical,
ones. Taking into account dispersion of the posterior distribution, the bands of
the HPD intervals for H(V~)'el and H(V~)'e2 are located far away from the case,
where H(V~)=12. This clearly makes models without orthogonal component
improbable in the view of the data. Additionally, changing directions in models
from subset H1is nontrivial and does not only involve rotation. Comparing
vectors el and e2 with its corresponding images, we see that canonical basis is
subject to inversion and then to appropriate clock-wise rotation. This is due to
the properties of the Householder reflections applied in the construct. It enables
to search for optimal orientation in a more composed way.



Table 3

The plots of the isodensities of Z in models from class HO i.e. in sampling models with
no orthogonal component included. Isodensities are plotted on the basis of values of parameters equal to posterior means

No Copula Normal Clayton

Frank Plackett Gumbel



Table 4 w

The plots of the isodensities of in models from class HO i.e. in sampling models with no orthogonal componentincluded.
Isodensities are plotted on the basis of values of parameters equal to posterior means



Table 5

Posterior inference about linear conditional dependence obtained on the basis of the elements of matrix i)
in case of the best copula function (Placket). All parameters assumed to be equal to posterior means

Linear conditional dependence in the best model in Linear conditional dependence in the best model in HO

1
20001010 20010730 20020521 20030307 20031222 20041007 20050725 20060511 20070223 20071211 19991221 20001010 20010730 20020521 20030307 20031222 20041007 20050725 20060511 20070223 20071211
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A very important question concerning discussed empirical analysis
involves possible conclusions about changes of the linear dependence between
modelled univariate series, when orthogonal component and copula function is
incorporated. In Table 5 we present plots of posterior expectations of conditional
correlations between returns of spot and futures quotations of WIG20. Since
the results are practically the same in case of all pairs of models, we focus our
attention on the best models in H1 and HO respectively, both based on Plackett
copula function. In case of the best model from the set H1 the variability of the
conditional correlation coefficient seems to be only slightly less variable during
the whole time interval covering modelled time series.

Existence of orthogonal mechanism in sampling model does not seem to
influence the dynamics of conditional linear dependence strongly. Both series of
posterior expectations exhibit the same dynamic pattern, with strong variability
around value 0.4, starting from August the 12001, when Warsaw Stock Exchange
quoted WI1G20 index officially for the first time.

6. CONCLUDING REMARKS

The main goal of this paper was to check the empirical importance of some
generalisations of the conditional distribution in M-GARCH case. We considered
copula M-GARCH model with coordinate free conditional distribution. We
continue research concerning specification of the conditional distribution in
multivariate volatility models started by Pipien (2007, 2010). The main advantage
of the proposed family of probability distributions is that the coordinate axes,
along which heavy tails and symmetry can be modelled, are subject to statistical
inference. Along a set of specified coordinates both, linear and nonlinear
dependence can be expressed in formal and composed form.

In the empirical part of the paper we considered a problem of modelling the
dynamics of the returns on the spot and future quotations of the WI1G20 index
from the Warsaw Stock Exchange. On the basis of the posterior odds ratio we
checked the data support of considered generalisation, comparing it with BEKK
model with the conditional distribution simply constructed as a product of the
univariate skewed components.

Our example clearly showed the empirical importance of the proposed class
of the coordinate free conditional distributions. Both, orthogonal component, and
copula function, are necessary in proper modelling of the conditional distribution
of the vector financial returns. The existence of the orthogonal transformation
of coordinates in observation space receives decisive data support invariantly
with respect to the existence copula function in the sampling model and to the
type of specified copula. The dataset support much different orientation in the
sample space along which heavy tails, asymmetry and dependence between
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coordinates, can be discovered. Among the class of copula function Plackett one
received the greatest data support. Generally, presented in the empirical part of
the paper noticeable flexibility of the class in directional modelling of the tails
and asymmetry suggests that possible applications, concerning futures hedging
or Value-at-Risk calculation, are very promising.
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In this paper idea statistical approach in DEA method on the example of the single-product
Banker's model is described. Its assumptions and following from them properties of the DEA
estimator of point value production frontier is presented. Selected problems are described, which
can be object of statistical inference on the base of this model. Methods of the testing are proposed
and the whole of considerations is illustrated by empirical example based on real data. Limitations
connected with accepted model's assumptions, selected estimation's and testing's methods are
given. Finally, importance of the model for development of the corresponding methodology is
described.

STRESZCZENIE

W pracy opisano idege podejscia statystycznego w metodzie DEA na przykfadzie jednoprodukto-
wego modelu Bankera. Przedstawiono jego zatozenia i wynikajace z nich wtasnosci estymatora
DEA wartosci funkcji produkcji w punkcie. Opisano wybrane problemy, ktére moga by¢ przed-
miotem wnioskowania statystycznego na gruncie tego modelu. Zaproponowano takze sposoby
ich testowania, ilustrujgc cato$¢ rozwazan przyktadem empirycznym opartym na danych rzeczy-
wistych. Podano réwniez ograniczenia zwigzane z przyjetymi zatozeniami modelowymi, wybrang
metoda estymacji i sposobami testowania. Na koniec opisano znaczenie jednoproduktowego
modelu Bankera dla rozwoju metodologii w tym zakresie.
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1. PODEJSCIE STATYSTYCZNE W METODZIE DEA

Klasyczna wersja metody analizy otoczki danych (DEA) ma charakter determini-
styczny. W analizie procesu produkcyjnego wyraza sie on przekonaniem, ze na
podstawie dostepnych danych, jesteSmy w stanie skonstruowac prawdziwy zbiér
mozliwosci produkcyjnych reprezentowany przez ktéry$ z wariantéw technolo-
gii ptatami liniowej — zob. Predki (2006, 2012a). Tym samym, dla sytuacji jedno-
produktowej, mozna réwniez skonstruowaé prawdziwa, kawatkami liniowg funk-
cje produkcji. Przyjeto wiec, iz miary efektywnos$ci technicznej, skonstruowane
na tej podstawie mierzg poziom efektywnosci doktadnie. Jednak btedy w danych,
ich niepetnos¢, ciagta zmiennos$¢, czy brak istotnych informacji o procesie pro-
dukcyjnym moga przeciez wypaczy¢ uzyskane rezultaty.

W podejsciu statystycznym w metodzie analizy otoczki danych podcho-
dzimy wiec z duzg ostroznoscia do jakosci zebranych danych, a w konsekwencji
do wynikéw uzyskanych za ich pomocg. Owg niepewno$é, zwigzang z danymi
empirycznymi i wartosciami miar efektywnosci technicznej, prébuje sie tu opisy-
wac i wyjasniaé przy uzyciu odpowiednich modeli statystycznych. Rozwazane
modele zawierajg wiekszo$¢ zatozen deterministycznych obecnych w klasycznej
wersji metody, zob. np. Predki (2003), oraz zatozenia o charakterze stochastycz-
nym, ktérych zadaniem jest opis wspomnianej niepewnosci, zwigzanej z danymi
oraz z uzyskiwanymi warto$ciami miar efektywnoséci technicznej. Wykorzysty-
wane modele maja zwykle charakter nieparametryczny bagdz semiparametryczny.
Wigze sie to z postulatem, obecnym w deterministycznej wersji metody, by nie
wprowadzaé arbitralnych zaleznosci analitycznych np. postaci granicy produk-
cyjnej. Przektada sie on réwniez na cze$¢ stochastyczng modelu, gdzie unika sie
z kolei zatozen o charakterze parametrycznym, dotyczacych np. postaci rozkta-
déw zmiennych losowych wystepujacych w modelu. Jesli jest to niezbedne dla
uzyskania zgodnej estymacji miary efektywnos$ci czy silniejszego wnioskowania,
wprowadza sie odpowiednie zalozenia parametryczne. W dalszym ciagu jednak
posta¢ granicy produkcyjnej nie jest zadana analitycznie. Powstaje wtedy model
o charakterze semiparametrycznym.

W podejsciu statystycznym zaktada sie wiec, iz prawdziwa postaé¢ zbioru moz-
liwoséci produkcyjnych, a tym samym funkcji produkcji (dla przypadku jedno-
produktowego) nie jest znana. W konsekwencji nie znana jest rwniez prawdziwa
warto$¢ miary efektywnos$ci technicznej danej jednostki produkcyjnej. Deter-
ministyczna wersja metody DEA stuzy tu wtasnie aproksymacji prawdziwej po-
staci zbioru mozliwosci produkcyjnych oraz estymacji prawdziwej wartosci miary
efektywnosci technicznej danej jednostki produkcyjnej. W niektérych modelach
wylicza sie rowniez mierniki rozproszenia zwigzane z niepewnoscig dokonywa-
nej estymacji. Konstruuje sie np. aproksymacje przedziatow ufnosci oraz oceny
obcigzenia, czy wariancji zwigzanej z estymowanymi warto$ciami miar. Mozliwe
jest takze ogo6lniejsze wnioskowanie statystyczne zwigzane nie tylko z warto-
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sciami miar, ale z wiasnos$ciami i charakterystykami nieznanej technologii. Przy-
ktadowo testuje sie wypuktos$¢ zbioru mozliwosci produkcyjnych czy typ efektu
skali charakteryzujacy technologie. Dla sytuacji jednoproduktowej mozliwe jest
rowniez wnioskowanie dotyczgce wartosci innych charakterystyk procesu pro-
dukcyjnego.

Oczywiscie owa aproksymacja i estymacja jest odpowiedniej jakosci tzn. cha-
rakteryzuje sie okreSlonymi witasnosciami statystycznymi. Gitdwnie chodzi tu
o0 wiasnos$é zgodnosci estymatoréw miar efektywnosci technicznej ale nie tylko,
zob. Predki (2010a, 2010b). Sa to jednak duzo ,,stabsze" wtasnosci niz te uzyski-
wane dla metod estymacji wykorzystywanych w modelach parametrycznych
procesu produkcyjnego, zob. Kumbhakar i Lovell (2000). Wynika to po czesci
z faktu, iz chcagc dotrzymacé postulatu unikania arbitralnych zatozen o charakterze
parametrycznym, godzimy sie tym samym na model mniej informacyjny. Jednak
estymacja za pomocg DEA ,,przegrywa" z klasycznymi metodami estymacji typu
MNW czy MNK réwniez na gruncie wspomnianych modeli parametrycznych.
Sposob jej realizacji implikuje bowiem koniecznos$¢ zatozenia wypuktosci zbioru
mozliwosci produkcyjnych oraz tzw. jednostronnego skitadnika losowego dla
uzyskania podstawowej wtasnosci zgodnosci. W przypadku dwustronnych lub
ztozonych skitadnikéw losowych, czy gietkiej formy funkcyjnej w modelu, jak
dotychczas nie dowiedziono nawet zgodnosci tzw. estymatorow DEA. Z drugiej
strony nalezy podkresli¢, ze estymacja za pomocg metody analizy otoczki danych
wartosci miary efektywnosci technicznej zachowuje wtasnos¢ zgodnosci w przy-
padku wieloproduktowym i to bez koniecznos$ci znajomosci postaci analitycznej
funkcji transformaciji.

2. MODEL JEDNOPRODUKTOWY BANKERA

Pierwszym chronologicznie modelem, stanowigcym podstawe podejScia staty-
stycznego do modelowania zmiennosci danych w metodzie DEA, jest tzw. jed-
noproduktowy model Bankera, zaproponowany w pracy: Banker (1993). W lite-
raturze przedmiotu model ten nie ma nazwy wtasnej. Jednak ze wzgledu na jego
znaczenie dla rozwoju metodologii autor niniejszego opracowania proponuje
wprowadzenie okre$lenia zwigzanego z nazwiskiem jego tworcy.

Przyjmuje sie w nim, iz wytwarzany jest tylko jeden rodzaj produktu, co
umozliwia zapisanie odpowiednich zatozen za pomoca pojecia funkcji produkcji.
To za$ z kolei pozwala wykorzysta¢ pewne idee modelowania charakterystyczne
dla parametrycznych modeli statystycznych procesu produkcyjnego. Zaznaczmy
jednak wyraznie, iz jednoproduktowy model Bankera, w swej podstawowej wer-
sji jest modelem nieparametrycznym. Przypomnijmy bowiem po raz kolejny,
ze w DEA unikamy arbitralnych zalozen parametrycznych. Wprowadza sie tu
wprawdzie pojecie sktadnika losowego, jednak zatlozenia o nim réwniez majg
charakter nieparametryczny.
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Przejdzmy teraz do szczeg6tow i przedstawmy odpowiednie postulaty. Zosta-
ty one przeformutowane i uzupetnione w poréwnaniu z pracg zr6dtowag — Ban-
ker (1993), dla zwigkszenia czytelnosci i spéjnosci wywodu.

Pierwszy z nich jest zapisem zatozen obecnych w deterministycznej wersji
metody przy uzyciu funkcji produkciji.

zatozenie 1: Jednostki produkcyjne wytwarzajgjeden rodzaj produktu z m ro-
dzajow naktadow i postuguja sie tg sama technologia reprezentowang przez nie-
malejaca, wklesta funkcje produkecji g: X ~ R, gdzie X jest wypuktym i zwartym
podzbiorem R+0m

W praktyce zawsze mozna przyjag¢ konkretne wielkosci ograniczajgce dany
zbior naktadoéw X, co gwarantuje jego zwarto$¢. Wiasnosci zbioru X i funkcji g
zawarte w zatozeniu 1 implikujg ciggtos¢ granicy produkcyjnej (zob. Banker
(1993), przypis 4). Z kolei wtasnos¢ ciagtosci g jest wykorzystywana w dowodzie
zgodnosci estymatora DEA.

Kolejne zatozenia majg charakter stochastyczny, opisujg sposob generowania
obserwacji oraz modelujg niepewnos$¢ zwigzang ze zmiennos$ciag danych.

zatozenie 2: Dane sa ilosci uzytych naktadéw i wytworzonych produktéow
dla n producentéw w postaci préby | n= ((xj,yj) e XxR+,j = 1, ..., n) rozumianej
jako realizacja ciggu wektorow losowych o tym samym rozktadzie.

Tak samo jak realizacje bedziemy oznacza¢ sam cigg wektoréw losowych.
Z kontekstu bedzie zawsze jasno wynika¢, ktérg interpretacje nalezy przyjaé. Po-
dobnag konwencje przyjmuje sie w modelach regresyjnych, gdzie zmienng obja-
$niang i objasniajgce oznacza sie czesto identycznie jak ich realizacje.

W celu zapisania dalszych zatozen wprowadzmy nastepujgca definicje.

Definicja 1: Wyrazenie f = g(xj) - yj, bedziemy nazywac¢_/-tym odchyleniem
od granicy produkcyjnej.

W metodzie DEA rozwaza sie zwykle miary efektywnos$ci technicznej, jednak
ze wzgledu na nieujemny znak tego odchylenia i jego znaczenie w podobnych
modelach parametrycznych przyjmuje sie tutaj, iz jest on miarg nieefektywnosci
(por. Kumbhakar i Lovell (2000)).

Przedstawmy dwa kolejne zatozenia.

zatozenie 3: Odchylenia od granicy produkcyjnej sg zmiennymi losowymi
o tym samym rozktadzie, reprezentowanym przez gestosc f:

Vz < 0:f(z) = 0.

Zatozenie to implikuje w szczegélnosci, iz znaki odchyleh f sg nieujemne
z prawdopodobienstwem jeden. Odchylenie to jest wiec odpowiednikiem jedno-
stronnego sktadnika losowego w modelach parametrycznych. A to z kolei ozna-
cza, ze podwykres g obejmuje zaobserwowane dane.
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Zalozenie czwarte daje mozliwos¢ rozwazania wyrazenh g(xj) i f niezaleznie,
co bardzo upraszcza ich estymacje.

Zatozenie 4: Dla dowolnegoj = 1, . . n, rozktad odchylenia f jest niezalezny
od rozktadu wektora ;.

W niektérych przypadkach bedziemy przyjmowac alternatywnie dodatkowe
postulaty.

Zatozenie 5: Gestosc¢ fjest nierosngca dla z >0 tzn.:
V0 < Z1 < Z2. 1(Zj) > f(Z22).

Zatozenie 6: Odchylenia f sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, dlaj = 1, ., n.

Zatozenie 7: Wektor xj charakteryzuje sie gestoscig h:
VxeX: h(x) > 0.

Zatozenie 8: Dla dystrybuanty odchylenia f zachodzi warunek:
Vz > 0: F(z) > 0.

Parametrami podlegajgcymi estymacji na bazie zdefiniowanego modelu bedg
wartosci g(xj), dlaj =1, ..., n. Liczba parametréw ro$nie tu wiec wraz ze wzro-
stem liczebnosci préby, w przeciwienstwie do modeli parametrycznych, gdzie
estymujemy wspdlny dla wszystkich obserwacji zestaw parametrow tworzacy
analityczng postac g.

Formalnie estymacje mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej wartosci g(xo), przy
ustalonym xoe X .

Definicja 2: Estymator DEA wartosci g(xo):
gDEA(X0) = max {y: 3Aj > 0: xo > Z “= Xijy<Za~yj, Z"=1 Ao = 1}.

Jest to jednoproduktowa wersja deterministycznego modelu z pracy: Banker,
Charnes i Cooper (1984). Od inicjatow autoréw tego Zrodiowego artykutu nosi
on nazwe modelu BCC zorientowanego na produkty.

Za jego pomocg mozna tez estymowacé odchylenie od granicy produkcyjnej,
czyli miare nieefektywnosci technicznej.

Definicja 3: Estymator DEAj-tego odchylenia od granicy produkcyjnej:

fj.DEA = gDEA(X]) - Vi.
Ze wzgledu na role miernika nieefektywnosci jaka petni odchylenie mowi sie
tu o jego estymacji, szczegélnie w kontekscie wniosku 1 (zob. tez Banker (1993),

s. 1268).
Przejdzmy teraz do witasnosci wprowadzonych estymatoréw.
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Twierdzenie | : Estymator DEA jest estymatorem M NW wartos$ci g(xj), tzn.
wartocécieDEA)Q) sgcoewigzaniemoptymalnym problemu:

n

max p  f(£),

gdzie: f, g — spetniajg zatozenia 1-6 modelu Bankera.
Zapisujgc w ten sposob funkcje wiarygodnos$ci korzystamy juz oczywiscie
z zatozen 3,4 6.

Twierdzenie 2: JesSli spetnione sg zatozenia 1-4 oraz 7-8 to estymator gDEA(x0)
jest zgodny dla xo z wnetrza zbioru X, rozumianego w sensie topologicznym
— zob. np. Engelking (1976).

Wniosek 1: Przy zatozeniach jak w twierdzeniu 2, rozktad asymptotyczny es-
tymatora fj,DEAjest identyczny z rzeczywistym rozktadem odchylenia fj.

Twierdzenie 3: Jesli spetnione sg zatlozenia 1-4 i 6 oraz F(0) < 1 to estymator
gDEA(Xo0) jest obcigzony.

Witasnos$¢ minimalnosci rozszerzenia estymatora DEA oraz zatozenie F(0) < 1
implikuje dodatkowo dodatni znak obcigzenia E[g(x0) - gDEA(x0)]. MOowi sie
wtedy, ze estymator ten jest obciazony do wewnatrz (z ang. inward biased esti-
mator). Wiasno$¢ minimalnosci rozszerzenia polega na tym, ze podwykres kaz-
dej funkcji produkcji spetniajgcej zatozenia modelu Bankera zawiera podwykres
aproksymanty gDEA Dowody powyzszych twierdzen i wniosku zawarte sg w ar-
tykule Zr6dtowym — Banker (1993).

Podsumowujac, jest to model procesu produkcyjnego, w ktéorym speinione
jest dla kazdej obserwacjij = 1, ..., n, klasyczne réwnanie:

y = g(xj) - fj

Addytywny ijednostronny sktadnik losowy bedacy odchyleniem od granicy
produkcyjnej petni role miernika nieefektywnosci technicznej obiektu j-tego. Jed-
nym, ze zrédet losowosci jest tu wiec nieefektywno$¢ procesu produkcyjnego.
Zwroémy jednak uwage, ze formalnie losowe sg rowniez wielkosci wchodzgace
w sktad wektora naktadéw xj. Oznacza to, ze granica produkcyjna nie jest deter-
ministyczna, ponadto przypomnijmy, iz nie jest ona zadana analitycznie. Brak
dwustronnego czy ztozonego sktadnika losowego Swiadczy o nie uwzglednieniu
innego Zrddta losowosci jakim sag szoki zewnetrzne mogace wptywac na wielkosé
produktu. DEA jest tu metodag estymacji funkcji produkcji w punkcie, a przez
to posrednio rowniez odchylenia od granicy produkcyjnej. Dzigki temu mozliwe
jest uzyskanie zgodnej oceny tego miernika nieefektywnosci technicznej.
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3. ZASTOSOWANIA MODELU BANKERA

Rozszerzenie deterministycznej metody analizy otoczki danych i osadzenie jej
w szerszym konteks$cie modelu statystycznego, jako metody estymacji jego para-
metrow, miato na celu modelowanie zmiennos$ci danych i niepewnosci odnosnie
wartosci miary nieefektywnos$ci technicznej. Dzieki odpowiedniej konstrukcji
modelu przez Bankera mozliwe stato sie dowiedzenie, iz oceny miar nieefek-
tywnosci uzyskiwane za pomocg metody DEA majg okreSlone wtasnosci sta-
tystyczne. Nie mozemy jednak zapominac¢, iz model statystyczny stuzy przede
wszystkim celom wnioskowania statystycznego. Oméwimy teraz problemy, ktére
testuje sie w ramach jednoproduktowego modelu Bankera.

1. Testowanie istotnosci réznic pomiedzy dwiema grupami obserwaciji.

Jesli podejrzewamy, ze grupa n jednostek produkcyjnych nie jest z jakiego$
powodu jednorodna (tzn. pochodzi z dwoch, réznych populacji) mozemy to
testowac¢. Zaktadamy, ze owa niejednorodnos$¢ przektada sie na istotne rdéznice
pomiedzy wartosciami miar nieefektywnosci obu grup. Testujemy wiec podo-
bienstwo rozktad6w wartoéci miar lub istotno$¢ r6znicy miedzy $rednimi warto-
sciami miar z obu grup.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali

Jest to element weryfikacji modelu dotyczacy jednej z charakterystyk niezna-
nej technologii wyrazonej funkcja produkcji g. Ustalenie wtasciwego typu efektu
skali wptywa na postaé¢ funkcji produkciji, jest to wiec po czes$ci odpowiednik
testowania jej postaci analitycznej na gruncie modeli parametrycznych.

3. Testowanie specyfikacji modelu

Ustalenie listy naktadow istotnie wptywajacych na produkt i ogdélnie na
technologie jest sprawg kluczowg dla wstepnej specyfikacji modelu. W mode-
lach parametrycznych réwniez testuje sie zestawy zmiennych objasniajgcych,
bedacych odpowiednikami naktadéw (metoda Hellwiga czy analizy grafow).
W naszym modelu nieparametrycznym, gdzie nie zadajemy analitycznie postaci
funkcji produkcji, jest to szczego6lnie istotna kwestia. Tym wieksze znaczenie
majg bowiem wtedy przyjete do analizy zestawy naktadéw. Za pomoca metody
DEA testuje sie gtownie istotnos$¢ uzupetnienia wyjsciowego zestawu naktadoéw
o0 nowe ich rodzaje.

Schemat testowania wszystkich oméwionych problemoéw jest podobny jak
w punkcie pierwszym. Mamy zawsze wyodrebnione dwie grupy jednostek pro-
dukcyjnych, w zwigzku z tym mamy réwniez odpowiadajgce im dwie grupy nie-
znanych wartosci miar nieefektywnosci technicznej. Obliczamy estymatory DEA
miary nieefektywnosci takze w podziale na grupy, ktore traktujemy jak dwie,
niezalezne grupy obserwacji. Nastepnie za pomocg odpowiednich testéw niepa-
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rametrycznych badamy podobienstwo ich rozktadéw empirycznych. Wykorzy-
stuje sie tu najczesciej test Kotmogorowa-Smirnowa, ale rGwniez test Welcha czy
Manna-Whitney'a — zob. Banker, Conrad i Strauss (1986), Banker i Chang (1995).

Banker wprowadza tez do analiz testy parametryczne oparte na zatozeniu, iz
miara nieefektywnosci technicznej ma okreslony rozktad parametryczny spetnia-
jacy zatozenia modelowe. Podobnie jak w modelach parametrycznych, rozwaza
sie tu zwykle rozktad wyktadniczy albo p6tnormaliny.

Autor uzasadnia swoéj pomyst odpowiednimi eksperymentami symulacyj-
nymi. W ramach symulacji znamy posta¢ funkcji produkcji g, a tym samym rze-
czywiste wartosci miary nieefektywnosci technicznej. Mozliwe jest wiec zliczanie
btedow 1 i Il rodzaju popetnianych w poszczeg6lnych testach. Ich liczba stuzy
porownaniu skutecznosci odpowiednich testow. Uzyskane wyniki wskazujga, iz
zaproponowane testy parametryczne sg pod tym katem porownywalne z uzywa-
nymi zwykle testami nieparametrycznymi, a w niektérych sytuacjach dajg nawet
wyniki lepsze. Wykazuje on, iz odpowiednie testy sg rowniez konkurencyjne
w stosunku do innych testow parametrycznych, w ktéorych metoda estymacji jest
skorygowana MNK (SMNK). Wybér SMNK nie jest przypadkowy, gdyz podob-
nie jak DEA jest to metoda estymacji wykorzystywana przy jednostronnych od-
chyleniach od granicy produkcyjnej.

Przyjecie parametrycznych rozktadéw odchylen oznacza jednak wprowa-
dzenie arbitralnych zatozeh parametrycznych do modeli wyjsciowych. Nie sg
one bowiem w zaden sposOb testowane. Mamy wiec model semiparametryczny,
czyli teoretycznie bardziej informacyjny. Wprawdzie eksperymenty symulacyjne
wskazujg, ze wnioskowanie moze by¢ wtedy silniejsze, ale pewnosci w tym za-
kresie mie¢ nie mozna. W ramach symulacji analizujemy przeciez jedynie wy-
brane przypadki, a nie wszystkie mozliwe. Szczegoty tych symulacji i uzyskane
wyniki dostepne sg w pracach Banker i Chang (1995) oraz Banker (1996). Jesli
chodzi o wtasnosci statystyczne estymatora DEA, to sytuacja nie ulega zmianie.
W oparciu o nowe zatozenia nie wykazano bowiem jakich$ kolejnych wtasnosci
statystycznych estymatora DEA (np. efektywnosci, nieobcigzonosci czy choéby szyb-
szej zbieznosci).

Szczeg6ty oraz pogtebiony schemat testowania zostang zilustrowane w cze-
§ci empirycznej pracy. Warto zaznaczy¢, ze idea modelowania zastosowana
przez Bankera ma swoje zrodta w bogatym dorobku zwigzanym z modelami
parametrycznymi procesu produkcyjnego, gdzie podobne struktury formalne
funkcjonuja juz od przetomu lat 60-tych i 70-tych ubiegtego wieku — zob. prace
zrodtowe: Aigner i Chu (1968), Timmer (1971), Afriat (1972), Richmond (1974),
Schmidt (1976). Granica produkcyjna jest w nich jednak zadana analitycznie
w postaci funkcji liniowej lub logliniowej parametréw wspdlnych dla wszystkich
obserwacji. Ponadto w wiekszosci tych modeli jednostronny sktadnik losowy ma
rozktad parametryczny. Wyjatkiem jest model z pracy Aigner i Chu (1968), ktory
ma charakter czysto deterministyczny.
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Wieksza informacyjno$¢é modeli parametrycznych umozliwia nie tylko obli-
czenie ocen miernikow nieefektywnosci o okreslonych wtasnosciach statystycz-
nych, ale takze szersze wnioskowanie statystyczne. W jego sktad wchodzi:

— ocena charakterystyk rozproszenia miernikow nieefektywnosci, ktéra z kolei
umozliwia konstrukcje odpowiednich przedziatéw ufnosci;

— testowanie hipotez dotyczacych wartosci tychze miar oraz charakterystyk
procesu produkcyjnego;

— weryfikacja zatozen modelowych.

4, OPIS WYKORZYSTANYCH TESTOW

W czesci empirycznej wykorzystamy przykitadowo trzy testy wspomniane w pra-
cach zrodtowych (Banker (1993, 1996)), preferowane przez autora opisanego mo-
delu.

1. Test Kotmogorowa — Smirnowa

Z testéw nieparametrycznych najwiekszg popularnoscig w pracach Bankera
cieszy sie test Kotmogorowa — Smirnowa zgodnos$ci rozktadu pewnej cechy X
w dwéch populacjach. Statystyka testowa ma tu postac:

gdzie Fi(.), dlai = Nj, N2, oznacza dystrybuante empiryczng cechy dla grupy ob-
serwacji pobranych z odpowiedniej populacji. Dzieki twierdzeniu Smirnowa roz-
ktad tej statystyki jest znany i stablicowany. Dla zadanego poziomu istotnosci a
odczytujemy wiec warto$¢ krytyczna K~ Jesli K > K», to hipoteze zerowa o0 zgod-
nosci rozktadéw cechy w obu populacjach odrzucamy, w przeciwnym razie nie
ma podstaw do jej odrzucenia. 2 2

2. Test parametryczny oparty na rozktadzie wyktadniczym cechy

Przyjmuje sie zatozenie, ze cecha w obu populacjach ma rozktad wyktad-
niczy o nieznanym parametrze odpowiednio Xj i A2. W takiej sytuacji testowa-
nie zgodnosci tych rozktadéw polega na testowaniu réwnosci Xj = X2 zawartej
w hipotezie zerowej. Ponownie pobieramy préby z obu populacji i obliczamy dla
nich wartosci cechy oznaczone odpowiednio przez Zj, ..., XNl oraz y If yN2. Sta-
tystyka testowa:
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przy przyjetym zatozeniu i prawdziwosci hipotezy zerowej ma rozktad F o parze
stopni swobody (2Nj, 2N2). Dla zadanego poziomu istotnoséci a odczytujemy wiec
wartosé krytyczng Fa z tego rozktadu. Jesli FEXp > Fa, to hipoteze zerowga o0 zgod-
nosci rozktadéw cechy w obu populacjach odrzucamy, w przeciwnym razie nie
ma podstaw do jej odrzucenia.

3. Test parametryczny oparty na rozktadzie p6tnormalnym cechy

Przyjmuje sie zatozenie, ze cecha w obu populacjach ma rozktad poéinor-
malny o nieznanym parametrze odpowiednio (d1i v2. W dalszym ciggu testo-
wanie przebiega analogicznie jak w poprzednim punkcie z tym, ze uzywa sie
statystyKki:

F e wre,nrw,

WZea/N

ktora przy przyjetym zatozeniu i prawdziwos$ci hipotezy zerowej o rownosci pa-
rametrow ma rozktad F o parze stopni swobody (Nj, N2).

Cechg bedaca przedmiotem testowania jest odchylenie od granicy produk-
cyjnej, natomiast zasada podziatu na grupy bedzie zalezata od wybranego pro-
blemu bedgcego przedmiotem wnioskowania statystycznego.

5. CZESC EMPIRYCZNA

Przejdziemy teraz do ilustracji wnioskowania statystycznego opisanego w czesci
trzeciej i czwartej pracy na przyktadzie empirycznym, opartym na danych rze-
czywistych z polskiego sektora energetycznego. Dane pochodzg z pracy: Osie-
walski i Wrobel-Rotter (2002) i dotyczg ilosci okreslonych naktadéw oraz jednego
produktu 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni w latach 1995-1996. Za na-
ktady obiektéw przyjeto:
— kapitat (warto$¢ brutto sSrodkoéw trwatych liczona w zt.);
— prace (liczba pracownikéw);
— energie wsadu (liczong w TJ).
Jedynym produktem dziatalnosci jednostek jest wytworzona energia (liczona
w TJ). Jednostka energii jest tu teradzul (1GWh = 3,6T)).

Powrd6¢my do problemoéw badawczych opisanych w czeSci trzeciej pracy.

1. Testowanie istotnosci ré6znic pomiedzy dwiema grupami obserwaciji.
Potraktujemy zbiory mozliwos$ci produkcyjnych opisujgce technologie w la-
tach 1995 i 1996 jako dwie osobne populacje. Mamy dane po 32 obserwacje do-
tyczace kazdego ze zbioréw. Weryfikujemy hipoteze zerowa, ze technologia nie
ulegta znaczagcym zmianom z roku 1995 na rok 1996. Zgodnie z oméwionym juz
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Tabela 1

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla lat 1995 i 1996 (kol. 2-3),
statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki odpowiednich testow,
przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

0  fqrEA®  fqmEA®B @ = 005 K-S EXP HN
1 0,00 000 semp. 0,375 1,054 1,198
2 0,00 000  wkryt. 1,360 1513 1,804
3 0,00 000  wynik Ho HO Ho
4 0,00 0,00
5 1280158 1437165
6 840369 801183
7 898675  7602,05
8 0,00 0,00
9 81542  9464,38
10 975232 10412,27
1 0,00 0,00
12 748156  10754,48
13 806359 748473
14 387,24 0,00
15 0,00 0,00
16 330232 3514,79
17 333370 159346
18 0,00 0,00
19 342,39 490,47
20 474,32 92,39
21 426055 410772
22 626713  3467,75
23 0,00 0,00
2 1360,61 989,81
25 1359,38 132636
2 195360  1864,82
27 1658,23 675,16
28 739,74 0,00
29 0,00 0,00
30 0,00 0,00
31 0,00 0,00
2 0,00 0,00

Zrodho: obliczenia whasne.
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tokiem rozumowania obliczamy wartosci estymatora DEA odchyleh od granicy
produkcyjnej dla obu lat osobno i badamy podobienstwo ich rozktadéw empi-
rycznych za pomocg testow omoéwionych w czesci czwartej pracy.

Widoczne jest, iz wszystkie testy wskazujg na brak podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej (wiersz o nazwie ,wynik" w tabeli 1). Dochodzimy wiec do
konkluzji, ze wszystkie trzy testy potwierdzajg, iz technologia nie ulegta znacza-
cym zmianom z roku 1995 na rok 1996.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali

Zweryfikujemy przyktadowo hipoteze, iz technologia w roku 1995 charakte-
ryzuje sie globalnie statymi efektami skali (szerszy przeglad probleméw z tego
zakresu bedzie dostepny w pracy: Predki (2012b)). W tym celu obliczamy naj-
pierw wartosci estymatora DEA granicy produkcyjnej za pomocg danych z roku
1995, przy zatozeniu statego efektu skali ze wzoru:

gDEA(X0) = max {y: 3Aj>0: Xo> Z “ZL Ao Xj,y < Z ““j» },

a nastepnie odpowiednie oceny odchylen ze wzoru:

f 0,CRS = gCRS(x0) - Yo,

dlao =1, ..., n. Uzyty indeks CRS pochodzi od nazwy Constant Returns to Scale.
W zér rézni sie od tego na gDEA(x0) jedynie brakiem warunku sumowalnosci
zmiennych Ajodo jednosci (jest to tzw. model CCR zorientowany na produkty).

Tym razem wyniki testowania nie sg zgodne. Wynik testu nieparametrycz-
nego sugeruje przyjecie zatozenia o globalnie statych efektach skali. Natomiast
testy parametryczne odrzucajg te hipoteze. Nie oznacza to jednak, ze wskazujg
one na zmienny efekt skali. Moga bowiem wystepowac réwniez tzw. globalnie
nierosngce lub niemalejgce efekty skali — zob. np. Predki (2012b).

3. Testowanie specyfikacji modelu

Zweryfikujemy przyktadowo hipoteze, ze czynnik kapitalu ma nieistotny
wpityw na technologie w roku 1995. W tym celu obliczymy wartosci estymatora
DEA odchylenia dla wszystkich obiektow w dwo6ch wariantach. W pierwszym
zaktadamy jak dotychczas, iz wykorzystujemy do produkcji wszystkie trzy na-
ktady (wartosci foDEA). W drugim natomiast przyjmiemy, ze naktadami sa tylko
praca i energia wsadu (wartosci f o-kap).

Podobnie jak w problemie pierwszym, wszystkie trzy testy sugerujg przyjecie
hipotezy zerowej. Nie stwierdzono wiegc istotnych réznic pomiedzy rozktadami
empirycznymi obu grup wartosci. Oznacza to, ze czynnik kapitatu ma nieistotny
wptyw na technologie w roku 1995 i mozna go poming¢.



53

Tabela 2

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy zatozeniu statych
i zmiennych efektow skali (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki
odpowiednich testéw, przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

o} £0.CRS £ a = 0,05 K-S EXP HN
1 26844,16 0,00 s.emp. 0,875 2,266 5,413
2 0,00 0,00  w.kryt. 1,360 1513 1,804
3 4884,65 0,00 wynik HO H1 H1
4 0,00 0,00
5 33538,23 12891,58
6 16537,51 8403,69
7 16315,83 8986,75

150,86 0,00
9 6201,30 815,42

10 20964,13 9752,32

11 0,00 0,00

12 14431,85 7481,56

13 13291,97 8063,59

14 1767,34 387,24

15 0,00 0,00

16 3451,68 3302,32

17 3555,64 3333,70

18 0,00 0,00

19 409,21 342,39

20 1073,16 474,32

21 4884,84 4260,55

22 6407,43 6267,13

23 0,00 0,00

24 1374,56 1360,61

25 2069,52 1359,38

26 2185,35 1953,60

27 1845,60 1658,23

28 1431,14 739,74

29 314,30 0,00

30 952,21 0,00

K1l 377,17 0,00

32 185,25 0,00

Zrodho: obliczenia whasne.



54

Tabela 3

Estymatory DEA odchylen od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy r6znych zestawach
naktadow (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartosci krytyczne i wyniki odpowiednich testow,
przy poziomie istotnosci a = 0,05 (kol. 4-7)

o £o.DEA £orkap a = 0,05 K-S EXP HN
1 0,00 0,00 s.emp. 0,750 1,402 1,495
2 0,00 11722,80  w.kryt. 1,360 1,513 1,804
3 0,00 0,00 wynik HO HO HoO
4 0,00 0,00
5 12891,58 12891,59
6 8403,69 8733,13
7 8986,75 9579,91

0,00 0,00
9 815,42 815,43

10 9752,32 9792,43

11 0,00 0,00

12 7481,56 7481,55

13 8063,59 8073,88

14 387,24 387,25

15 0,00 0,00

16 3302,32 6392,57

17 3333,70 6954,77

18 0,00 0,00

19 342,39 342,38

20 474,32 6279,00

21 4260,55 4342,29

22 6267,13 7801,53

23 0,00 0,00

24 1360,61 1360,61

25 1359,38 4670,37

26 1953,60 2093,74

27 1658,23 1721,40

28 739,74 1791,49

29 0,00 125,88

30 0,00 0,00

3l 0,00 1406,15

32 0,00 0,00

Zrodho: obliczenia whasne.
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6. UWAGI KRYTYCZNE

Przeprowadzajgc powyzsze elementy wnioskowania musimy mie¢ swiadomos¢
pewnych ograniczen i stabosci, ktére zwigzane sa z wybranym sposobem testo-
wania oraz wtasciwosciami samego modelu. Ze wzgledu na to, iz estymator DEA
odchylenia jest jedynie estymatorem zgodnym nalezy pamietaé, ze wszelkie
przeprowadzone testy majg charakter asymptotyczny. Potrzebna jest wiec przy-
najmniej kilkudziesiecioelementowa grupa obserwacji. Szczego6lnie wymagajacy
jest pod tym wzgledem test Kotmogorowa-Smirnowa ze wzgledu na swdj niepa-
rametryczny charakter. Jest on stabszy od wykorzystanych testOw parametrycz-
nych w tym witasnie sensie, iz dla odrzucenia hipotezy zerowej potrzebna jest
tu czesto duzo wieksza liczba obserwacji niz w wykorzystanych testach para-
metrycznych. Wynika to z prostego faktu, iz testy nieparametryczne dzialajg
w oparciu o0 model mniej informacyjny, a doptyw informacji nastepuje tu gtow-
nie poprzez zwiekszenie liczebnosci préby. W przyktadzie empirycznym jest
to widoczne przy testowaniu typu efektu skali, gdzie przy tej samej liczebnosci
proby, testy parametryczne wskazujg na istotno$¢ badanych réznic. Natomiast
w przypadku testu nieparametrycznego réznice odpowiednich rozktadéw war-
tosci nie sg jeszcze wystarczajace dla odrzucenia hipotezy zerowej.

Wszystkie powyzsze testy wymagajg ponadto, by rozwazane dwie proby
byty niezalezne. W naszym przypadku nie mamy zadnej gwarancji, ze tak rze-
czywiscie jest, aczkolwiek przy wzroscie liczebnosci préby pewne eksperymenty
symulacyjne wskazuja, iz sytuacja pod tym katem ulega poprawie ze wzgledu
na wtasnos¢ zgodnosci estymatora DEA — zob. Banker (1993), przypis 7; Banker
(1996).

Problemem jest tez wystepowanie stosunkowo duzej frakcji obiektow efek-
tywnych technicznie, czyli takich, dla ktérych warto$¢ odchylenia wynosi zero.
Dla przyktadu w zatozeniach twierdzenia Smirnowa, na ktérym opiera sie odpo-
wiedni test, wystepuje zatozenie o ciggtosci dystrybuanty nieznanego rozktadu
odchylenia. Oznacza ono, iz prawdopodobienstwo wystgpienia w prébce dwoéch
jednakowych wartosci powinno by¢ réwne zero. Tymczasem w kazdej probie
bedzie wystepowac liczna frakcja odchylen zerowych, co wynika z witasnosci
DEA czyli wybranej metody estymaciji.

Przypomnijmy, iz w przypadku testow parametrycznych staboscig jest tez
arbitralny wybo6r parametrycznego rozktadu odchylenia, ktéry nie podlega we-
ryfikacji. Ograniczenie stanowi réwniez zatozenie wklestosci funkcji produkeji
przyjmowane w modelu. Jest ono niestety konieczne dla uzyskania zgodnosci
estymatora DEA odchylenia od granicy produkcyjnej. Oznacza to, ze praw-
dziwg granicg produkcyjng nie moze by¢ tu np. funkcja wklesto-wypukia
(np. gietka forma funkcyjna typu Translog). Jak w takim razie rozumiane sg tu
zmienne czy rosnace efekty skali? OdpowiedZ na to pytanie autor niniejszej
pracy probuje udzieli¢ w artykule: Predki (2012b). Problem wigze sie oczywi-
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Scie z pytaniem, jak definiuje sie r6zne typy efektéw skali dla wypuktego zbioru
mozliwosci produkcyjnych.

7. ZNACZENIE MODELU BANKERA

Mimo opisanych w poprzedniej czesci licznych ograniczen wynikajgcych z zato-
zen modelowych, wtasnosci metody estymacji oraz wybranych sposobéw testo-
wania, jednoproduktowy model Bankera stat sie podstawa podejscia statycznego
w metodzie DEA. Juz sam autor w pracy: Banker (1996) prébuje rozszerzy¢ go na
przypadek wieloproduktowy. Mozliwos$¢ analizy technologii wieloproduktowej
jest bowiem uwazana za jedng z zalet deterministycznej wersji metody, podno-
szong czesto w literaturze przedmiotu.

Kolejni badacze, tworzacy podejscie statystyczne w metodzie analizy otoczki
danych, odwotujg sie do prac Bankera oraz korzystaja po czes$ci z jego dorobku
i przemys$len. Proponujg oni pewne nowe rozwigzania modelowe oraz modyfika-
cje wyjsciowej metody estymacji. Szczegdlnie istotne sg tu prace Dietera Gstacha,
Timo Kuosmanena oraz zespotu badawczego skupionego wokét Leopolda Simara.

Przyktadem moze tu by¢ konstrukcja modeli w orientacji na naktady. Owa
dwuorientacyjnos$¢ miar efektywnosci/niefektywnosci jest przeciez tak charak-
terystyczna dla metody DEA. Banker pomingt ten aspekt, przypuszczalnie ze
wzgledu na che¢ powigzania swej propozycji z istniejagcymi modelami parame-
trycznymi. Tradycyjna mikroekonomiczna i ekonometryczna analiza procesu
produkcyjnego jest bowiem zwykle nastawiona na kwestie maksymalizacji pro-
duktu, a nie minimalizacji naktadu. W orientacji na naktady rozwaza sie tu raczej
kwestie minimalizacji kosztow, a nie bezposrednio naktaddéw, czyli analizuje tzw.
efektywno$¢ kosztowa obiektdw (a nie techniczng).

Innym przyktadem jest kwestia aproksymacji zbioru T za pomocg wersji
technologii ptatami liniowych r6znych od tej, ktéra zostata wykorzystana w jed-
noproduktowym modelu Bankera. W sytuacji wieloproduktowej, przy braku
analitycznej postaci funkcji transformacji, technologie opisuje zbiér mozliwosci
produkcyjnych. W metodzie DEA podlega on aproksymacji w catosci za pomoca
tzw. technologii ptatami liniowych — zob. np. Predki 2010b, 2012a. W pracy Ban-
kera (1993), przypis 3 — wspomina sie jedynie, iz aplikowalnos$é¢ innych wersji
przebiega poprzez analogie. Natomiast w pracy: Banker (1996), s. 148-149, wpro-
wadza sie dla celow testowania globalnych typow efektow skali estymatory DEA
miary efektywnos$ci oparte na aproksymacji T za pomoca technologii ptatami
liniowych, gdzie zaktadamy globalnie staty albo niemalejacy efekt skali. Nie do-
wodzi sie jednak witasnosci statystycznych tych estymatoréw, nastepuje jedynie
rozszerzenie zatozen modelowych odnos$nie zbioru T o dodatkowe jego wtasno-
sci. Dopiero kolejni badacze analizujg szerzej tg kwestie — zob. np. Park, Jeong
i Simar (2010).
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Powstat rowniez pomyst na konstrukcje estymatora zgodnego miary efek-
tywnosci/Znieefektywnoséci, ktéry nie wymaga przyjmowania ktopotliwego zato-
zenia wypuktosci zbioru T Wykorzystano tzw. metode FDH bedaca modyfikacja
metody analizy otoczki danych. Zbadane zostaty wtasnos$ci tego estymatora oraz
zaproponowano odpowiednig aproksymacje zbioru T — szczeg6ty dostepne
np. w pracy: Predki (2010c). Dzieki temu stato sie rowniez mozliwe testowanie
zatozenia o wypuktosci zbioru mozliwosci produkcyjnych, ktére jest przyjmo-
wane m.in. w jednoproduktowym modelu Bankera — zob. Simar i Wilson (2011),
rozdz. 5.2.
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ABSTRACT

R. Wrobel-Rotter. Modern structural modelling, part I: estimated general equilibrium models — an over-
view. Folia Oeconomica Cracoviensia 2012, 53: 59-83.

The paper presents mail building blocks of the estimated general equilibrium models. Models
belonging to that class combine in one specification the optimization behavior of consumers and
producers with mechanisms that allow to model the nominal and real rigidities observed at the
macroeconomic level. Moreover, they allow flexibly to test alternative economic hypotheses. This
article contains the first part of the methodology that discusses theoretical assumptions, the second
one is devoted to estimation and verification methods and will appear as the continuation article.
The goal is to present wide context of they usefulness and highlight methodological challenges.

STRESZCZENIE

W pracy omoéwiono podstawowe bloki réwnan, wynikajacych z przyjetych uktadéw zatozen teo-
retycznych, tworzace estymowane modele réwnowagi ogdlnej. Stanowig one konstrukcje opartg
na mikroekonomicznych zagadnieniach optymalizacyjnych podmiotéw gospodarczych, zdefinio-
wanych w modelu teoretycznym, regut decyzyjnych i proceséw stochastycznych ksztattujgcych
dynamike modelowej gospodarki w czasie, z ktérych nastepnie otrzymuije sie uktad réwnan struk-
turalnych, w formie nieliniowego systemu racjonalnych oczekiwan. Podstawowa grupa podmio-
téw wystepujacych w modelu sg gospodarstwa domowe podejmujgce kluczowe decyzje wptywa-
jace na ksztattowanie sie poziomu aktywnosci w modelowej gospodarce, okreslajgc podaz pracy,
rodzaj konsumpcji, alokacje srodkéw pienieznych miedzy krajowe i zagraniczne aktywa finan-
sowe, oraz stanowia one jedyne zZrédto kapitatu dla przedsiebiorstw krajowych, ustalajac wielko$¢
jego podazy i inwestycji. Decyzje konsumpcyjne i inwestycyjne gospodarstw domowych sg opisy-
wane w czasie przez cigg identycznych zagadniern maksymalizacji uzytecznosci, niezmiennych dla
kazdego ze stan6w przysztosci, warunkowych wzgledem danego ciggu ograniczer budzetowych.
Prowadza one do definicji réwnan Eulera dla konsumpcji, okreslenia ograniczenia zasobowego
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gospodarki i, po zdefiniowaniu proceséw stochastycznych ksztattujacych preferencje w czasie
i okreslajacych inne zaktdcenia losowe, wystepujgce w funkcji uzytecznosci i ograniczeniu budze-
towym, tworzg bezposrednio réwnania strukturalne modelu.

Druga istotng grupa podmiotéw wystepujacych w czesci teoretycznej modelu sg przedsigbior-
stwa. Sektor produkcyjny ma strukture dwustopniowa, ktora sktada sie z przedsiebiorstw wytwa-
rzajagcych produkty posrednie, wykorzystujgcych prace oferowana przez gospodarstwa domowe
i posiadany zaséb kapitatu, oraz producenta dobra finalnego, ktéry agreguje produkty posrednie
w jednorodny produkt koricowy. Konstrukcja taka ma na celu ujecie nominalnych opéznien w re-
akcji ptacy na nieprzewidywalne zmiany warunkéw zewnetrznych i umozliwié¢ wspotistnienie
w jednym modelu optymalizacyjnych zachowan mikroekonomicznych z obserwowang na pozio-
mie makroekonomiczng inercjag zmiennych. Produkt finalny jest przekazywany gospodarstwom
domowym w celach konsumpcyjnych i inwestycyjnych oraz eksporterom, w przypadku modelu
gospodarki otwartej. Producent finalny, dziatajacy na rynku doskonale konkurencyjnym, wyko-
rzystuje funkcje produkcji, opisana agregatem o statej elastycznosci substytucji, taczac produkty
posrednie w jeden agregat. Sektor wytwarzajagcy dobra posrednie stanowig przedsigbiorstwa
dziatajgce wedtug zasad konkurencji monopolistycznej: nabywajg prace i wynajmujg kapitat od
gospodarstw domowych na rynku doskonale konkurencyjnym, wytwarzajg niejednorodne dobra
posrednie i sprzedaja je producentowi finalnemu. Technologia producentéw posrednich podlega
wspalnym, stochastycznym zmianom w czasie i jest najczesciej opisana przez funkcje produk-
cji Cobba i Douglasa. Optymalne decyzje zwigzane z wielkosScig produkcji i cenami sg ustalane
w oparciu o mikroekonomiczne zagadnienia optymalizacyjne: minimalizacji kosztéw i maksymali-
zacji zysku. Model zamykajg reguta decyzyjna podmiotu odpowiedzialnego za decyzje monetarne
oraz inne réwnania, w szczeg6lnosci warunki réwnowazenia sie rynkdw i ograniczenia zasobowe.
Estymowany model réwnowagi ogdlnej jest szczegdlng konstrukcja, ktéra pozwala przejs¢ od
optymalizacyjnych zachowan na poziomie mikroekonomicznym do wystepujacych na poziomie
makroekonomicznym inercji poprzez odpowiednie mechanizmy agregujace.

KEY WORDS — StOWA KLUCZOWE

Estymowany model rownowagi ogolnej, mikroekonomiczne zagadnienia optymalizacyjne,
maksymalizacja uzytecznosci i zysku, minimalizacja kosztéw, model racjonalnych oczekiwan

Estimated General Equilibrium model, microeconomic optimisation, utility and profit
maximisationcost minimization, rational expectation model

1. WSTEP

Estymowane modele rGwnowagi ogo6lnej sa obecnie podstawowa grupg modeli
makroekonomicznych, wywodzgacych sie z teorii ekonomii, ktore stuzg analizie
wpltywu na zmienne makroekonomiczne zakibécen stochastycznych oraz sy-
mulacji mozliwych $ciezek rozwoju gospodarek. Sa one szeroko wykorzysty-
wane w praktyce, ze wzgledu na elastyczne mozliwosci rozbudowy i testowa-
nia konkurencyjnych teorii ekonomicznych. Celem opracowania, sktadajagcego
sie z dwdch czesci, jest przedstawienie gtéwnych zagadnien metodologicznych
zwigzanych z nurtem strukturalnego modelowania makroekonomicznego, ba-
zujagcego na estymowanych modelach rownowagi ogdlnej. Niniejszy artykut,
stanowiagcy cze$¢ pierwszg pracy, zawiera og6lna charakterystyke modeli nale-
zacych do tej klasy i omawia gtéwne bloki tworzagce model w postaci struktural-
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nej. Zagadnienia zwigzane z estymacja rownan, tematami analizy wrazliwosci
i budowy modeli hybrydowych porusza artykut nastepny w tym tomie, zaty-
tutowany: ,,Wybrane zagadnienia wspdétczesnego modelowania strukturalnego,
cze$c¢ Il: wnioskowanie w estymowanych modelach rownowagi ogo6lnej". Roz-
wazania w tek$cie majg charakter ogdlny i stanowig prébe podsumowania i ze-
brania najwazniejszych zagadnien metodologicznych oraz przegladu biezacej
literatury.

2. GENEZA 1 OGOLNA CHARAKTERYSTYKA

Strukturalne modele makroekonomiczne, do ktérych naleza estymowane mo-
dele rownowagi ogdlnej, majg za zadanie ujecie dynamiki gtéwnych zmiennych
makroekonomicznych w sposoéb pozostajagcy w zgodzie z teorig ekonomii. Obej-
mujg one m.in. stochastyczne dynamiczne modele roéwnowagi ogolnej (ang.
Dynamic Stochastic General Equilibrium, DSGE), dynamiczne modele réwno-
wagi ogolnej, (ang. Dynamic General Equilibrium, DGE), i inne modele réwno-
wagi ogodlnej o charakterze nowokeynesowskim (ang. New-Keynesian General
Equilibrium), ktérych cechg wspdlng jest to, ze ich parametry strukturalne sg
estymowane na podstawie obserwacji pochodzacych z makroekonomicznych
szeregOw czasowych. Zasadniczg cecha wyrozniajgcg sposrod strukturalnych
modeli makroekonomicznych sg fundamenty ekonomiczne, na podstawie kto-
rych sg konstruowane zwigzki miedzy zmiennymi wystepujagcymi w teoretycz-
nej gospodarce. Modele nalezgce do tej klasy tgczg optymalizacyjne decyzje pod-
miotéw gospodarczych na poziomie mikroekonomicznym z obserwowanymi na
poziomie makroekonomicznym opd6znieniami w dostosowywaniu sie zmiennych
w odpowiedzi na zaktocenia stochastyczne, co jest mozliwe poprzez konstruk-
cje odpowiednich mechanizmdéw agregujagcych. Z punktu widzenia teorii ma-
kroekonomii tgczg one idee podejscia nowokeynesowskiego, dopuszczajgcego
niedoskonatosci rynkéw, z nurtem nowoklasycznym zaktadajgcym racjonalnosé
dziatania gospodarstw domowych i przedsiebiorstw. O cenach i ptacach przyj-
muje sie w modelu zatozenie nieelastycznosci, oznaczajgce brak natychmiasto-
wej i petnej reakcji na zmiane warunkéw zewnetrznych. Modele te nie ujmuja
bezposrednio wptywu rynkédw finansowych na gospodarke, zaktadajgc ich efek-
tywnosé, przyjmuja zdolnosé powrotu gospodarki do stanu dynamicznej rowno-
wagi i rownowaznos$é ricardianskg w polityce fiskalnej. Majac podbudowe w teo-
rii ekonomii umozliwiajg one badanie wptywu szeregu czynnikéw na kluczowe
zmienne makroekonomiczne, w szczeg6lnosci moga ilustrowaé¢ konsekwencje
wystgpienia w gospodarce zaktocen losowych, pomagaé¢ w okre$leniu determi-
nantow wzrostu gospodarczego, wyjasnia¢ zrodta fluktuacji makroekonomicz-
nych i cyklu koniunkturalnego, analizowaé mechanizm transmisyjny polityki
pienieznej oraz prognozowac efekty zmian polityki gospodarczej. Modele eko-
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nomiczne, stanowiace podbudowe teoretyczng estymowanych modeli réwno-
wagi ogolnej powstaty w odpowiedzi na krytyke stosowanych do konca lat 70.
XX wieku wieloré6wnaniowych, strukturalnych modeli popytowych; podsumo-
wanie badan: Fair (1994). Dotyczyta ona m.in. nieodpowiedniego modelowania
dynamiki gospodarki, identyfikacji rownan behawioralnych i formowania ocze-
kiwan podmiotéw gospodarczych w odpowiedzi na zmiany polityki gospodar-
czej; Lucas (1976). Odpowiedzig byto pojawienie sie dwoch rownolegtych nur-
tow badawczych, z ktérych pierwszy doprowadzit do wytonienia sie szerokiej
klasy strukturalnych modeli makroekonomicznych; Kydland i Prescott (1982),
King, Plosser i Rebelo (1988), Christiano, Eichenbaum i Evans (1999, 2005), nato-
miast drugi zwigzany byt z modelowaniem makroekonomicznych szeregéw cza-
sowych za pomocg wektorowej autoregresji; Sims (1980).

Obecnie stosowane w praktyce estymowane modele r6wnowagi ogolnej, uj-
mujgce dynamike catej gospodarki i wywodzace sie z teorii ekonomii, wytonity
sie w efekcie obserwowanej w literaturze ostatniej dekady tendencji zmierzajacej
do opracowania spéjnych ram modelowania makroekonomicznego; omoOwienie
ewolucji przyjmowanych zatozeh w modelach réwnowagi og6lnej i przeglad
literatury oraz stanu badan zawiera m.in. praca Lane (2001). Préba unifikacji
teorii ekonomicznych i ich wykorzystania w badaniach empirycznych dopro-
wadzita do potgczenia koncepcji dynamicznych modeli rownowagi ogdlnej,
zaktadajgcych réwnowazace sie rynki i racjonalne oczekiwania podmiotéw go-
spodarczych, z koncepcja niedoskonatej konkurencji i nominalnych nieelastycz-
nosci wystepujacych w gospodarce; Obstfeld i Rogoff (1995), uog6lnienie modelu
m.in.: Kim i Kwok (2007). W konsekwencji powstate modele zaliczane sg zarbwno
do nurtu nowej klasycznej syntezy jak i nazywane bywajg nowo-keynesowskimi
dynamicznymi modelami rownowagi ogdlnej, m.in. Goodfriend i King (1997)
oraz Rotemberg i Woodford (1997). Modele te gtéwnie stanowity koncepcje teore-
tyczne, ktore po kalibracji parametrow strukturalnych, wykorzystywano m.in. do
poréwnan rezultatow uzyskanych z modeli wektorowej autoregresji i konstrukcji
restrykcji ekonomicznych poprawiajagcych jej zdolnosci prognostyczne; Malley,
Muscatelli i Woitek (2005), Ingram i Whiteman (1994). Obserwowane w gospo-
darce nieprzewidywalne czynniki losowe oraz wystepowanie innych zaktécen
egzogenicznych spowodowato wprowadzenie do modeli dodatkowych licznych
stacjonarnych i niestacjonarnych proceséw stochastycznych, co w konsekwencji
spowodowato wytonienie sie klasy modeli nazywanych w literaturze stochastycz-
nymi dynamicznymi modelami rownowagi ogdlnej; Chang i Schorfheide (2003).
Zaliczane sg one obecnie do nurtu Nowej Makroekonomii Gospodarki Otwartej
(ang. New Open Economy Macroeconomics, NOEM); Bergin (2003). Obszerny
wstep do zagadnien estymowanych modeli rownowagi ogdélnej, dyskusje ich
witasnosci oraz mozliwosci zastosowania przedstawia m.in. Tovar (2008).

Cechg charakterystyczng estymowanych modeli rownowagi ogoélnej jest za-
leznos¢ parametréw i proceséw stochastycznych wystepujacych w réwnaniach
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strukturalnych od parametréw fundamentalnych nie wystepujagca w modelach,
w ktérych rownania tworzy sie poprzez opis zaleznosci miedzy kategoriami
makroekonomicznymi, zob. m.in. Fagan, Henry i Mestre (2005) i nowsza wer-
sja Warne, Coenen i Christoffel (2012). W modelu wykorzystuje sie zatozenie,
ze znaczne i czeste zmiany parametrow opisujacych preferencje i technologie sg
mato prawdopodobne, co upowaznia przyjecie zatozenia o ich statoSci w czasie,
badz stopniowej ewolucji; Pagan (2001). Mikroekonomiczne podstawy na ktérych
jest konstruowany model powoduja, ze bezpos$rednio uwzglednia sie oczekiwa-
nia podmiotéow, co do ksztattowania sie przysztych warunkéw gospodarczych
oraz mechanizmy ustalania sie cen i wydatkéw konsumpcyjnych co powoduje,
ze model taki uwzglednia argumenty przedstawione w pracy: Lucas (1976). Bez-
posrednie ujecie w modelu uzytecznosci gospodarstw domowych moze by¢ pod-
stawg do analizy konsekwencji alternatywnych scenariuszy polityki pienieznej
dla konsumentéw, m.in. Otrok (2001), Juillard, Karam, Laxton i Pesenti (2006).
Skonstruowanie uktadu dynamicznego opisujgcego gospodarke i jednocze-
$nie wywodzgcego sie z teorii ekonomii, zawierajagcego znaczng liczbe niesta-
cjonarnych proces6w stochastycznych oraz nominalnych i realnych opéznien
w dostosowywaniu sie cen i ptac, okazato sie mie¢ kluczowe znaczenie w opi-
sie szeregéw makroekonomicznych. Opracowanie metod efektywnej estymacji
parametrow strukturalnych oraz mozliwos$¢ elastycznego formutowania i testo-
wania zré6znicowanych hipotez ekonomicznych przesadzito o ich szerokich moz-
liwosciach aplikacyjnych. W zakresie budowy $redniej wielkosci empirycznych
systemow stuzacych modelowaniu polityki pienieznej za model fundamentalny
uwaza sie system skonstruowany w 2001 roku dla gospodarki zamknietej, opubli-
kowany w pracy: Christiano, Eichenbaum i Evans (2005). Model ten, wyznacza-
jacy obecnie dominujacy kierunek badan empirycznych, nastepnie uogdlniono
na przypadek ujmujacy gospodarki otwarte i opracowano efektywne, pozwa-
lajagce na uwzglednienie informacji wstepnej, metody estymacji parametrow
strukturalnych. W pierwotnej swojej postaci wywodzi sie on z pionierskich prac,
takich jak: Obstfeld i Rogoff (1995) oraz Erceg, Henderson i Levin (2000).
Estymowane modele rownowagi ogolnej o wiekszej skali niz pierwotne
modele teoretyczne znalazty zastosowanie przede wszystkim w instytucjach
finansowych o zasiegu miedzynarodowym i bankach centralnych: Kortelainen
(2002) model opracowany dla 11 krajow strefy euro w Bank of Finland; Black,
Cassino, Cassino, Hansen, Hunt, Rose i Scott (1997) oraz Szeto (2002), funkcjo-
nujace w Reserve Bank of New Zealand, przy czym ostatnia praca jest potacze-
niem obliczeniowego modelu réwnowagi ogdélnej (ang. computational general
equilibrium model, CGE) z modelem dynamicznym, reprezentujgcym $ciezke
dostosowania zmiennych makroekonomicznych do stanu stabilnego, wyznaczo-
nego przez CGE. Z dalszym prac nalezy wymieni¢: Benigno i Thoenissen (2003)
w Bank of England, Smets i Wouters (2005) model dla strefy euro i gospodarki
USA, Dib (2003), Bouakez, Cardia i Ruge-Murcia (2002), Moran i Dolar (2002),
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Ambler, Dib i Rebei (2003), Coletti, Hunt, Rose i Tetlow (1996) oraz Murchison,
Rennison i Zhu (2004) w Bank of Canada, Laxton i Pesenti (2003) w Miedzyna-
rodowym Funduszu Walutowym, jako wersja modelu dla gospodarki globalnej
opracowanego m.in. pod kierunkiem: Rajan (2004), Linde, Nessen i S6derstrom
(2009) oraz Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b) w szwedzkim Riksbanku,
Erceg, Guerrieri i Gust (2005) model SIGMA skonstruowany w Systemie Rezerwy
Federalnej, Pytlarczyk (2005) dla gospodarki niemieckiej, Pytlarczyk (2007), Smets
i Wouters (2003, 2007), Ratto, Roger, in't Veld i Girardi (2005) ora Ratto i Roger
(2005) dla strefy euro, Breuss i Rabitsch (2009) dla Austrii, Burriel, Fernandez-
-Villaverd i Rubio-Ramfrez (2009) dla gospodarki hiszpanhskiej, Haider i Khan
(2008) dla Pakistanu oraz Gabriel, Levine, Pearlman i Yang (2010) dla Indii. Cha-
rakterystyczna cechg powyzszych modeli jest to, ze stopniowo odchodzi sie
w nich od metod kalibracji parametrow na rzecz ich formalnej estymacji, najcze-
$ciej metodami bayesowskimi, umozliwiajacymi, w procesie wnioskowania pota-
czenie informacji wynikajgcej z teorii ekonomii z danymi empirycznymi. Warto
zwréci¢ uwage na modele konstruowane i oszacowane w Sveriges Riksbank,
w szczegdlnosci na model opracowany wspdlnie z autorami koncepcji estyma-
cji modeli rownowagi og6lnej: Altig, Christiano, Eichenbaum i Linde (2011), oraz
pozostate: Adolfson (2007), Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2004, 2005a, 2008a,
2008b), Adolfson, Laseen, Linde, Villani i Svensson (2011) oraz Adolfson, Laseen,
Linde i Villani (2005b). Ostania praca przedstawia pierwszy duzy model row-
nowagi ogolnej, w petni estymowany metodami bayesowskimi ktoéry, po osza-
cowaniu na danych polskich, znajduje sie réwniez w dyspozycji Narodowego
Banku Polskiego, Grabek, Ktos i Utzig-Lenarczyk (2007). Modele estymowane
dla danych polskich mozna znalez¢ rowniez w pracach: Kolasa (2008), Brzoza-
brzezina i Makarski (2010) oraz Gradzewicz i Makarski (2009). Strona teore-
tyczna estymowanych modeli rownowagi ogélnej zostata omoéwiona m.in. w pra-
cach: Christiano, Trabandti Walentin (2010), Gali (2008), Colander (2006), Canova
(2006), Woodford (2003). Szereg artykutéw o charakterze empirycznym traktuje
rozne aspekty ich konstrukcji i ujecia zagadnien wptywu decyzji monetarnych
na sfere realng i nominalng gospodarki, m.in. Adolfson (2007), Christiano, Eichen-
baum i Evans (2005), Clarida, Gali i Gertler (1999, 2000), Evans i Honkapohja
(2006), Gali i Monacelli (2005), Kim (2000), Schmitt-Grohe i Uribe (2004a, 2004b,
2005, 2007), Sims (2001, 2002a), Benhabib, Schmitt-Grohe i Uribe (2001b), Gall
(2002), Khan, King i Wolman (2003), Levin, Onatski, Williams i Williams (2005),
Rabanal (2007), Smets i Wouters (2002), Brzoza-Brzezina, Kolasa i Makarski (2011)
oraz Brzoza-Brzezina i Kolasa (2012). Wymienione prace nie wyczerpuja powsta-
tych aplikacji estymowanych modeli rbwnowagi og6lnej, natomiast majg zasy-
gnalizowac¢ szerokie mozliwosci ich zastosowania praktycznego i uzytecznos$é
w badaniach empirycznych.

Oprécz konstrukcji czesci teoretycznej modelu waznym zagadnieniem meto-
dologicznym sg metody estymacji jego parametréw. Pierwotnie technikami po-



65

szukiwania odpowiednich ich wartosci byta kalibracja, stosowana standardowo
w modelowaniu makroekonomicznym. Analiza zdolnos$ci modeli kalibrowanych
do opisu stylizowanych zaleznosci, wystepujacych w szeregach makroekono-
micznych pochodzacych z gospodarki USA, wskazuje na potencjalne problemy
i potrzebe stosowania w praktyce metod estymacji parametrow strukturalnych,
rowniez z mozliwoscig uwzglednienia dodatkowych informacji pochodzacych
zinnych zrédet, m.in. opartych na badaniach mikroekonomicznych; Séderstrom,
Soderlind i Vredin (2002), Kim i Pagan (1999), Kydland i Prescott (1996). Oprécz
kalibracji, wykorzystywano réwniez przyblizone techniki estymacji, ustalaty war-
tosci parametrow po minimalizacji odlegtosci wybranych funkcji odpowiedzi
impulsowych z modelu strukturalnego od analogicznych wielkosci w identyfi-
kowalnym modelu wektorowej autoregresji, m.in. Rotemberg i Woodford (1997),
Schorfheide (2000), Murchison, Rennison i Zhu (2004), Christiano, Eichenbaum
i Evans (2005), Black, Cassino, Cassino, Hansen, Hunt, Rose i Scott (1997) oraz
Christiano, Trabandti Walentin (2010). Nieco rzadziej stosowano réwniez metode
najwiekszej wiarygodnosci, m.in. Ireland (2004), Bouakez, Cardia i Ruge-Murcia
(2002) oraz Moran i Dolar (2002).

Estymacja parametréw strukturalnych na gruncie wnioskowania bayesow-
skiego, ktora w odroznieniu od kalibracji wykorzystuje funkcje wiarygodno-
§ci generowang przez estymowany model réwnowagi og6lnej oraz umozliwia
uwzglednienie informacji spoza proby, zostata zaproponowana w pracy: Lubik
i Schorfheide (2006). Metody bayesowskie zostaty wykorzystane do estymacji
parametrow strukturalnych i parametrow opisujgcych strukture stochastyczng
modeli w pracach: Smets i Wouters (2003) oraz Adolfson, Laseen, Linde i Villani
(2005b). Zastosowanie metod wnioskowania bayesowskiego mozna uwazac za
kontynuacje koncepcji bayesowskiej kalibracji i prac bezposrednio prezentujg-
cymi mozliwosci jej praktycznego wykorzystania; Canova (1994), DeJong, Ingram
i Whiteman (1996, 2000) oraz Geweke (1999). Strona numeryczna estymacji bay-
esowskiej jest realizowana z wykorzystaniem technik Monte Carlo opartych na
tancuchach Markowa (ang. Markov Chain Monte Carlo, MCMC) i, sporadycz-
nie, metod Monte Carlo z funkcja waznosci; De Jong, Ingram i Whiteman (2000)
oraz An i Schorfheide (2007). Wiecej na temat wtasnosci stosowanych algoryt-
mow i oceny ich zbieznos$ci mozna znalez¢ w pracach: Chib (1995), Cowles i Car-
lin (1996), Brooks i Gelman (1998), Geweke (1992), Tierney (1994), Gamerman
(1997), O'Hagan (1994). W praktyce najczesciej stosuje sie algorytm Metropolisa
i Hastingsa, w ktorym warto$¢ oczekiwana gestosci prébnej jest zmienna i usta-
lana na poziomie ostatniego zaakceptowanego stanu tancucha Markowa (ang. ran-
dom walk Metropolis-Hastings); Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b), Smets
i Wouters (2007), oraz ksiazki: Marin i Christian (2007), Tanner (1996). Metody
Monte Carlo sg stosowane zaréwno do aproksymacji brzegowych rozktadéw a po-
steriori parametrow jak i przyblizania brzegowych gestos$ci obserwacji, niezbed-
nych w procesie poréwnywania modeli, Rabanal i Rubio-Ramfrez (2005a, 2005b).
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Estymowane modele rébwnowagi og6lnej stosowane w praktyce, charaktery-
zujace sie duzg skala, zapewniajgca lepszy opis zaleznos$ci wystepujacych w rze-
czywistej gospodarce, posiadajg szereg rozbudowanych zatozen i sg zazwyczaj
opracowywane dla kilku sektoréw gospodarki, co skutkuje ich znaczng ztozo-
noscig operacyjng i trudnosciami ze szczeg6towym omoéwieniem wszystkich
przyjmowanych zatozen. Wybrane zagadnienia metodologiczne stanowity temat
analiz we wczes$niejszych pracach autorki: wprowadzenie w tematyke: Wrobel-
-Rotter (2007b, 2007c), szczeg6ty wyprowadzenia rownan strukturalnych przy-
ktadowego modelu: Wrobel-Rotter (2011a, 2011c, 2012¢e), omoOwienie zagadnien
estymacji i metod numerycznych: Wrébel-Rotter (2007a, 2008, 2012b, 2012f), pre-
zentacja technik oceny stabilnosci rozwigzania i zalezno$ci miedzy parametrami
postaci strukturalnej i zredukowanej: Wrdébel-Rotter (2011b, 2012c) oraz opis
metody budowy hybrydowego modelu wektorowej autoregresji: Wrobel-Rotter
(2012a,2012d).

Catos$¢ zagadnien metodologicznych mozna podzieli¢ na nastepujace, zasad-
nicze czesci:

1. Specyfikacja mikroekonomicznych zagadnien optymalizacyjnych i regut
decyzyjnych podmiotéw wystepujgcych w modelu, definicja proceséw sto-
chastycznych okres$lajgcych dynamike zaktécen stochastycznych, zapisanie
ograniczen zasobowych oraz innych réwnan wystepujacych w czesci teore-
tycznej modelu.

2. Analityczne rozwigzanie zagadnien optymalizacyjnych konsumentéw i pro-
ducentéw oraz zapisanie warunkow pierwszego rzedu, ktére wraz z pozo-
statymi rownaniami okres$lajg postac¢ strukturalng modelu, tworzgacego forme
nieliniowego systemu racjonalnych oczekiwan.

3. Linearyzacja rownah modelu wyrazonych dla zmiennych zapisanych w for-
mie odchylen od ich warto$ci odpowiadajgcych stabilnemu stanowi modelu.
Mozliwe jest pozostawienie modelu w formie nieliniowej, co wymaga zasto-
sowania innych metod jego rozwigzywania i estymacji, znacznie podnosza-
cych stopien skomplikowania numerycznego aplikacji.

4. Przeksztatcenie systemu zlinearyzowanych rownan strukturalnych w postaé
zredukowana i zapisanie ich reprezentacji w formie przestrzeni stanéw, skia-
dajacej sie z rbwnania przejscia, otrzymanego po rozwigzaniu postaci zline-
aryzowanej, oraz rownania obserwacji, definiujagcego powigzanie zmiennych
endogenicznych, wystepujacych w modelu teoretycznym, ze zmiennymi ob-
serwowanymi.

5. Estymacja parametrow strukturalnych modelu na podstawie jego reprezenta-
cji w przestrzeni stan6w, na ktdrg sie sktadajg: specyfikacja rozktadu a priori,
konstrukcja funkcji wiarygodnosci, przyjecie odpowiednich metod nume-
rycznych, w szczeg6lnosci zastosowanie algorytmu Metropolisa i Hastingsa,
oraz ocena jego zbieznosci.
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6, Zastosowanie modelu w analizach: symulacji wariantéw decyzji gospodar-
czych, prognozowania zmiennych makroekonomicznych i oceny przebiegu
funkcji odpowiedzi impulsowych, porownan z rezultatami otrzymanymi na
podstawie konkurencyjnych specyfikaciji,

7, Dodatkowa weryfikacja, pozwalajaca na uzyskanie wgladu w zaleznosci wy-
stepujace w modelu, poprzez zastosowanie narzedzi analizy wrazliwosci, ba-
danie obszaréw stabilnos$ci rozwigzania, dyskusje stopnia poprawnosci spe-
cyfikacji zagadnien optymalizacyjnych i ré6wnan strukturalnych, itp,

8, Zastosowanie w konstrukcji innych modeli ekonometrycznych, w tym pota-
czenia z wektorowg autoregresjg, umozliwiajace wiekszg elastyczno$¢ w do-
pasowywaniu sie do danych empirycznych, i ich wykorzystanie jako punktu
odniesienia do poréwnan z innymi modelami,

3, MODEL W POSTACI STRUKTURALNE]J

Estymowane modele rownowagi ogdlnej stanowig konstrukcje oparte na mikro-
ekonomicznych zagadnieniach optymalizacyjnych podmiotow gospodarczych
wystepujacych w modelu teoretycznym, regut decyzyjnych i proceséw stocha-
stycznych ksztattujagcych dynamike modelowej gospodarki w czasie, z ktérych
nastepnie otrzymuje sie uktad réwnan strukturalnych, w formie nieliniowego
systemu racjonalnych oczekiwan, Model zbudowany na gruncie teorii ekono-
mii ma za zadanie opisaé¢ ksztattowanie si¢ najwazniejszych szeregéw makro-
ekonomicznych, takich jak stopa wzrostu PKB, inflacja cenowa i ptacowa, stopa
procentowa, inwestycje, import i export, Na mocy konstrukcji, wnioskowanie
w modelach nalezacych do tej klasy, polega na okre$leniu wartosci parame-
trow fundamentalnych, charakteryzujacych podmioty wystepujagce w modelo-
wej gospodarce i jej wtasnosci dynamiczne, na podstawie ograniczonego zbioru
zagregowanych szeregéw czasowych, Majac na uwadze cel, jakiemu ma stuzyé
budowany model, nalezy rozwazy¢ w procesie jego konstrukcji, jakie szeregi
makroekonomiczne zostang przyjete do estymacji, jakie uwzgledni¢ zatozenia
0 mechanizmach ksztattujagcych ceny i ptace, przyjac¢ ksztatt preferencji i rodzaj
technologii oraz zadecydowac jakie metody rozwigzywania i estymacji parame-
trow strukturalnych zostang wykorzystane, Og6lny opis gtéwnych blokéw za-
gadnien optymalizacyjnych i regut decyzyjnych, pozwalajgcy na nakre$lenie pro-
cesu budowy estymowanych modeli r6wnowagi ogélnej oraz zaprezentowanie
schematu powstawania réwnan strukturalnych, zostat opracowany na podstawie
przegladu dostepnej literatury, w gtdwnej mierze dotyczacej modeli stosowanych
w bankach centralnych,
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4. GOSPODARSTWA DOMOWE

Sektor konsumentéw stanowi cowhdpwm gospodarstwdomowych, o nieskohczo-
nym horyzoncie zycia, ktorych liczba jest indeksowa przez je(0,1). Podejmuja
one kluc:owe decyzjew ptywajgce na ksztattowanie si¢ p oziomu aktywnosci
wmodelowej gospodarce, okre$lajse pnpaz pracy, rodzaj konsumpcji, alokacjo
erzdkow pirnicznuzh avtWPec krajowz iz pcoanioznc aroywa finyzszw e ” zoc
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Or™Mtw iZjeTecM ycP M jJa"BEWYST, w aze”s pazez cieg ipjentyp/njicltkepzdieieie
"W Cmad2verpvYWYetznPai, stn~teznych cl® Syjdcez te rCendw juz’zecloy
Sei, waeunkpwych wooieOrmdanegadpgo cglsnicyen buOgatowyaP. greO-eesz
cjej-lego pospodarstwe esmop”ego wysazajr s, pyzzjtta eyortitil anehtyccno
chzcilowsjfpnPcjiuzptsepoosd Uj.), ktocsj arpuzilezijoiyg eg paiczesiyiol: wiclkosc
konsumpcji Qfgijedai prccy Htg) i wactoséreelnyck zos » “w pjsnteznpch
Opiymalne Cscyzjezupzdotmowaneoo matcsyocjall*acji ocrekiwynet, nieckoW-
czonej sumyaCyckzptowancah kzyaecznosd, warunpowzj wyolcPcm oiagu ogra-
mczen Puds$e”dpsr&in

%
EOp$ # u (Ct(j),Ht(j),Qt(j);"U,ou)i

gdzie EO jest operatorem wartoséci oczekiwacc, warunkowej wzgcenem zbioru
informacji posiadanej przez konsumenta w momcnc$z poczgtkowym, j -es-
czynnikiem dyskontujgcym, wspélnym dla satsj cy -odarCj j0H”™ ujcujz para,;
metry wystepujgce w funkcji uzytecznosci, natommst ! “ zawiera egzogeniczne
procesy stochastyczne, wptywajgce na ksztattowanie sie uzytecznosci w czasie.
Obejmuje on wszystkie zmienne losowe opisujgce nieprzewidywalng zmiennos$¢
czynnikow realnych wptywajgcych na argumenty funkcji uzytecznosci, do kté-
rych mozna zaliczy¢ m.in. zmienno$¢ w gustach gospodarstw domowych zwia-
zang z poziomem konsumpcji czy tez iloscig oferowanej pracy, Woodford (2003).
Argumenty i postaé¢ analityczna funkcji uzytecznosci, zaleza od przyjetych w mo-
delu zatozen; najczesciej sg to funkcje o statej awersji do ryzyka i ich uogdlnie-
nia, (ang. Constant Rate of Risk Aversion, CRRA): Erceg, Guerrieri i Gust (2005),
Linde, Nessen i Sdderstrém (2009), Benigno i Thoenissen (2003) oraz Smets
i Wouters (2003, 2007). Mozliwe jest ich potgczenie z postaciami logarytmicznymi;
Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b). Niekiedy sg przyjmowane funkcje o sta-
tej elastycznosci substytucji, jak réwniez mozliwe jest uchylenie warunku nie-
skohczonego horyzontu zycia gospodarstw domowych; Kortelainen (2002).
Funkcje uzytecznos$ci, w modelach wykorzystywanych w praktyce, moga
uwzglednia¢ dodatkowe cechy, opisujgce ksztattowanie sie decyzji konsumen-
tow. Poprzez wprowadzenie op6znionej zmiennej Ct-1(j), modeluje sie inercje
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obserwowanej konsumpcji innych gospodarstw domowych, wedtug zasady ,,do-
rownaé¢ Kowalskim" (ang. catching up with the Joneses). Obecno$¢ w funkcji uzy-
tecznosci realnych zasobéw pienieznych modeluje koszty transakcyjne, zwigzane
z utrzymywaniem pewnego zasobu pieniadza nie przynoszacego dochodu oraz,
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zane z konieczno$aigzaw iezaniaCaozaOcji(ang.troiwactionalyctioos)-Orz$ mu-
jemy standardoweratoZcoiadoiycsgcerankcji uzyttconosci nfj idladawolnej
realizacji wektora zniOOcnnn ! jest to funkcja wklesta i silnie rosngca wzgledem
konsumpcji i, dodatkowo, addytywnie separowalna wzgledem podazy pracy
i zasobOow pienieznych, m.in. Vaozk ci992)] Mas-CoM ,, CdZisiston i O®ecsi; S190ZZ.
Kontrowortie ztcyzane zn eziwnictwem funlcji W9 (ninkiely nazywana jes-
ops ,r'tebezpcENe ¥z iy" un”cji™ uitytecidiy’®i),d}Nskus™ Oonseawencjl yoit™MNr™~™
popzczegzinyid eV¥pzaC szac ich wpfpw na isenieioie i ot-reCY¥Jec€esp” s-owegi
w m odolu ztHAdz zawnrism .im w prarj Wcsociford ("OOky

O~rar ikkspie butizotowe y“SetJo ™ osjeocOarstwa domowego, w kolejnych mo-
montachi, zawitsa dodalk owg informacje no tcmeCtyatettcwsa’No eie przeply-
wtw aktywym w medclinwanajgospodarce.Jrst oita tapiswwine w fozmie oY
eoneujacel spoioby alokzcji zasob6w miedze: gotéwk ; M;pJ, pocCfel aktywow
anencowyoh B;(Mewydatki kossampzdzne S/ptosez wskazu/aei zrcdta icCufi’
cdindaenic,y™ktore edOadajz aif : cc(koyatt @¥e¥Yodyz crto, Wcp) i dochedyz ak-
tywow DmrSjCY¥mallaiczood o podatiy k mpC

Mt (n)oSO (z) +Sjf) " Wj (jj +Wt(j)-Tt(c),

przy czym w modelach wykorzystywanych w praktyce konstruuje sie znacznie
bardziej rozbudowane ograniczenia budzetowe, uwzgledniajagce ponadto: nie-
pewnos$¢ zwigzang z przychodem od aktywow finansowych, odpowiednie stopy
podatkowe, koszt kapitatu, koszt zmiany wielkos$ci i stopnia wykorzystania ka-
pitatu, wydatki inwestycyjne gospodarstw domowych, transfery i inne zmienne
wynikajgce z przyjetych zatozen modelowych; Adolfson, Laseen, Linde i Villani
(2005b), Erceg, Guerrieri i Gust (2005), Murchison, Rennison i Zhu (2004), Benigno
i Thoenissen (2003), Smets i Wouters (2003, 2007), Laxton i Pesenti (2003), Korte-
lainen (2002) oraz Black, Cassino, Cassino, Hansen, Hunt, Rose i Scott (1997).
Ograniczenie budzetowe zapisywane jest podczas optymalizacji w formie
Ir6bwnosci ze wzgledu na zatozenie racjonalnosci dziatania gospodarstw domo-i
wych i przyjmowany jest warunek wyznaczajacy granice zadtuzenia, eliminujacy
schemat Ponziego, Woodford (2003). Rozwigzanie zagadnienia maksymalizacji
funkcji uzytecznos$ci przy ciggu ograniczeh budzetowych iprowadzi do warun-
kéw pierwszego rzedu, w formie réwnan Eulera, obrazujacych optymalne decy-
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zje gospodarstwa domowego dla kazdego momentu czasu w zakresie ustalania
wielkosci konsumpcji, podazy pracy i kapitatu, portfela aktywow oraz pozosta-
tych zmiennych w zaleznosci od specyfikacji.

Oddzielnym zagadnieniem jest ujecie w spos6b modelowy rynku pracy.
W zaleznosci od sformutowania czesci teoretycznej modelu jest on traktowany
jako doskonale konkurencyjny, w sytuacji przyjecia zatozenia jednorodnoséci go-
spodarstw domowych, bagdZ tez moze by¢é uwazany za konkurencje monopoli-
styczna, w przypadku niejednorodnos$ci konsumentow, okres$lanej przez niepo-
wtarzalno$é posiadanych przez nich kwalifikacji. Modelowanie nominalnych
nieelastycznosci ptac uzyskuje sie po wprowadzeniu do procesu ich ustalania
mechanizmu inercyjnego i zatozeniu okreslania wysokos$ci wynagrodzenia przez
konsumentow w oparciu o rozwigzanie zagadnienia maksymalizacji uzytecz-
nosci. Mechanizm inercyjny implikuje, ze w danym momencie jedynie frakcja
gospodarstw domowych rozwigzuje zagadnienie optymalizacyjne, natomiast po-
zostata czes$¢ uaktualnia stawke ptacy w oparciu o przyjeta regute indeksacyjna,
zawierajacg m.in. biezgcy wskaznik inflacji i oczekiwang inflacje w okresie na-
stepnym. Literatura traktujaca o sposobach modelowania rynku pracy jest nie-
zwykle bogata, dlatego zostang wymienione tutaj niektére z prac, modelujace
ptace w kontekscie estymowanych modeli rownowagi og6lnej: Adolfson, Laseen,
Linde i Villani (2005b), Adolfson, Linde i Villani (2005c), Smets i Wouters (2002,
2003, 2005, 2007), Rabanal i Rubio-Ramfrez (2005b), Benigno i Thoenissen (2003),
Christiano, Eichenbaum i Evans (2005), Altig, Christiano, Eichenbaum i Linde
(2011), Breuss i Rabitsch (2009) oraz Ratto, Roger, in't Veld i Girardi (2005).

5. SEKTOR PRODUKCYINY

Sektor produkcyjny ma strukture dwustopniowa, ktéra sktada sie z przedsie-
biorstw wytwarzajgcych produkty posrednie, wykorzystujacych prace oferowang
przez gospodarstwa domowe i posiadany zasob kapitatu, oraz producenta dobra
finalnego, ktory agreguje produkty posrednie Yt(i) w jednorodny produkt kon-
cowy Yt. Mozliwe jest rowniez zdefiniowanie w modelu dodatkowego podmiotu,
ktorego celem jest przeksztatcenie niejednorodnej podazy pracy, oferowanej
przez monopolistyczne gospodarstwa domowe, w jednorodny czynnik produk-
cji, wykorzystywany w procesie produkcji przedsiebiorstw posrednich. Konstruk-
cja taka ma na celu ujecie nominalnych opdznien w reakcji ptacy na nieprzewi-
dywalne zmiany warunkéw zewnetrznych, por. m.in. Adolfson, Laseen, Linde
i Villani (2005b). Produkt finalny jest przekazywany gospodarstwom domowym
w celach konsumpcyjnych i inwestycyjnych, jesli sg one wtascicielami kapitatu
w przedsiebiorstwach posrednich, oraz eksporterom, w przypadku modelu go-
spodarki otwartej. Producent finalny, dziatajacy na rynku doskonale konkuren-
cyjnym, wykorzystuje funkcje produkcji opisang agregatem CES, o statym efek-
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dem skali, liczacym continuum produktéw posrednich i opisanym standardowo
przez indeks paslaoiyDixiti Itiglitz (1977):

Y kYt0)A

gdzie 1 < |<x>oznacza wspoétczynniki agregacji, mozliwie zmienne w czasie.

Ceny Pt(i) naktadow Yt(i) w procesie produkcji dobra linalnego, ustalane nie-
zaleznie pyrtz mowopolittetzni cOproducentow posrnkntch, si adane egzoge-
wynilzoz rpzwigzsncéa képfidoiané¢i mimmalicecji Inyztu zilkawituge. Na pigo
podstawleuzy ukujm nig néwiCcO fundzjr pop”i oa ilcslura t OS, waoun-
kowo wzglactcm danet tecltnolouti, cup produktu.P;ic)n natSadéw POO- 0 °)ruja
one pdg~rrzeiaowonii! uzeduceata enalnrgo ou posuczeodine dobra tk*§r~dnie
w zatednosd cd icQ canp, charckiesyzujg rio ottl, elas-yozunkcio cenowag n°-
pytu i judrZtodnctEjs™ ntounla peeriog¥iec wzglyOem ziodu9lu fou Inego. dena
ciebr™ Cnalnogo mc postk¢ indsjrsu (SEO6 i jess aa”r totnatizenr jro uwzdUdmonio
w funkcjikrodu7cji zaprtscoOowania nr dobau poerodniu,

| ektor jt/YZw™VrzEijs-Gd tjotls™ fjgsjrtdiia st mjki continuum przedsiebiorstw,
inUpazewanyrh ptsez QG (UU), ki,iNiytdAitz wedtug ziozd koneurensji monopo-
listycznej,b oz mozliwodci wejscrn i woi-olz z pynku. [®”ci”oferje*co™™a popcoonif
nabawajgp rtce i wynajmujg Uipitat o-l (raoctojr¥d3ujlomo”~”~ci$ na uniku dot
sOonale konUarencyjnui— u y$wazeojo zizjednoooduo kolm 9 perodum us$toCu(y
icOcine itprzedcjéje crodunentom finahiym . Teckonchiort”™ aecducoutéw u°eioU-
1Mr™  agNPPWNOME wrub)nym i cysCemaZyoznym zmianom w eoosie, jotd upiaane
proirtunkcio ei‘tidsilrziij

m - f(Kt(iiHtn)"kA)

gdzie Kt(i) jest ilosa™ kaprtatuwykorzysCywansgo w p-ocsaie popdukcji ykego
przedsiebiorstwa podeednisgo, Htli) omrc”e jednoroday nakfatl pracy, jl)
jest najczesciej funkcj® Cob9a iDougiasa, e statym efei cie skal, !- zawiera
zmienne losowe ujmujgce wzrost poziomu technologii i losowe zaktdécenia w jej
poziomie, Op oznacza parametry wystepujace w funkcji produkcji i procesach
losowych. Catkowity zaséb kapitatu fizycznego moze sie r6zni¢ od rzeczywi-
stych jego naktad6éw, ze wzgledu na czynione w niektérych modelach zatozenia
zmiennego jego wykorzystania, m.in. Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b)
oraz Baxte i Farr (2005).

Przedsiebiorstwa posrednie optymalizujg decyzje, dotyczace zapotrzebowa-
nia na czynniki produkcji, rozwigzujac zagadnienie minimalizacji kosztu catko-
witego, warunkowe wzgledem zadanych egzogenicznie, przez producentow
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dobr finalnych, funkcji popytu na ich dobra oraz, ustalanych przez gospodarstwa
domowe,cen kzyiOatu i paocy. Swoje zobzwigzanic ptzcowe regolujo oof z fun-
cwis~f zANacnoch osaz zacigya,ne kredyty, co tee¥xdkz” Sts oOtoSlenia pwignSo
miedzy nomtnalnc stopg proctntowga zc gocpodyrce is Zosztrmi jazcy w przed-
aifbiorsCwin. ZagnOnienie noigimalizacji kosztu w I-iyw pezcdsiadiorotwie oosred-
rsins, w mnmencfe G moana zapisa¢ w ogdlnej postaci:

Klﬂ(i),Ht(DSWhH ‘(Y+ wwK ())' Pt2o w°-unkg: f (Kt(/),Ht(i)"p,9p) =y*(o,
gdzie wH oznacza cene jednostkowg pracy, ktéra jest zwigzana ze stopg procen-
towg ptacong przez przedsiebiorstwa od pozyczek finansujacych wynagrodze-i
nia, za$ wKjest stopg procentowg po ktédrej wynajmowany jest kapitat od gospo-
darstw domowych.

Obserwowane na poziomie makroekonomicznym opdznienia w reakcji cen
na zmiane warunkéw zewnetrznych ujmuje sie w modelu poprzez wprowadze-
nie okreslonych dodatkowych mechanizmo6w agregacji zmiennych, utrzymujac
przy tym zatozenia optymalizacji decyzji na poziomie,mikroekonomicznym.
W procesie okre$lania cen dobr posrednich uwzglednia sie dodatkowe mechani-
zmy inercyjne, z ktdrych najczesciej stosowany zaproponowano w pracy Calvo
(1983). Inne schematy ustalania cen i ich wptyw na zdolno$¢ modelu do opisu
danych empirycznych przedstawia m.in. Laforte (2005). Mechanizm inercyjny
polega na ograniczeniu czestotliwos$ci optymalizacji decyzji w czasie dla grupyy
przedsiebiorstw posrednich. Szansa swobodnego i niezaleznego od przesztosci
ustalenia ceny przez podmiot zadana jest przez rozktad Bernoulliego, ktérego
parametr okre$la w kazdym momencie utamek jednostek mogacych dokonac
ponownej optymalizacji ceny, natomiast pozostate przedsiebiorstwa uaktualniajg
jej poziom wedtug ustalonej reguty indeksacyjnej, najczesciej wprowadzajgc ko-
rekte o wskaznik inflacji. Nowa cena sprzedazy dobra posredniego w momen-
cie t, uwzgledniajgca ryzyko braku mozliwosci jej optymalizacji w przysztosci,
otrzymywana jest w wyniku maksymalizacji oczekiwanej terazniejszej wartosci
przysztych zyskéw, warunkowej wzgledem egzogenicznej funkcji popytu. Wa-
runki pierwszego rzedu, z tak zdefiniowanego problemu optymalizacyjnego, sa
wykorzystywane do sformutowania zagregowanej krzywej Phillipsa.

W rozbudowanych modelach dla gospodarek otwartych analogiczne za-
gadnienia optymalizacyjne sg rozwigzywane przez przedsiebiorstwa prowa-
dzace wymiane zagraniczng. Continuum eksporteréw nabywa jednorodne dobro
finalne na rynku krajowym, ktore transformuje w zréznicowane dobra ekspor-
towe, sprzedawane nastepnie zagranicznym gospodarstwom domowym. Mode-
lowa transformacja polega na nadaniu mu odpowiedniej marki (ang. brand
naming) powodujacej, ze kazdy z eksporteréw jest jedynym dostawca danego
produktu na rynku miedzynarodowym. Najczesciej dopuszcza sie réwniez ist-
nienie niepetnego dostosowania cenowego na skutek zmian kursu walutowego
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(ang. incomplete exchange rate pass-through) oraz krétkookresowych odchy-
len od prawa jednej ceny zar6wno w sektorze eksportowym jak i importowym;
Christiano, Eichenbaum i Evans (2005), Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b)
oraz Ambler, Dib i Rebei (2003). Cena dobra eksportowanego jest ustalana po
uwzglednieniu ceny dobra krajowego, okres$lajagcej koszt kraricowy produkcji, re-
lacji ceny wtasnej do zagregowanej ceny eksportowej, wynikajgcej z funkcji po-
pytu na dane dobro, oraz niepewnosci co do mozliwosci przysztej jej optymali-
zacji, wedtug mechanizmu Calvo (1983). Eksporterzy, ktérzy w danym momencie
niem oga rozig g za ¢ zagadniemam a]Jiy malizacjizy skiiZ/przydanej funkcji po-
pytu ne swoje produkty, moga ustzlic nowa cene oprzedazy poprzeé¢ indekaowa-
nie dotychczasowej wskaznikiem inOncji dabr eksportowych, -ekizr ima-rtcny
najczerciej rktaOy sic z dwoéch kalegocii prnzdeizeieyntw nnbywajgcyoh sednoy
rodnn jpicajlift nesynku eioi(@ézj’ayiidyw-"m ijpj:yeljSzz~cyikcy go od]zcv/e dni-i
w d okra Wsopiinm ddaoin” i anwestyca-ne, -z-zedzwank rtantypzie asdlslyo”czsa\oici
domowym aiz riiolcu Cyajywymr Csnz sz~ed z~"c6lts jeat uttoldua jk dobniz
jtk w aszypadku eZzpocter6w ponszrc cnecnttapzni”™ zra-dmom a irtztottd.oizaacji
zysig i av™ylt;z.iGaiNiz ozhmmatu Cyjvs jS9S3).

6. POLITYK IROWNoOw AGA

Zunkcjc deaodentz monetimegww a™Jomewzno”™ modeloohi ré6™ ™ owop”i)e™nzi
kzlct Zank corCga-nj /Otokego decyzjt w aaoditu yeoy”ymane”~¢é-na’nthitg octk-
Cznp esgu§ dcckzyjaoj, n-™Mojtiiaj - O MM "mMtkpfiycokiiiteMsj w funogji
jej op6znienia rt1, oraz takich zmiennych jak: odchylenia wskaznika inflacji r t od
jego wartosci referencyjnej, (celu inflacyjnego, poziomu w stanie stabilnym), luki
popytowej yt, niekiedy realnego kursu walutowego, et:

rt=f (rt_i#t,yt,et ,0r),

gdzicCOr oznroaz wzktap p6zamstrow segnty pnoasoznej, zz§ | zawiera zaktoce-
nia losowe.

Polityka pieniezna w modelach robwnowagi og6lnej ma wptyw na zmienne
realne najczesciej poprzez kanat stopy procentowej, kursu walutowego oraz ka-
pitalu wykorzystywanego w przedsigbiorstwach (ang. working capital channel).
Alternatywne specyfikacje regut decyzyjnych wraz z omowieniem ich wptywu
na gospodarke mozna znalez¢ m.in. w pracy Woodford (2003). Dyskusje za-
gadnien wygtadzania stopy procentowej przedstawili m.in. Belaygorod, Chib
i Dueker (2005). Szczegétowe omowienie kanatéw transmisyjnych polityki pie-
nieznej w sfere realng gospodarki mozna znalez¢ m.in. w pracy: Mishkin (1996).
Specyfikacja reguty decyzyjnej i uwzglednienie w niej dodatkowych proceséw
stochastycznych umozliwia badanie wptywu zaktécen zwigzanych z realizacja
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polityki pienieznej na zmienne realne. Luka popytowa, wystepujgca w réwnaniu
reguty decyzyjnej banku centralnego, moze by¢ mierzona odchyleniami obser-
wowanej produkcji od wartosci wynikajacej z trendu w gospodarce, maksymal-
nej produkcji mozliwej do uzyskania, bgdz jako odchylenia od wielkos$ci produk-
cji przy gietkich cenach, m.in. Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b), Smets
i Wouters (2003).

Model jest systemem w ktorym teoretyczna gospodarka pozostaje w stanie
rownowagi w danym momencie czasu, jeSli wszystkie zdefiniowane rynki po-
zostajg zrownowazone, w sensie zrownania sie wielkosci popytu i podazy. Jej
zapewnienie wymaga jednoczesnego robwnowazenia sie rynkow débr i rynkow
finansowych, uwzglednienia ograniczen zasobowych gospodarki oraz warun-
kéw pierwszego rzedu wynikajgcych z zagadnien optymalizacyjnych. Jesli popyt
zgtaszany przez gospodarstwa domowe, decydenta fiskalnego oraz eksporteréw
jest zrbwnowazony przez krajowa produkcje dobra finalnego oraz importinwe-
stycyjny i konsumpcyjny, to istnieje rownowaga na krajowym rynku doébr. Rynek
finansowy znajduje sie w rOwnowadze, jeSli popyt na kredyty zgtaszany przez
przedsiebiorstwa, w celu realizacji ich zobowigzan ptacowych, jest rowny podazy
depozytow przez gospodarstwa domowe powiekszonej o ilos¢ pienigdza wpro-
wadzonego do gospodarki przez bank centralny. Analogicznie zapewnia sige row-
nowage na pozostatych, zdefiniowanych w modelu rynkach. Decyzje fiskalne
w gospodarce sg uimowane w sposéb zwiezty, poprzez specyfikacje procesow
egzogenicznych dla wydatkow budzetowych badz ich opis systemem wekto-
rowej autoregresji; Ambler, Dib i Rebei (2003), Adolfson, Laseen, Linde i Villani
(2005b).

Oddzielnym zagadnieniem jest ksztattowanie sie rownowagi w czasie, ma-
jacej charakter dynamiczny. Model jest systemem réwnan, ktére opisujg réwno-
wage dynamiczng rozumiang jako zbidor procesdéw stochastycznych spetniajg-
cych odpowiednie uktady rownan, przy zalozonym ksztattowaniu sie proceséw
egzogenicznych. Sciezke réwnowagi gospodarki opisujg iloéciowo ograniczenia
zasobowe i budzetowe, warunki pierwszego rzedu zagadnien optymalizacyj-
nych, reguty decyzyjne banku centralnego oraz pozostate réwnania tworzgce
nieliniowy system, zawierajagcy op6znione i oczekiwane wartosci zmiennych
makroekonomicznych, procesy stochastyczne oraz inne wielkosci wystepujace
w modelu. Moze ona by¢ ro6wniez uzyskana po zapisaniu reprezentacji modelu
w przestrzeni stanéw, w ktorej ewolucja zmiennych stanu jest opisana réwna-
niem przejscia, o parametrach zwigzanych z parametrami fundamentalnymi
modelu, i ksztatltowana jest przez ciag egzogenicznych, niezaleznych zmiennych
losowych (innowacji). Rownania strukturalne modelu tworzg nieliniowy system
racjonalnych oczekiwan, ktéry w zaleznosci od zatozenn moze nie posiadaé stabil-
nej trajektorii rwnowagi, mozna wskazac¢ jedno rozwigzanie (ang. determinacy)
badz kilka (ang. indeterminacy). Omowienie problemow istnienia lokalnej i glo-
balnej réwnowagi dynamicznej oraz jej okreSlono$¢ w rozwazanej klasie modeli
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jest analizowana m.in. w pracach: Woodford (2003), Lubik i Schorfheide (2003,
2004), Benhabib, Schmitt-Grohe i Uribe (2001a) oraz Beyer i Farmer (2004).

7. METODY ROZWIAZYWANIA MODELI

Najwczes$niej konstruowane estymowane modele rGwnowagi ogo6lnej, w ktérych
wystepowaty petne i natychmiastowe dostosowania cenowe, spetnialy warunek
Pareto optymalnosci, co umozliwialo zastosowanie metod programowania dy-
namicznego do rozwiazania nieliniowego zagadnienia optymalizacyjnego sfor-
mutowanego w modelu (ang. social planner problem), tzw. metody iterowania
funkcji wartosci (ang. value function iteration), z wykorzystaniem aproksymacji
kwadratowych; Kydland i Prescott (1982), omowienie m.in. Hansen i Prescott
(1995), Anderson, Hansen, McGrattan i Sargent (1996), Canova (2006) oraz
Ljungqgvist i Sargent (2000), Stokey, Lucas i Prescott (1989) oraz Heer i Maussner
(2005). Obecnie dopuszczajg one mozliwo$¢ wystagpienia restrykcji w mikroeko-
nomicznych zagadnieniach decyzyjnych podmiotéw gospodarczych, w postaci
ograniczenia budzetowego konsumentéw i ograniczenia czestosSci optymaliza-
cji ich decyzji w czasie, oraz przyjmujg zatozenia konkurencji monopolistycznej
w sferze przedsiebiorstw. Powoduje to utrate przez modelowga gospodarke cech
optymalnos$ci w sensie Pareto i konieczno$¢ stosowania, do wyznaczenia postaci
zredukowanej modelu, metod bazujacych na ro6wnaniach Eulera.

Fundamentalng metodg rozwigzywania estymowanych modeli rownowagi
0go6lnej jest algorytm stosowany do liniowych systemdéw réwnan réznicowych,
w sytuacji wystepowania zmiennych wyrazonych w formie oczekiwanych przy-
sztych wartosci (ang. general linear difference models), ktéry zaproponowali
Blanchard i Kahn (1980); wykorzystywany byt on m.in. w pracach: Bouakez,
Cardia i Ruge-Murcia (2002) oraz Dib (2003). Metoda ta zaktada liniowg aprok-
symacje funkcji przejscia i jej stosowanie wydaje sie by¢ uzasadnione w przy-
padku, kiedy istniejg przestanki do zatozenia liniowej ewolucji gospodarki w cza-
sie. Propozycje kolejnych algorytmoéw mialy za zadanie przyspieszenie strony
numerycznej i uszczegbétowienie techniki obliczeniowej, w zalezno$ci od postaci
analitycznej modelu, m.in. prace: Anderson i Moore (1985), Klein (1997), Zadro-
zny (1998), Soderlind (1999), Sims (2002b), Zagaglia (2005) i Uhlig (1999). W przy-
padku niewielkich modeli mozna zastosowa¢ metode nieokreslonych wspo6t-
czynnikéw (ang. Undetermined Coefficients), zob. m.in. Uhlig (1999) oraz Taylor
i Uhlig (1990).

Metody nieliniowe umozliwiaja precyzyjniejszg aproksymacje funkcji przej-
$cia i obejmujag m.in. metode perturbacji, zaproponowana w pracy Judd i Guu
(1997), ktéra nastepnie rozwineli Judd (2003) i Juillard (2002). Metoda pertur-
bacji polega na rozwinieciu funkcji przejscia w szereg Taylora wok6t niestocha-
stycznego stanu stabilnego modelu a nastepnie wyznaczaniu wspo6tczynnikéw
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aproksymacji. Zapewnia ona lepsze przyblizenie funkcji przejScia niz metody
liniowe, m.in. poprzez uwzglednienie momentéw wyzszych rzedéw rozktadéw
zaktécen strukturalnych, i moze by¢ stosowana w szerszej klasie modeli, ktére
nie spetniajg warunku optymalnos$ci Pareto. Dokladno$¢ aproksymacji moze
zosta¢ zwiekszona po uwzglednieniu wyrazéw wyzszego rzedu w szeregu Tay-
lora, Schmitt-Grohe i Uribe (2004c), Chen i Zadrozny (2005). Wtasnos$ci metody
perturbacji i poréwnania z alternatywnymi technikami rozwigzywania modeli
racjonalnych oczekiwan zostaty omoéwione m.in. przez: Aruoba, Fernandez-
-Villaverde i Rubio-Ramfrez (2006). Sposréd dostepnych metod nalezy wymieni¢
nieco rzadziej stosowane w praktyce metody globalne, takie jak aproksymacje
wielomianami Chebyszewa, metody skonczonych elementéw i inne, Aruoba,
Fernandez-Villaverde i Rubio-Ramfrez (2006), Novales, Dominguez, Perez i Ruiz
(2003).

8. PODSUMOWANIE

Estymowane modele rownowagi ogélnej sa konstrukcjg ztozonag z okres$lonych
blokéw réwnan, wynikajgcych z przyjetych uktadéw zatozen teoretycznych.
Podstawowg grupa podmiotow wystepujacych w modelu sa gospodarstwa do-
mowe podejmujace kluczowe decyzje zwigzane z poziomem konsumpcji i po-
dazg pracy, po rozwigzaniu mikroekonomicznego zagadnienia maksymalizacji
uzytecznos$ci przy ograniczeniu budzetowym. Drugg istotng grupg podmiotéw
sg przedsiebiorstwa, ktore sktadajg sie z sektora wytwércow dobr posrednich
oraz producenta dobra finalnego, agregujacego produkty posrednie. Optymalne
decyzje zwigzane z wielkoscig produkcji i cenami sg ustalane w oparciu o mikro-
ekonomiczne zagadnienia optymalizacyjne: minimalizacji kosztéow i maksymali-
zacji zysku. Model zamykajg reguta decyzyjna podmiotu odpowiedzialnego za
decyzje monetarne oraz inne réwnania, w szczeg6lnosci warunki rbwnowazenia
sie rynkow i ograniczenia zasobowe. Estymowany model rownowagi ogdlnej jest
szczeg6lna konstrukcja, ktéra pozwala przejsé¢ od optymalizacyjnych zachowan
na poziomie mikroekonomicznym do wystepujgcych na poziomie makroekono-
micznym inercji poprzez odpowiednie mechanizmy agregujgce.
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ABSTRACT

R. Wrébel-Rotter. Modern structural modelling, part Il: inference in estimated general equilibrium models.
Folia Oeconomica Cracoviensia 2012, 53: 85-106.

The paper presents methods of estimation and evaluation of general equilibrium models, high-
lights problematic fields and challenges. After definition of preferences, technology and
structural shocks model's equations, derived by solving microeconomic optimization problems,
are loglinearised and the rational expectation solution is found. The next important step is the
connection of theoretical variables with the observed counterparts that allows to construct the
likelihood. Estimation, verification and numerical convergence plays crucial role in the overall
goodness of the model. A general equilibrium model can also be used to construct hybrid vector
autoregression that allows to test degree of its misspecification.

STRESZCZENIE

W pracy oméwiono podstawowe zagadnienia zwigzane z rozwigzywaniem, estymacja, weryfika-
Cja i stabilnoscig numeryczng empirycznych modeli réwnowagi og6lnej. Zasygnalizowano mozli-
wos¢ ich wykorzystania do budowy hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, ktére umoz-
liwiaja ocene stopnia poprawnosci i potwierdzenia przez obserwacje zatozerh ekonomicznych
przyjetych w czesci teoretycznej modelu. Estymowany model réwnowagi ogolnej jest zbiorem
warunkoéw pierwszego rzedu, zagadnien optymalizacyjnych podmiotéw zdefiniowanych w czesci
teoretycznej i warunkdw réwnowagi, zapisywanych w postaci jednej funkcji wektorowej, warun-
kowej wzgledem parametréw strukturalnych, ktéra tworzy nieliniowy, dynamiczny system racjo-
nalnych oczekiwan, podlegajacy loglinearyzacji i rozwigzaniu. Stabilno$¢ rozwigzania liniowego
implikuje liczne, trudne do okreslenia restrykcje w przestrzeni parametrow strukturalnych, ktére
moga stanowi¢ przyczyne probleméw numerycznych w czasie estymacji. Estymacja parametrow
strukturalnych wymaga potaczenia danych, pochodzacych z makroekonomicznych szeregéw
czasowych, ze zmiennymi endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu,
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poprzez réwnanie obserwacji, stanowigce podstawe konstrukcji funkcji wiarygodnosci. Liniowe
rozwigzanie modelu zapisuje sie w formie reprezentacji w przestrzeni standw, na podstawie ktorej
mozliwe jest skonstruowanie funkcji wiarygodnosci, wykorzystujac filtr Kalmana, ze wzgledu na
nieobserwowalny charakter niektérych zmiennych stanu.

Estymacja parametrow strukturalnych jest najczesciej dokonywana poprzez techniki wnio-
skowania bayesowskiego, ktore wykorzystujg kompletny system warunkéw pierwszego rzedu,
ograniczenh zasobowych i regut decyzyjnych. Metody bayesowskie pozwalajg na skonstruowanie
jednej miary okres$lajacej stopiern dopasowania modelu do danych empirycznych, w postaci brze-
gowej gestosci obserwacji, umozliwiajgce formalne poréwnywania modeli w obrebie danej klasy
badz tez z uwzglednieniem wektorowej autoregresji. Mozliwe jest rowniez polgczenie wiedzy
z réznych specyfikacji. Kluczowg role w ocenie jakosci modelu petni jego weryfikacja, na ktérg
sktada sie ocena poprawnosci funkcjonowania algorytméw numerycznych, w szczeg6lnosci pro-
cedury Metropolisa i Hastingsa, oraz analiza wrazliwosci pozwalajgca na uzyskanie pewnego
wgladu w zaleznosci miedzy parametrami w konstrukcji teoretycznej. Spos6b rozwigzywania
i liniowej aproksymaciji modeli réwnowagi ogdlnej nie umozliwia okreslenia bezposredniego po-
wigzania parametrow postaci strukturalnej z parametrami postaci zredukowanej, ktére determi-
nujg wnioski ekonomiczne uzyskiwane na podstawie modelu. Powoduije to, ze charakterystyka ta-
kiego zwigzku wymaga zastosowania dodatkowych metod, w szczeg6lnosci technik stosowanych
w analizie wrazliwosci.

Oddzielnym zagadnieniem jest stopien poprawnosci specyfikacji modelu, w szczegdlnosci
poprawnego okreslenia relacji strukturalnych w gospodarce, przyjecia odpowiednich zatozen
funkcyjnych dla preferencji konsumentow i technologii, nieujecia zaleznosci nieliniowych, czy tez
poprawnosci specyfikacji procesow stochastycznych. Estymowany model réwnowagi og6lnej jest
konstrukcjg teoretyczng taczaca w jednym systemie teorie makroekonomii i mikroekonomii, co
powoduje ze wszelkie wielkosci opisujgce gospodarke i prognozy sg wynikiem zatozonej w mo-
delu teorii i struktury proceséw stochastycznych. Z tego wzgledu metody badania stopnia zgod-
nosci przyjetych zatozen z danymi empirycznymi stanowig szerokie pole badawcze. Jednym ze
sposobow jej testowania jest budowa hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, w ktérych
model réwnowagi ogoélnej jest przyjmowany do generowania rozktadu a priori dla wektorowej
autoregresji szacowanej dla danych obserwowanych. Stopien niezgodnosci przyjetych zatozen
ekonomicznych z danymi empirycznymi ujawnia si¢ poprzez okre$lone wartosci parametru wago-
wego. Prace podsumowuje wskazanie obszaréw, w ktorych potencjalnie moga wystgpi¢ problemy
w trakcie wykorzystywania estymowanych modeli réwnowagi ogélnej w praktyce.

KEY WORDS — StOWA KLUCZOWE

Estimated General Equilibrium model, rational expectation solutions, Bayesian inference,
Metropolis Hastings algorithm, numerical convergence, sensitivity analysis,
hybrid vector autoregression

Estymowany model rownowagi ogdlnej, model racjonalnych oczekiwan, wnioskowanie
Bayesowskie, algorytm Metropolisa i Hastingsa, numeryczna zbiezno$¢, analiza wrazliwosci,
hybrydowa wektorowa autoregresja

1. WSTEP

Estymowane modele rownowagi og6lnej sg ztozona konstrukcjg teoretyczng, uj-
mujgca szereg konkurencyjnych zatozen ekonomicznych, ktére moga zosta¢ pod-
dane formalnemu testowaniu na gruncie empirycznym. Stosowanie modelu do
analiz ekonomicznych wymaga jego oszacowania i petnej weryfikacji, ktére maja
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okresli¢ jak dobrze model odzwierciedla relacje zachodzace w realnej gospodarce.
Celem niniejszej pracy jest kontynuacja omoéwienia zagadnieh metodologicznych
zwigzanych z estymowanymi modelami réwnowagi ogdlnej, ze szczegdlnym
uwzglednieniem aspektéw ekonometrycznych: estymacji, weryfikacji, stabilnosci
numerycznej i analizy wrazliwosci. Cato$¢ pracy podsumowuje prezentacja moz-
liwosci budowy modeli hybrydowych, bedacych propozycjag potagczenia modeli
strukturalnych z gietkoscig wektorowej autoregresji. Rozwazania w tekscie majg
charakter ogdlny i stanowia probe podsumowania i zebrania najwazniejszych za-
gadnien metodologicznych. Artykut niniejszy stanowi kontynuacje opracowania:
~Wybrane zagadnienia wspo6tczesnego modelowania strukturalnego, czes¢ I: esty-
mowane modele r6wnowagi og6lnej w zarysie", poprzedniego w tym tomie.

2. METODY ROZWIAZYWANIA MODELI STRUKTURALNYCH

Estymowany model rownowagiog6lnejjest zbiorem warunkéw pierwszego
rzedu, zagadraig6é optymalizacyjnych podmiotéw zdefiniowanych w czesci Unoreo
tycznej, i waaunZoéw rowoowagi, eapienwanych n jpostrci jednaj hanCo] welcto-
rowej, werunOetwej wegledem pezametréw sUnktuealnyale n, kdOTa loronoe meh
niowy, 66namlczny tdcjonalnydh cxc2( KN

et[f(y¢2y 0,

gdnie £ ;jcct wetborem mnywazji 6w ~zanyeh z ptéceermi ntoehastycznymi opie
ndjncymo kzzoéaftowanie sie ogcogrnicznyzn arSCtcpg Saeawnch w postaci réroktu-
cajnej, o kaorem zalktademy: j—!,)z 6 i E(atty) =2,,, 0 zrwirro wrnnstkCa para-
metry lundamentkino ™ i (y, paramegy wyrtooeyg-z w poaznegtyda sOwnaneach-
wtym 6,jOten parametry opitujgce pruesso stoehadtyenne zdefimewens w nodei
taanetycznej modeiu, do FXZu”*ct ncle-g m.in. tle!/ a brZoytratoj: U&) oonrcza
worto$¢ oazeOrwang, waecnkow1 wzgledzm cHoru iniformocjl w ozomende ns-
tomiasay () oznacza wrktor wszystkiclc zmiennj ch 6ndogaeicenych, JSI okresla
eiodabtot yU zzovinrcjgcn tlssnenne wyttepujaz= w posted ich wartosd oczekéwt-
nyzhmomomencie (G+ 1), nazywanych zn” nnyeeii yntycj/pacyjnymn w nte-synsaj
pukMei jezayy 6 crkrasuesSymowsnydzr-odeli sawnowoge ogcjnej, Grcbek, Ktos
i Utzig-renarrzyk C2007). "Nadktpr y . grupuje zmienne endogeniczne wystepu-
jace w formie opd6znien rzedu jeden; zaktada si¢ ze liczba ro6wnan strukturalnych
jest réwna liczbie zmiennych endogenicznych.

Rozwigzanie otrzymanego systemu racjonalnych oczekiwan polega na aprok-
symacji funkcji przejscia (reguty decyzyjnej), (ang. transition, policy function, de-
cision rules):
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opisyjjcoj sie biezacych wartosci zmiennych endogewicznych
w zaleznosci od wektorc stano, nc ktéoy akOadang si. g Niiiointtcmiocnc eoo o-
genic:hine yO" i Mozc ¢ ooniennc egzoyeninzne, orao noOtdcznik losowe £e coz-o-
trywanej warunkoho wzgledem wektora parametrow < co dnlig pomijann
w notacji. Funkcjn d”~yu™ ™ ga- jeri1 whoznacdcaa r ei*glkor™za,stoini gm

mecji zzeregiem Taytoza fuzilaj- g.) wokdét determiciotyczndgo etana stabilnego
~ocil’Yu, okroslonoco jcjtzoz wsdtor (jyC),£), nastepujace wsrunkj:
/(yN-aknO . #)=o0, =g(.( " i ! =e, kto-g jert otAs¥\nVyFaaii" ;0 eozw
wigcanin yialimowego, wieiawymiaeowege ulktirdu. rhwn$é utrakturaln™ h mee
nclu. Oznacna oo dnnomicong zéwn twaga onadeiu, jest tokeeeleco przea peerl;05ci

zrmecnydli ddt=yO =38 ( iija zaktocen ItDdo~yclhn, ystatony” ea poziornie
bezwarunkowej wrrtoéci oeaetowanej: et =] § =o . "Uwzglednienie zaleznosci
y+i =ge)lyn)"="° i Uy0=" “dodyl Usg gddio g ™~ . i g&d.) oznaczaja zalez-

nosci ograniczone do zmiennych odpowiednio: wystepujgcych w formie ocze-
kiwan wartosci nrzysztych i w postaci op6znien zmiennych endogenicznych,
umozliwia zapisanie modelu rownowagi og6lnej w formie:

E [/(er( -)(W:L*u #),g(nntu (,mu,-w)]=o,

~tcua nie; posrnda ro:i: N izan”™a analitycengco, co eowoduje komeczno$e stosowa-
nia metod numenycznych do przyblizenie gCj™-i,! )» Obrcaie czesto etosowong
jesit mett)da f)riturloacit, J)ol@gajcli;i. tist eo;iii‘en)ieci)ji/(.) w czareg Try ~ ai aproksyu
m Ciej¢ pierwszego rzedu funkcji decyzyjnej przez:

g(ygl £t) =y +gy+t:! +g A

gdzeey{l=yg1-y (9)! = =it*“ e, nieznane macierze gyigf sg obliczane na pod-
stawie warunku zerowania sie odpowiednich uktadéw réwnan macierzowych
i spetnienia warunkéw stabilnos$ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwiazania
modelu racjonalnych oczekiwan: Blanchard i Kahn (1980). Szczegéty zawierajg
m.in. prace: Collard iJuillard (2001a, 2001b), Juillard (2002) i Villemot (2011).
Elementy macierzy gy i gf, prowadzgacych do rozwigzania modelu rownowagi
0golnej, bedace nieliniowymi funkcjami o, sg obliczane dla ustalonego wektora
parametréw strukturalnych 0. W procesie estymacji rownan modelu, za pomocga
metod symulacyjnych, rozwigzanie takie, spetniajagce warunki stabilnosci, jest ob-
liczane dla kazdej wylosowanej wartosci o, co w praktyce oznacza natozenie na
przestrzen parametréw strukturalnych szeregu restrykcji, ktorych charakter jest
trudny do okreslenia. Metody analizy wrazliwos$ci pozwalajag na uzyskanie pew-
nego wglagdu w charakter zaleznos$ci miedzy o a macierzami réwnania przejsScia

gyigen
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Estymacja parametrow strukturalnych e modelu r6wnowagi ogélnej wymaga
potaczenia danych, pochodzacychz mo” oekononuczn”™ h szeregéw c™adowy )
ze zmienoynci cndogem(™NicyeN,ed Naihiy™ ™ nyn/N v ¢d n tred{}in Pcetyczeie) mo-
delu, pazywzogmi smtennymi nonosytualoymi w peac®Grabe”~Ktot i Ute.g-
ipcnarczyki20a7i.00tgczenietakiejes- odefiniowaneprzee réwnanieobseewacji
-pomiaru), (aisg. mezeurement equation), dtére igazg - mienne stonu z -chodgc>
wiednikareu w asodnnych ofoetwowofriycli:

Yt =h(y£EL vt y

gdzie Ytjest wektorem (nX 1) obserwowanych zmiennych endogenicznych, za-
kfécania tosowz w cewnaniu odserwacj0”, nieznlezn e nd zaktécen losowych ft
w p optari sfrukecrolncj,m oza ~ ¢ interpretowrne jako btagd pomiaru danych,
bodz jakom iara stopnta p oteecjalnir nirpoprcwnej spncyfikacji modelu teore-
tyczncgo ,loibte i Scaozrheidea20Cat.Oproéczopo6zb)onoch zmiennych endoge-
dinonycy y-~i innowacji £t, rownanie przejScia moze obejmowac ksztattowanie
sie dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla ktérych dostepne sa
dane empiryczne. Czeg$¢ zmiennych endogenicznych w modelu moze nie mie¢
odpowiednikdw w zmiennych obserwowalnych, co powoduje ze niektére zalez-
nosci moga zostaé pominiete w czasie konstrukcji réwnania obserwacji i, w kon-
sekwencji, parametry strukturalne wystepujace jedynie w tych réwnaniach
sg kalibrowane. Liniowa posta¢ funkcji g(.) w réwnaniu przejscia i funkcji h(.)
w réwnaniu obserwacji powoduje, ze otrzymany uktad réwnan mozna trakto-
wac jako liniowy system przestrzeni stanow, bezposrednio wykorzystywany do
konstrukcji funkcji wiarygodnosci. Najczes$ciej w praktyce przyjmuje sie liniowa
posta¢ réwnania obserwacji i zaktada sie rozktady normalne dla zaktécen loso-
wych et i Ot co skutkuje obnizeniem stopnia numerycznego skomplikowania
aplikacji. Metody rozwigzywania i estymacji modelu w przypadkach ogdlnych
opracowali Fernandez-Villaverde i Rubio-Ramfrez (2003, 2005), Arulampalam,
Maskell, Gordon i Clap p (2002) oraz Amisano i Tristani (2007).

3. KONSTRUKCJA FUNKCIJI WIARYGODNOSCI
Zmienne obserwowalne sa potgczone ze zmiennymi zdefiniowanymi w kon-
klrukcjiteoretyczsej modelu w aposéb arzyOlizony, doauazczajacy istnienie od-
caylenird)

Yt =Cy? +vV

gdzie C petni role macierzy selekcjonujacej i odzwierciedla zatozenia dotyczace
wyboru poszczegélnych zmiennych stanu do konstrukcji réwnania obserwaciji,
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zwigzanez dostepnoscia i definicjg danych empirycznych. Wykorzystujgc zalez-

nos¢ yO =y +yg Z jnsC ha”™ ynniem zmiennych endogenic;*nyc;li yic
od ichi wartosci w stanie seabilncdn oraz naklccUniowg pnsta¢ réwnania
przejscia:

y? =y +7-1 +
otrzymujomy nastepujgcy uktad rownen:

Y - « + « L« + v,
y< - £tz A

w ktorym macierze gyij, zaleya ad wenizce Z otaz cakZaCcmy Ez0Oc) =0
CE(vtvt) =2 v. Uktad ten, liniowy wzeXOdem cmisnndrh endogenicznych, twoc
rzy reprezentacje modelu zywnowa j ogélnnj w przeetrnem ptantw, na podste-
wle Otsrego me~liiere jest skonstotuow ynie ~un];cji w ~ i~ d dzc” wykorzystujac
filtr Kclmay, 1he wzgledu oa NifoolsrNisjtoysal“tc ehaordte¢ mektdorynh zmlcenhnh
stanu. Dla wektoea eeknorO lomwycto w réwnanrn ~ z ejScig aa, =geet iw odéwnc-

nio oCterwcsji ge :ijiucads i i$sdateaw, Montyczne rozkiedy npsmclne, o wap
tosdach occekiwanycn eéwoneh zeoo i macioezycg Cowaritnsji odnowiecinio
Q oraz V: o~ iidN(0,Q) i —iidNtO0, V).

Lpecny zozWaO obyekwacji Y, fochodoacz- a teooctycznej @d ajrid-pozo-

stajgce] y réwnowaOza Oozemicnosjj jodt ijoezynem w oranSowwcO rnckiadéw
wektorow Ywwzgledem pazryztycd wartosci Yt o p(Yt \Y-lyd), przy ustalonych
parametrach 6 i rozktadzie stanu poczatkowego YO:

P(Y\I =PY IYeppf& M pY, I~ \YO,d)p{Y0 \d).

gdizie Y iest madetzg (T Xn) obserwacji na tmiennyrh endogrnjconych.Fnnkcja
wirrygodnasni jest aonckroowano reOuredryjnie; inatdio litijin ri99r), Cernadd=z-
Viiiewerde i RuHo-Ramirez (2005, 2007):

I(ra]7) =J# (2 (rri2dets ,,.» r2exp[-0.5(Y -Y ™) 'S-UY -" %

gdzie 2 ~_1yo wymiarach (nX n), jest warunOowga, wzgledem zbioru informacji
w momencie (t-1), macierzg kowariancji wektora Yt, zawierajacego obserwacje do
momentu t Yt"_ | warto$cigoczekiwangyY ;, warunkcwawzgredem zHommfor-
macjiw momzncie (G2o:

YA Ii=Y +Cy+_Xx,



!! t\t-1 :9 ert-l g: '+V,

natomiaat predykcja wektora stanu ijngo macierzy kowariancji PZ#j*zacho-
dzi wedtug nastopujgcych formut

$1it=9gyy=L + Ktvt >
Ptrlt = Sy (Pgt-1 + Pf\t-IC | ~-1C Pt-1 + 2
gdzir K =72iRp.C oznacza poprawke Kalmana. Stan poczatkowy uktadu

ustala sie w praktyce na poziomie odpowiadajagcym deterministycznemu sta-
nowi stabilnemu modelu. Opisana procedura jest zaimplementowana w pa-
kiecie Dynare, stanowigcym obecnie podstawowe narzedzie estymacji i symu-
lacji estymowanych modeli r6wnowagi ogo6lnej, dlatego zostata tutaj w skrocie
przedstawiona, Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot
(2011). Funkcja wiarygodnos$ci moze bezposrednio stuzyé do estymacji parame-
trow strukturalnych modelu, m.in. Linde (2005). Najczesciej jednak wykorzy-
stuje sie metody wnioskowania bayesowskiego, pozwalajgce na uwzglednienie
dodatkowej informacji spoza préby i unikniecie znacznych trudnoséci numerycz-
nych, ze wzgledu na zastosowanie metod Monte Carlo. Opracowane zostaty
rowniez techniki konstrukcji funkcji wiarygodnosci i estymacji modeli, w kté-
rych wystepujag niestacjonarne zmienne losowe; Durbin i Koopman (2001), zob.
implementacja: Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot
(2011). Linearyzacja rownan strukturalnych nie jest konieczna w przypadku za-
stosowania innych metod konstrukcji funkcji wiarygodnosci, wykorzystujacych
filtry Monte Carlo; Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002), Fernandez-
-Villaverde i Rubio-Ramfrez (2003), An i Schorfheide (2007a), Amisano i Tristani
(2007) oraz Fairi Taylor (1983).

4. ESTYMACJA BAYESOWSKA

Analiza bayesowska dostarcza narzedzia wnioskowania o parametrach struktu-
ralnych estymowanych modeli rownowagi og6lnej, oceny niepewnosci zwigzanej
z ich estymacjg i metody okres$lania btedu popetnianego przy szacowaniu intere-
sujacych badacza charakterystyk teoretycznej gospodarki. Mozliwos$¢ konstrukcji
rozktadu prawdopodobienstwa wybranej funkcji parametréw fundamentalnych
modelu, procesd6w stochastycznych i pozostatych, wielkosci odzwierciedlaja-
cych mechanizmy gospodarcze, ma kluczowe znaczenie w ocenie stopnia wia-
rygodnosci rezultatéw badan. Bayesowskie podejscie do estymacji wykorzystuje
kompletny system warunkow pierwszego rzedu, ograniczen zasobowych i regut
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decyzyjnych, ktéry jest nastepnie szacowany na podstawie danych pochodza-
cych ze zagregowanych szereg6w czasowych, pozwalajgc rownoczes$nie na skon-
struowanie jednej miary okre$lajgcej stopien dopasowania modelu do danych
empirycznych, w postaci brzegowej gestosci obserwacji. Jednoczesna estymacja
kompletnego systemu dynamicznego pozwala na rozwigzanie probleméw endo-
genicznosci regresoréow, wystepu gcego w regule decyzyjnej banku centralnego,
ktory wymaga stosowania szeregu dodatkowych zmiennych instrumentalnych
podczas estymacji pojedynczych réwnan uogélniong metoda momentoéw, Lubik
i Schorfheide ®006). Z innych prac poswieconych bayesowskiej estymacji modeli
rownowagi 0o6lnej mozna w;NNishnifh: Schzefhoide (201e), Fernsndso-\eilaverda
(ZO0O), Milani i Rliriee Rugi-Muaaiia (200F), i. RuRio-Ramlauo
(FOoOa( 2005t>l, Oem Zndcz-Villavesde i Rubi2-Ramisez --004~ Dejony, Ingram
i Whiieman 020002, Otrok (20°1) Niitoiglgto” (1980).

Aioolize bo)esaws$ka pozw Zir na jcotaczonii w prooeoie wniorOowania o aiok-
Oorze zaramrgrooe riruktvralnyc0 Ounogu modrlu M subiekOywnej ws”~ynej orie-
ireddsszs o mucl)waah waetoscioch oriloi“miJlirOw, aiozmutow anoj w rookiodzo
a /eron, o informacjg orwarka w fuoOcji wiKrygodwocci. £dczno rozidad
ol cicji Y=(Y106.,Ye)'i wokboaa pasam otoidw- sfruOtudalinycg @ donogc mo-
dslu,, oaroslano pr&ez iloczyn gostodci: probkowej jofY li . M- i a pniori p(6j 1jyCY,
josi naoowank stoOysdycznym # jOdelti-i Oageoowslkim, o lzt6cego na poaeOawie
wooer Oayoea, o-raymoiemp aazUiad. a yirsdoozon welctora pzrameOéw, worun-
Mowg wa” drm 2/& FprKyfiokcji °,10, (Y 01-).

gdzie p( ~S0¥;) oonacza brzrgowa gecto=1 ogseewaRi w i-tym modelu(w /sroFono
falka:p(Y ji" = I>Y]" & NMp"IM")«"; ZeHneo d971)" - siewa’slsi (I, 2001)
i O'Hogan (1404). -0 zaobseawowaniu dunycU Yo gsctosa wektora s~ otoidti
p(Y\'! ,M ) co$paerujooriy jako fnnOcie paoeooOrdéw iic pczRo uotalionysg otierwas
ejach, ¢f"li ooowazamo funkcjs wiarygodnosci oostaci: ! ! | )AR(r] dik 2
Gestos$¢ rozktadu a posteriori jest proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno-
§¢- aglj 1COQ]).) arozFtodz e prRaz a(Cil Og)-

p ! \YMi)cc!(! IY,Mi)p(6xM ).

taczny rozkiad a posteriori parametrow i innych zmiennych w modelu za-
wiera wszystkie dostepne o nich informacje, pozwalajgc na wnioskowanie o oce-(
nach punktowych i niepewnosci zwiazanej z wybranymi funkcjami parametréw,
poprzez odpowiednie rozktady brzegowe. Estymacja bayesowska modeli réwno-
wagi ogolnej prowadzi do elastycznego uwzglednienia informacji o funkcjono-
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waniu gospodarki uzyskanej z badan mikroekonomicznych. Znajomos$¢ przeciet-
nego czasu trwania kontraktow ptacowych, preferencji konsumentéw w zakresie
podazy pracy, czy tez prawdopodobnego przedziatu zmiennosci innych wielko-
$ci, pozwala na ich uwzglednienie poprzez rozktad a priori, ktérego rozprosze-
nie mozna interpretowaé¢ jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodnosci wiedzy
wstepnej. Subiektywne przekonania badacza dotyczgce zachowan grup podmio-
tow gospodarczych w modelu, wyrazone w rozktadzie a priori, sg zawsze modyfi-
kowane przez funkcje wiarygodnosci, co pozwala interpretowac ré6znice miedzy
wnioskowaniem a priori i a posteriori rbwniez w kategoriach rozbieznosci miedzy
danymi mikroekonomicznymii danymi z szeregéw makroekonomicznych. Nikta
wstepna wiedza o ksztattowaniu sie parametréw strukturalnych modelu, badz
jej catkowity brak, oznacza w praktyce przyjecie dla nich nieinformacyjnych roz-
ktadow a priori powodujacych, ze wnioskowanie a posteriori opiera sie gtownie
na informacjach zawartych w funkcji wiarygodnosci. Alternatywnie do podejscia
bayesowskiego, w niewielkich modelach réwnowagi ogélnej, zaréwno liniowych
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metode najwiekszej wiarygodnosci,
ktorej wiasnosci omawiajg m.in. Fernandez-Villaverde i Rubio-Ramfrez (2005,
2007), Gali, Gertler i Lopez-Sz0do (2005),Linde (2005), Fernandez-Villaverde,
Rubio-Ramfrez i Santos (2006) orazRuge-MurciF(2007).

Metody wnioskowania b ayeoowskiego dost-rczajg ioomalnego narz-dzia
stuzacegoporéwnywaniu konkurencyjaychm odeli, w tym m odeli rébwnowagi
0go6lnej i wektorowej autoca”™ oeji° poprzez ichpeaw do”~~tdéenstwa a posteriori.
W zbiorze alternatywnych réctystyacnych modei btrerowskiah, M = M m},
dla danych obserwacji Y, mozemy okresli¢c prawdopodobienstwo a posteriori
i-tego modelu, korzystajgc ze wzoru Bayesa:

gdzie P(M) jest prawdopodobienstwem a priori danej specyfikacji, opisujacym
subiektywne przekonania badacza co do mozliwosci opisu obserwacji przez ten
model. Jesli rozktad a priori jest scentrowany w obszarach przestrzeni parame-
trow, dla ktérych funkcja wiarygodnosci przyjmuje niskie wartosci, to model taki
bedzie mniej prawdopodobny a posteriori niz ta sama specyfikacja z bardziej roz-
proszonym rozktadem a priori, przy eatozeniu jednakowych szans a priori kaz-
dego z nich. Zgodnos¢ informacji wstepnej z funkcjg wiarygodnosci prowadzi do
anajwyzszego prawdopodobienstwa a posteriori. Bayesowskie poréwnywanie mo-
deli umozliwia réwniez eliminacje wptywu prawdopodobienstw P(M) poprzez
rozwazenie ilorazu szans a posteriori par modeli, zdefiniowanego przez iloczyn
czynnika Bayesa i ilorazu szans a priori:
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P(MS\Y) = P(Y\MS) P(M]J
P(Mq\Y) p(Y\M g XP(Mqg) ~

gdzze czynnik Bayesa 0°, okreriony przez iloraz brzegowych gestosci wektora
obserwacji*C TIMN/p(Y\M °),m ierzy $sesatywno mo cwyjasmajacg modeh A/
i Mgoraz ujmuje informrcje, w jaldm scopiniu obcerwacje potwierdzajg mode1
W—w pcrowneniu z modelem M,; B >1 oonecoe wrkdganie przcz obsorwecjo,
ze model Msjccybaedzio( adekwatnc deich opisu; Jaffeejis (1961,, Kors i Rnftey
(01957

peM<xfy wnicskowonm o eyecowrldego mog”™ nocmna zoeta¢ zastosowace do
dezposrodmeao "gyrcrno wieOz)?r konknarncyjazocie moOsa o ksntattowanin gi®
wybranei nT K¢ pesametréw riyukgur™ kyca i proaccow s@chastyaznych, oprnu-
jaodoy mteresajgco bedaeta wtelkrro mcbroelonomisznag fy, n°>woyyznik iibflisia”
w procz>jnctl”son i Kac;idoisi~V\idi. eunkzja gestosd uarednioaego rozksadn o po-
steriori k jesS$aoOwig wezoi'ifid eN"™osci a posteriori Aw kazdym z modeli:

m
p("\Y) = yMY (M.Y),

gdzze wagi P (M L%) sg prawdopodobieAstwami a posteriori modeli.

Schemat estymacji bayesowskiej w praktyce mozna sprowadzi¢ do czterech
zasadniczych czesci:

1. Okreslenie rozktadu a priori dla parametrow estymowanych i kalibracja para-
metréw nie podlegajgcych estymacji; umozliwia to uwzglednienie w modelu
wiedzy wstepnej.

2. Wyznaczenie, poprzez numeryczng aproksymacje modalnej rozktadu a poste-
riori, przyblizonych ocen parametrow strukturalnych i macierzy kowariancji,
ktore sg niezbedne do zapoczatkowania tancucha Markowa.

3. Numeryczna realizacja estymacji bayesowskiej poprzez metody Monte Carlo
oparte na tancuchach Markowa (w szczegélnosci za pomocg algorytmu Me-
tropolisa i Hastingsa) oraz empiryczna ocena ich zbieznoSci.

4. Aproksymacja brzegowych rozktaddéw a posteriori parametrow oraz innych
charakterystyk modelu na podstawie uzyskanego tancucha Markowa.

5. INNE ZAGADNIENIA METODOLOGICZNE

Ogo6t zagadnien metodologicznych zwigzanych z estymowanymi modelami row-
nowagi ogolnej jest niezwykle obszerny aich doktadne omoéwienie wymagatoby
szeregu opracowan; obszerny przeglad tematow mozna znalez¢ m.in. w pracy:
Wrobel-Rotter (2012f). Wybrane zagadnienia metodologiczne stanowity cel analiz
we wczes$niejszych pracach autorki: wprowadzenie w tematyke: Wrébel-Rotter
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(2007b, 2007c), szczeg6ty wyprowadzenia rownan strukturalnych przyktadowego
modelu: Wroébel-Rotter (2011a, 2011c, 2012e), omOwienie zagadnien estymacji
i metod numerycznych: Wrébel-Rotter (2007a, 2008, 2012b), prezentacja technik
oceny stabilnosci rozwigzania i zalezno$ci miedzy parametrami postaci struktu-
ralnej i zredukowanej: Wrébel-Rotter (2011b, 2012c) oraz metoda budowy i zasto-
sowanie hybrydowego modelu wektorowej autoregresji: Wrdbel-Rotter (2012a,
2012d). Oproécz poruszonych w artykule tematow, w literaturze obecnych jest
wiele zagadnien dodatkowych, z ktérych zasadniczy dotyczy prognozowania
na podstawie estymowanych modeli rownowagi ogélnej, analizy charakterystyk
ekonomicznych gospodarki, w szczegdélnosci funkcji odpowiedzi impulsowych,
i innych zagadnien dotyczacych wtasnosci modeli, m.in. warunkéw identyfi-
kowalnosci parametrow. Szeroko traktowane sg rowniez aspekty numeryczne
estymacji bayesowskiej, petnigce kluczowa role w procesie znajdywania osza-
cowan parametrow. Zagadnienia te w wiekszosci nie sg szczegétowo omawiane
w pracy, ze wzgledu na ich obszerno$¢; problemy specyfikacji i identyfikowalno-
$ci zostaty w skrocie przedstawione ponizej. Metody prognozowania na podsta-
wie estymowanych modeli rownowagi ogélnej mozna znalez¢ m.in. w pracach:
Del Negro i Schorfheide (2003), Smets i Wouters (2004), Adolfson, Linde i Villani
(2005), Rubaszek i Skrzypczynski (2008), Schorfheide, Sill i Krysko (2010), Edge,
Kiley i Laforte (2009), Herbst i Schorfheide (2011) oraz Del Negro i Schorfheide
(2012). Metody prognozowania bayesowskeigo omawia m.in. Geweke i White-
man (2006).

6. ANALIZA WRAZLIWOSCI

Analiza wrazliwosci jest pojeciem og6lnym i moze sie odnosi¢ do badania
wptywu na interesujacg charakterystyke modelu zmiany jego zatozen, zastoso-
wania innej metody estymacji, przyjecia alternatywnych metod testowania hipo-
tez, czy tez sposobu predykcji zmiennych, Poirier (1995). W zaleznos$ci od zakresu
zmiany danych parametrow badz ich funkcji woko6t wielkosci referencyjnych,
mozna rozpatrywac analize wrazliwosci w sensie lokalnym, rozwazajac elastycz-
nosci czy tez efekty krancowe, badz globalnym (ang. global sensitivity analysis,
GSA), zwigzanym ze znacznymi zakresami wartosci zmiennych niezaleznych
w systemie dynamicznym, jakie pozwalajg przeanalizowa¢ prezentowane me-
tody. Na gruncie wnioskowania bayesowskiego analiza wrazliwos$ci najczesciej
dotyczy wptywu zmiany parametréw rozktadow a priori na ich oceny uzyskane
a posteriori. W estymowanych modelach rownowagi ogolnej czesto tez sprawdza
sie uzyskane rezultaty estymacji w zaleznos$ci od r6znych ustawieh parametrow
metod numerycznych i przyjetych kryteriéw oceny ich zbieznosci. Oddzielnym
zagadnieniem jest zastosowanie metod analizy wrazliwosci w ocenie zaleznosci
wystepujacych w konstrukcji teoretycznej modelu réwnowagi og6lne;j.



96

Sposéb rozwigzywania i liniowej aproksymacji modeli rbwnowagi ogdélnej
nie umozliwia okres$lenia bezposSredniego powigzania parametrow postaci zredu-
kowanej z parametrami strukturalnymi. Powoduje to, ze charakterystyka takiego
zwigzku wymaga zastosowania dodatkowych metod, w szczegdlnosci technik
stosowanych w analizie wrazliwosci, ktére pozwalajg na okres$lenie wybranych
cech modelu dynamicznego i kluczowych czynnikéw determinujacych jego
witasnosci. Analiza wrazliwosci okresla w jakim stopniu niepewnos$¢ zwigzana
z wnioskowaniem o danej charakterystyce teoretycznej gospodarki, uzyskanej
z postaci zredukowanej modelu, jest przypisywana do zrédet niepewnosci zwia-
zanych z poszczeg6lnymi parametrami strukturalnymi. Pojeciem zblizonym do
analizy wrazliwosci jest analiza niepewno$ci, ktéra ogranicza sie do czynnikéw
wyjsciowych w modelu; Saltelli, Ratto, Andres, Campolongo, Cariboni, Gatelli,
Saisana i Tarantola (2008). Parametry wystepujace w postaci strukturalnej modelu
sg traktowane jako wielkosci wptywajgce na ksztattowanie si¢ najwazniejszych
jego wtasnosci, dotyczacych m.in. warunkéw stabilnosci, wspo6tczynnikéw po-
staci zredukowanej i charakterystyk ekonomicznych gospodarki. Kluczowe pro-
cesy w systemie ekonomicznym, oznaczajgcym w tym przypadku estymowany
model rownowagi ogdlnej, sg utozsamiane z zaleznosciami miedzy parametrami
strukturalnymi a parametrami postaci zredukowanej, okreslonymi przez nieli-
niowe funkcje parametréw strukturalnych w reprezentacji modelu w przestrzeni
stan6w. Witasnosci tych zaleznos$ci sg identyfikowane przez analize wrazliwosci
odpowiednich parametrow strukturalnych w modelu.

Estymowane modele rbwnowagi og6lnej wymagaja spetnienia przez para-
metry strukturalne szeregu warunkow zapewniajacych stabilnos¢ ich rozwigza-
nia. Analityczne wyznaczenie peinego obszaru stabilnosci parametréow struktu-
ralnych jest najczesciej niemozliwe i, w praktyce, zagadnienie to jest pomijane
lub ograniczane do sprawdzenia warunkow stabilnosci dla wartosci oczekiwa-
nych rozktadéw a priori, natomiast warunki zapewniajgce jego spetnienie sa na-
ktadane dopiero na etapie estymacji badz kalibracji parametrow strukturalnych.
Metody analizy globalnej wrazliwos$ci umozliwiajg ocene, ktére obszary prze-
strzeni parametréw w rozktadzie a priori nie spetniajg warunkéw stabilnosci
rozwigzania modelu i moga by¢ pomocne w okres$leniu wartosci poczatkowych
w procedurach numerycznych; zob. Ratto (2008), Berliant i Dakhlia (1997) oraz
Salteli (2002). Pozwalajg one réwniez na wykrycie potencjalnych konfliktéw mie-
dzy wartos$ciami poszczeg6lnych parametréw majacych kluczowe znaczenie w
dopasowaniu modelu do wybranych szeregéw makroekonomicznych. Analiza
wrazliwosci moze by¢ rowniez zastosowana do badania obszaréw stabilnosci
rozwigzania, oceny dopasowania do danych oraz techniki przyblizania zwigzku
miedzy parametrami postaci zredukowanej i strukturalnej modelu z zastosowa-
niem filtrowania Monte Carlo i dekompozycji funkcji; zob. Saltelli, Ratto, Andres,
Campolongo, Cariboni, Gatelli, Saisana i Tarantola (2008), Saltelli, Tarantola, Cam-
polongo i Ratto (2004), Ratto (2008), Berliant i Dakhlia (1997) oraz Salteli (2002).
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Petng analize wrazliwosci dla estymowanego modelu rdwnowagi ogélnej przed-
stawili m.in. Ratto, Roger, in't Veld i Girardi (2005).

7. SPECYFIKACIJA I IDENTYFIKACJA MODELI

Estymowany model rownowagi ogdlnej jest konstrukcjg teoretyczng tgczaca
w jednym systemie teorie makroekonomii i mikroekonomii, co powoduje ze
wszelkie wielkosci opisujgce gospodarke i prognozy sg wynikiem zatozonej
w modelu teorii oraz struktury proceséw stochastycznych ksztattujgcej jej dyna-
mike. Ogo6lny charakter wskazuje na kilka potencjalnych zrodet jego nieodpo-
wiedniej konstrukcji, mogacych mie¢ swoje przyczyny w niepoprawnym okre-
Sleniu relacji strukturalnych gospodarki, preferencji konsumentéw i technologii,
pominieciu zaleznosci nieliniowych, nieprawidtowej specyfikacji proces6w sto-
chastycznych oraz symetrycznym traktowaniu podmiotéw w modelach dla go-
spodarek otwartych; Lubik i Schorfheide (2006). Poprawna specyfikacja modelu
jest tutaj rozumiana jako uznanie danego modelu za wtasciwy proces generu-
jacy obserwacje. Zmniejszenie stopnia niepoprawnej specyfikacji estymowanych
modeli rownowagi og6lnej jest mozliwe poprzez zwigkszenie liczby zmiennych
losowych modelujagcych zaktécenia strukturalne w modelu zapisanym w po-
staci systemu racjonalnych oczekiwan, m.in. Smets i Wouters (2003) oraz Lubik
i Schorfheide (2006). Alternatywnie, mozliwe jest wprowadzenie stochastycznych
zaktdécen do réwnania obserwacji, bez nadawania im interpretacji ekonomicznej;
Sargent (1989). Ocena poprawnos$ci modeli strukturalnych jest najczesciej doko-
nywana po ich zapisaniu w formie wektorowej regresji, z odpowiednimi para-
metrycznymi restrykcjami i analizie ich zgodno$ci z danymi empirycznymi i mo-
delem referencyjnym; Schorfheide (2000), An i Schorfheide (2007b). Omdwienie
zagadnien polityki pienieznej w przypadku modeli z pewnym stopniem nieod-
powiedniej specyfikacji mozna znalez¢ m.in. w pracy: Del Negro i Schorfheide
(2005, 2009).

Oproécz zagadnienia poprawnosci specyfikacji estymowanych modeli r6wno-
wagi ogoélnej, czesto pojawiajacym sie w czasie ich konstrukcji, problemem jest
identyfikacja parametréw strukturalnych. Model ekonometryczny nie jest iden-
tyfikowalny, jesli konkurencyjne jego parametryzacje, majace rézng interpretacje
ekonomiczng, prowadzg do tego samego rozktadu prawdopodobienistwa obser-
wacji, tzn. sg obserwacyjnie réwnowazne; Lubik i Schorfheide (2006). Okresle-
nie warunkéw identyfikowalnosci modeli réwnowagi ogélnej jest trudniejsze
niz w przypadku wektorowej autoregresji, czy tez liniowych modeli o réwna-
niach wspoétzaleznych, ze wzgledu na nieliniowo$¢ zwigzku miedzy parame-
trami strukturalnymi areprezentacjg modelu w przestrzeni stanéw, ktora okres$la
taczny rozktad prawdopodobieistwa obserwacji. Modele te sg identyfikowalne
przy zatozeniu odpowiednich rozktadéw a priori i struktury proceséw egzoge-
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nicznych; Lubik i Schorfheide (2004) oraz Beyer i Farmer (2004). Metody estyma-
cji wykorzystujagce podejscia z niepetng informacja, takie jak uogélniona metoda
momentow czy tez metoda znajdywania ocen parametréw poprzez porobwnywa-
nie funkcji odpowiedzi impulsowych, mogg powodowac¢ wystepowanie ukry-
tych probleméw identyfikacyjnych, ze wzgledu na pominiecie podczas estyma-
cji czesci zatozen dotyczacych pozostatych rownan i proceséw stochastycznych
modelu. Specyfikacja petnego uktadu zatozen, konstrukcja funkcji wiarygodno-
$ci, uwzglednienie dodatkowej informacji poprzez rozktad a priori i jednoczesna
estymacja systemu réwnan pozwalajag na zapewnienie identyfikowalnosci mo-
delu i zapewniajg istnienie rozktadu a posteriori. Zagadnienia identyfikacji mo-
delu i jego parametrow strukturalnych nie bedg szerzej omawiane w pracy, a je-
dynie zasygnalizowane dla zapewnienia kompleksowego podejscia do tematyki
estymowanych modeli rownowagi ogdélnej.

8. MODELE HYBRYDOWE | POPRAWNOSC SPECYFIKACII

Stopien niezgodnoS$ci restrykcji, wynikajacych z mikroekonomicznych zagad-
nien optymalizacyjnych i regut decyzyjnych, z danymi makroekonomicznymi
moze by¢ analizowany w kontekscie rozktadu a priori i a posteriori na gruncie
wnioskowania bayesowskiego. Rozktad a priori, generowany z modelu réwno-
wagi ogdlnej, moze by¢ przyjmowany dla wektorowej autoregresji, umozliwiajgc
w ten sposOb sprawdzenie zgodnosci teorii ekonomicznej z danymi empirycz-
nymi; Del Negro i Schorfheide (2004). Metodologia pozwalajgca na potgczenie
wnioskowania na podstawie estymowanych modeli rownowagi ogdélnej z mo-
delami wektorowej autoregresji zostata zaproponowana w pracy Del Negro
i Schorfheide (2004) i nastepnie rozwinieta przez Del Negro, Schorfheide, Smets
i Wouters (2007). Okresla ona klase modeli hybrydowych, znanych w literaturze
pod pojeciem DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General Equilibrium Vector
AutoRegression), ktére powstaly w wyniku poszukiwania metod uwzgledniania
w modelach wektorowej autoregresji informacji wstepnych, majgcych za zada-
nie ich powigzanie z teorig ekonomii i poprawienie ich wtasnosci. Pierwotnie
prace te koncentrowaty sie na zastosowaniu modeli strukturalnych, podbudowa-
nych teorig ekonomii, do konstrukcji rozktadow a priori dla wektorowej autore-
gresji; Ingram i Whiteman (1994), badz do pordéwnan witasnosci statystycznych
makroekonomicznych szeregéw czasowych; Delong, Ingram i Whiteman (1996).
Modele teoretyczne dostarczaty poréwnywalnego rozktadu a priori, ocenianego
w kategoriach zdolnosSci prognostycznej uzyskanej postaci hybrydowej, jak me-
todologia, w ktorej zmienne wektorowej autoregresji sg traktowane a priori jako
grupa niezaleznych proceséw btgdzenia losowego, zaproponowana w pracy
Doan, Litterman i Sims (1984) oraz Litterman (1986). Pierwszy model hybry-
dowy, estymowany metodg najwiekszej wiarygodnosci, powstat po zdefiniowa-
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niu procesu autoregresyjnego dla wektora zaktécen losowych w réwnaniu ob-
serwacji reprezentacji modelu r6wnowagi ogélnej w przestrzeni stanéw i zostat
zaproponowany w pracy lIreland (2004). Dalszy rozwdéj metodologii polegat na
konstrukcji rozktadéw prawdopodobienstwa, ktore w sposéb formalny tgczyty
wnioskowanie na podstawie wektorowej autoregresji z modelami posiadajacymi
uzasadnienie w teorii ekonomii. Techniki te pozwolity na opracowane metod for-
malnego wnioskowania o parametrach modelu robwnowagi ogdélnej na podsta-
wie wektorowej autoregresji w modelach hybrydowych; Del Negro i Schorfheide
(2004) oraz Del Negro, Schorfheide, Smets i Wouters (2007) i dyskusje ich wtasno
$ci; Christiano (2007). Z obecnie opracowanych zastosowan modeli hybrydowych
mozna wymieni¢ prace m.in. Lee, Matheson i Smith (2007), Liu i Gupta (2008),
W atanabe (2007), Chow i McNelis (2010), Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2008),
Kolasa, Rubaszek i Skrzypczynski (2012) oraz Brzoza-Brzezina i Kolasa (2012).

Laczne wnioskowanie na podstawie obydwu podej$¢ jest mozliwe poprzez
budowe modelu hybrydowego, czyli hybrydowego modelu wektorowej auto-
regresji. Sktada sie on z pomocniczego modelu wektorowej autoregresji, stuza-
cego aproksymacji rozwigzania zlinearyzowanego modelu rownowagi ogolnej
i konstrukcji rozktadu a priori, oraz zasadniczego modelu wektorowej autore-
gresji, szacowanego na danych rzeczywistych. Model hybrydowy mozna inter-
pretowac jako identyfikowalny model wektorowej autoregresji (ang. identified
VAR), nie za$ jako forme zredukowang modelu strukturalnego, An i Schorfheide
(2007b). Waga X modelu rownowagi ogdlnej w modelu hybrydowym moze zo-
sta¢ ustalona arbitralnie, bgdz na podstawie formalnego kryterium, opartego na
brzegowej gestosci obserwacji. Model hybrydowy dostarcza narzedzia stuzacego
odpowiedzi na pytanie, w jakim stopniu dane empiryczne potwierdzajg hipo-
tezy wnoszone przez model rownowagi og6lnej, a w jakim sa te hipotezy lepiej
potwierdzane przez model wektorowej autoregresji bez ograniczen. Stosowanie
modelu strukturalnego jako punktu odniesienia dla proceséw wektorowej au-
toregresji zaktada, ze teoria ekonomiczna, ujeta poprzez stylizowane zaleznosci
zdefiniowane w modelowej gospodarce, nadaje sie do jej uwzglednienia w mo-
delu potgczonym. Model hybrydowy mozna postrzega¢ jako sposéb na popra-
wienie witasnosci wektorowej autoregresji, poprzez uwzglednienie informacji
wstepnej, wynikajacej z teorii ekonomii, bagdz tez jako technike umozliwiajaca
ztagodzenie restrykcji obecnych w modelu rownowagi ogélnej i ocene popraw-
nosci jego specyfikacji.

Budowa modelu hybrydowego jest procesem hierarchicznym, zaczynajgcym
sie od specyfikacji rozktadu a priori dla wektora parametréw modelu rébwnowagi
ogé6lnej, warunkowo wzgledem ktérego definiuje sie rozktad a priori dla wspo6t-
czynnikéw wektorowej autoregresji. Umozliwia to, po uwzglednieniu funkcji
wiarygodnosci, wnioskowanie a posteriori zar6wno o parametrach modelu struk-
turalnego jak i wspoétczynnikach wektorowej autoregresji. Rozktad a priori jest
konstruowany w oparciu o probke danych symulacyjnych z modelu struktural-
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nego, ktére nastepnie stuzg estymacji modelu pomocniczego pozwalajagcego na
przekazanie informacji wstepnej do modelu hybrydowego; podejécie takie; stoso-
wali m.in. Sim- i Zha (1P08). Mo ono iownie. swoje uzasadaienif w paoniersldch
fiimat”™ s nakeesu licroma iia modeln siatustycznym wirdzy fpobi r roby i indeoi
wesz oaestonej przeo obrfowasje oraz meOodaph ich ~sjanadv™-i» TIMi*i Goldbor-
ger erCsea Kencepojr modeli pon:-oc:ii-cNj/Zai jcW zeiS™idnE rowniez z bsyenow-
slOm L motodaoru wniorkowcnia uis 4fgjsjffosth (an.- InC-reeO infarenro); Geltant
CMacCulloch iro0oi. bjlsgctirra jckt iniwniglerozoaQywcma modelu Oybrudow pgo
w kunteldidc bedon poswipcsnocs$i wykrrereSywadiu ” e Idiciooi#®} auCorenrzaji
ioko punklu odnikritnla do bmpirycfnoch - orébwnad z modeiami w; woZ icymi
see 0 “M\aii edonoanii.

Whnioskcwanis w modera hykrndowym o wsadfcaynnlkzch i macieron kowa-
riencji wektorowej autoseaso-ji i s. ™MimMii™gdrcei ) modelu réwnowrn Pkodlar;
i paramatrae wogcwym 3 josbmozliwe po aCefimowaniu modelu fiijVci®oii~irn;
EtCry jerl: o”a4Ad™? psoaz Bgalioco™”™ autorcgresjc NjjrddEYV!: Haca jroZziiifane
cUncarynowenej poifeni rroUe-u aQukturWnego oraz weOZocowk Ndioiregtrspgbzz
rtkiuRirji dir danyais obserwowany:!, tocznp cozSaa o orieri diao z ef Zi d inni
Irudowany o\ aposPO hderarcOicznfi:

P($.#u,6!) =p($,#u0,X)p(0)p("),

gdaie p(o ,2M",!) -orozkiada priori wcpodtckonnékOw i makiskoo dowaciancji
wektorowrj autarae-osn j ez atMrul’™C woaunkowcec wzgladeede U, ali) jest brze-
gowym rorkltadsm b [ezore dlajeascmrdow modehe rownowag; ojjainejosar jcCS)
joskraaWadem a dr-on dlk j*aermeWu wz”™ w e ga. ¥s™oj¥)£zn;n nrool™l Urycson -
slo jr™ n toWi okcerlony j’retep:

p(Y,$,#u QK)=p(PS$, #u)p($>#u\d,A)p(d)p(A),

z ktérego uzyskujemy taczny rozktad a posteriori:

P 1) p{Y) :

ghaie oOP reot Oreegow, ~stolcig ebepswacj tgczn) cooklaZ a postesioej mozna
UoZdai dhkomjiozycji:

p(s, #," ,  # \Y,#K )p (6 ,,

gdaie wacankowo rozOkad a proieriori paramaSréw auZorearspjl p (0,2Mr,!j0)
wyraza sie standardowg gestoscia prawdopodobienstwa, natomiast brzegowy
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rozktad parametrow modelu strukturalnego i parametru wagowogo p(6,A\Y),
jest przyblizany numerycznie, z zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Ha-
stingsa; Adjemian, DarracqParies i Moyen (2008). Hybrydowy model wektorowej
autoregresji proponuje rowniez metode identyfikacji zaktécen strukturalnych na
podstawie innowacji wystepujacych w postaci zredukowanej; Del Negro i Schor-
fheide (2004, 2006, 2008), Del Negro, Schorfheide, Smets i Wouters (2007).

9. UWAGI KONCOWE

Estymowany model rownowagi ogo6lnej jest konstrukcja, ktéra jest silnie zako-
rzeniona w teorii ekonomii. Otrzymane w wyniku rozwigzania mikroekonomicz-
nych zagadnien optymalizacyjnych podmiotéw réwnania strukturalne, majace
forme nieliniowego systemu racjonalnych oczekiwan, nalezy sprowadzi¢ do ta-
kiej postaci, aby ich parametry mogty zosta¢ oszacowane na podstawie danych
empirycznych, w szczegd6lnosci aby mozna byto zapisa¢ funkcje wiarygodnosci.
Oznacza to, ze model poddaje sie szeregowi przeksztatcen i aproksymacji, ktore
prowadzg do jego operacjonalizacji. Gtowne obszary na ktore nalezy zwrdcic
uwage to:

1. Uktad zatozen teoretycznych: posta¢ funkcji chwilowej uzytecznosci i jej ar-
gumenty, struktura sektora produkcyjnego, ktéra ma Scisty zwigzek z mecha-
nizmami agregujgcymi, w szczegoOlnosci spos6b indeksowania cen wptywa-
jacy na posta¢ krzywej Phillipsa.

2. Struktura procesow losowych w postaci strukturalnej, ktére determinuja dy-
namike zmiennych stanu w modelu.

3. Linearyzacja réwnan strukturalnych, najczesciej stosowana w praktyce
w celu uproszenia modelu. Modele w postaci nieliniowej sg bardziej skompli-
kowane do opracowania od strony numerycznej.

4. Rozwigzanie zlinearyzowanego modelu rownowagi ogdlnej, powodujgce
natozenie na przestrzen parametréw skomplikowanych restrykcji, wynikajg-
cych z koniecznos$ci zapewnienia jego stabilnosci.

5. Sposéb potgczenia zmiennych endogenicznych, wystepujacych w rozwigza-
niu zlinearyzowanego modelu, ze zmiennymi obserwowanymi, ktére nalezy
oczysci¢ z trendu i sezonowosci oraz sprowadzi¢ do stacjonarnosci.

6. Przyjeta metode estymacji, w szczegdlnosci czy jest to metoda z petng infor-
macjg, jak podejscie bayesowskie, czy tez taka, w ktérej rownania szacuje sie
oddzielnie, jak np. uogd6lniona metoda momentéw.

7. Strone numeryczng, w ktorej potencjalne problemy mogg wynika¢ z postaci
funkcji wiarygodnosci, w konsekwencji natlozenia na przestrzen parametrow
licznych, skomplikowanych restrykcji, wynikajgcych z koniecznosci zapew-
nienia stabilnosci rozwigzania modelu.
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8. Funkcjonowanie algorytmu Metropolisa i Hastingsa, w szczegdlnosci dobo6r
punktoéw startowych za pomoca przyblizonych metod numerycznych, moni-
torowanie jego zbieznosci i analiza wrazliwosci na zmiane wartosci poczatko-
wych. Stabilnos¢ srednich ergodycznych.

9. Analize obszar6w wartosci parametrow strukturalnych prowadzacych do
stabilnosci rozwigzania, wptywu w praktyce ich niewielkiej liczby na wsp6t-
czynniki postaci zredukowanej odpowiedzialne za charakterystyki ekono-
miczne modelu.

10. W modelach hybrydowych: jako$¢ aproksymacji zlinearyzowanego modelu
rownowagi ogolnej przez wektorowg autoregresje, zazwyczaj niskiego rzedu.
Wrazliwo$¢ ocen brzegowej gestosci obserwacji na zmiane wartoséci parame-
tru wagowego.

Wymienione aspekty modelowania za pomocg estymowanych modeli row-
nowagi ogo6lnej nie wyczerpujg wszystkich obszaréow, na ktére nalezy zwrdcic
szczegblna uwage w badaniach empirycznych. Majg one jedynie zasygnalizowacé
mozliwos$¢ wystapienia probleméw przy stosowaniu modeli w praktyce.
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