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ABSTRACT

J. Marzec, J. Osiewalski. Bivariate ZIP-CP type model in the joint analysis of count variables. Folia Oeco- 
nomica Cracoviensia 2012, 53: 5-20.

In the paper a generalization of the Berkhout and Plug (2004) bivariate Poisson regression model is 
proposed; in the Berkhout and Plug model one of the variables has the marginal Poisson distribu­
tion, while the other follows the conditional Poisson distribution. In the new model the marginal 
distribution is of the ZIP type and has the same parameterization as the hurdle model. Bayesian 
estimation of the model and the formal Bayesian comparison of its two alternative specifications 
are presented. The empirical example concerns joint modelling of the number of cash payments 
and bank card payments in Poland as well as inference on their correlation.

STR ESZC ZEN IE

W pracy zaproponowano uogólnienie modelu dwuwymiarowej regresji poissonowskiej, który 
wprowadzili Berkhout i Plug (2004), przyjmujący brzegowy rozkład Poissona dla jednej zmiennej 
i warunkowy rozkład Poissona dla drugiej. W nowym modelu rozkład brzegowy jest typu ZIP 
i ma taką parametryzację jak w modelu płotkowym. Przedstawiono bayesowską estymację tego 
modelu i formalne bayesowskie porównanie dwóch alternatywnych jego specyfikacji. Przykład 
empiryczny dotyczy łącznego modelowania i wnioskowania o korelacji między liczbą płatności 
kartą i gotówką w Polsce.

KEY WORDS — SŁOWA KLUCZOWE

bivariate Poisson regression model, zero inflated Poisson model, bank card and cash payments

dwuwymiarowe modele regresji Poissona, model Poissona z nadwyżką zer, 
płatności kartą płatniczą i gotówką.
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1. W P R O W A D Z E N IE

R egresja  poissonow ska je s t  p od staw ow ym  m od elem  analizy zm ien n ych  licz­
nikow ych (tj. o w artościach całkow itych n ieu jem nych). Istn ie ją  je j dw uw ym ia­
row e u ogólnienia; n iektóre nakładają  ograniczenia na korelację m iędzy zm ien­
nym i, in n e prow adzą do kom plikacji n atu ry  statysty czn o-n u m ery czn e j; zob. 
np. Kocherlakota i Kocherlakota (1992), W inkelm an (2008). N a tym  tle obiecu­
jący  je s t  m odel, k tóry  zaproponow ali B erk h ou t i P lu g  (2004) p rzy jm u jąc brze­
gow y rozkład  Poissona dla jed n e j zm iennej oraz w arunkow y rozkład Poissona 
dla drugiej (przy ustalonej pierw szej). M odel P-CP (Poisson —  conditional Pois­

son) je s t  łatw y w  estym acji i dopuszcza korelację różnego  znaku (dodatnią albo 
u jem ną), ale zn ak  ten  zależy od znaku jed n eg o  param etru , a nie od zm iennych 
objaśniających ; zob. także M arzec (2012). M odel P-CP został użyty w  Polsce do 
badania  zależności m iędzy liczbą transakcji dokonyw anych  g otów ką i liczbą 
transakcji d okonyw anych kartą bankow ą (zob. Polasik, M arzec, Fiszeder, Górka 
(2012)); w brew  in tu icji korelacja m iędzy nim i okazała się dodatnia, co skłania 
do p onow ienia badań, ale po rozszerzeniu  ograniczonej specyfikacji Berkhouta 
i Pluga.

M odele regresji dla skokow ej zm iennej ob jaśnianej z n ad m iern ą liczbą zer 
zostały  spopu laryzow ane przede w szystkim  przez artykuł Lam berta  (1992). 
C am eron i Trivedi (1998, 2005) oraz W inkelm an (2008) przedstaw iają  ekonom e- 
tryczne m odele d anych  licznikow ych z przykładam i ich  zastosow ań w  ek ono­
mii. W  pracy rozw ażam y u ogólnienie m odelu  P-C P polegające na zastąpieniu  
brzegow ego rozkładu Poissona pierw szej z dw óch  zm ien n ych  rozkładem  typu 
ZIP (zero inflated Poisson), przy pozostaw ieniu  w arunkow ego rozkładu Poissona 
drugiej zm iennej. Rozkład typu ZIP m oże m ieć uzasadnienie w  w ielu sytuacjach 
praktycznych, gdyż byw a tak, że zerow a w artość zm iennej obserw ow anej jest 
jakościow o odm ienna od in n y ch  wartości. Proponow ana w  tej pracy p aram e­
tryzacja odpow iada tzw. m odelow i płotkow em u (ang. hurdle model). Osiewalski 
(2012) w prow adził skokow y rozkład  dw uw ym iarow y, nazw an y  ZIP-CP (Z IP  

—  conditional Poisson) i podał jeg o  m om enty. M odel dw uw ym iarow ej regresji 
poissonow skiej, oparty  na rozkładzie ZIP-CP, prow adzi do znaku kow ariancji 
zależnego od w artości zm ien n ych  objaśniających. G łów nym  celem  pracy jest 
om ów ienie estym acji i em pirycznego w ykorzystania tego m odelu  statystycznego, 
nazw anego też ZIP-CP (tak, ja k  leżący u jeg o  podstaw  typ rozkładu).

W  następ nej części pracy przedstaw iam y zw ięźle rozkłady P-CP i ZIP-CP 
skupiając uw agę na m om entach  rzędu 1 i 2 oraz w spółczynniku korelacji. W  trze­
ciej om aw iam y m odel statystyczny typu ZIP-CP i jeg o  u jęcie bayesow skie, zaś 
w  czw artej p rezen tu jem y  przykład em piryczny.
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2. R O Z K Ł A D Y  P -C P  I Z IP -C P  
O R A Z  Z W IĄ Z E K  M IĘ D Z Y  IC H  M O M E N T A M I

R ozw ażam y łączny rozkład praw dopodobieństw a dw óch zm iennych  losow ych 
(Y i , Y2) —  p rzy jm u jąc y c h w artości całkowi te n ieuje m ne —  i przedstaw iam y go 
n astęp u jąco:

P r f f  = i, Y2 = j }  = Pr {Yi = i} Pr {Y2 = j  I Yi = i } = g l  h ( j , Ą ,  ( i j "  N  !  {0 }) .  (1)

Jeś0  roz H a d braeg o w y z m ion nej j ;̂[ ^ s t rozId a m m I ôi:̂ £̂ c^na o w artości oczelOw a- 
n e j i  w arian g i  - j , a r ozCOed w nru n kow y Yi przy usIalone j w cctośd  zm iennei Yj 
j crt rozkted e m P aisso n c o w arJości oczekiw an ej iw a ria n c ji m2ex p (aY j), czyli

g ( i )  = e x p (-p ) ( " ) '  /i ! , h ( j ,  i)  = exp[- "  e x p ( a )] (" " )J e x p ( a j)  / j ! , (2)

to m am y rozkład dw uw ym iarow y P-CP (Poisson  —  conditional Poisson), który za- 
jcro p o n ow ali B erk h out i P lug (2004) i uzyskali d la n ieoa ŵ ]̂ n il?ai m .in . w  p ostaci
n astęp u jących  m om entów :

E (Y 2) = #  exp [#  (e a -  1)], (3)

£ [(72)2] = E (Y 2) + [ E #  exp[Ą ( !  - -1)2], (4)

Var(Y2) = i ? - 1 ) 2] - 1 } ,  (5)

E  { Y ^ e ^ E Y ) .  (6)

Jeśli a ^ 0, to bezw aru nkow a w ariancja (5 ) zm iennej Y2 jes t w iększa od w artości 
oczekiw an ej (3). Zależ n ość m ięd zy obu zm ien n ym i spr aw ia, że brzegow y roz­
kład zmie n nej Y2 o dpkw iada ęm piryczn ie częstej sy-uacj j  zwi ększ onej w ariancji 
danych  lieznikow ycW. lEOrj t̂sg ow y eozkład zmie n waj Z -  c:zy i:i roekłed  Poisaon e, n ie 
m a tej w łaśyiw ośei. Je st to pieaw szy p o m 3d u og óhaien ie dw uw ym iar ow ego rozr 
kłmdn P-CP pzrcz  w peow adaynie coold ad o  . 1 .  o r m iej t y o boz ygow eg0 roolCadu 
Poisso n a . N ala ip  tea zau w ażyćj ż e z n a k Pow ariancji m ię d z y Wy i Yj ,  c z y l iz n ak  
w jn a ż eniy

C k K « )  = - £ ( % - № )  = b b “ -  № h ) ,  (7)

zależy jed y n ie  od znaku stałej rzeczyw istej a ,  a nie od w ielkości X y  A2, para- 
m etry zow any ch  głębiej (uzależnianych od j)zm iennych  objaśnia jących) )w  staty­
stycznych zastosow aniach tego m odelu  probabilistycznego. W  tej części krótko 
przedstaw im y u ogólnienie, które w prow adził O siew alski (2012), dopuszczające



zw iązek  zn aku kow arian cji i w ielkości n r  co w  analizach statystyczn ych  stw arza 
m ożliw ość u zm icnnien ia  yego znaku , w  zależności od w artotci zmi enny ch  obja­
śn ia jących  p oziom  j =

O b ecnie zoaw ażam n in n o, it^̂ i'̂ :ii!ii5i;z:;;̂  n iż (h) pśzy p rd  ek, w  k iacy m  Cącwn y

m r u jem nnoe (% j  "  -/V U -̂ (0}-) je  i y z k -ećConą  y zzzg t i r  aoom w cou nCown hozłeład Za 
prcy  u sJ:a2ąndm Zt :

oeaz rorkCan byśśg- w y zm ien nej Yw który odmoennie n ir  w  (1.C traktu je w artość 0:

gdzie c  je s t u sta ło n j  Iicabą z p rzedziału (0, (.), zaż h cn k zje g i (  zą tałd e sśene j ak 
w  (ai. J  eśli J  =  &(zj/ to Pr e^ = p  = g  ( 0  = g ( 0  = P a 0 i j= ,r i ob a r rz lk  a d]°i Inczn c 
są iś t n tyczn e. Jeeh y io W )  o fu nkcje g  i h  ś c d a n e aą w zot ̂ c:iciO (Oj , eo^ i c;-. p oioac - 
n z w skie, to brzegow y r ozkład zm ien n ej ° t  jer% typ u iOP  (Zzro tInfla tzU i oiss o e )  
ooa w aeun k oacy d(c Y2 ponostmje rozdtadzm  Î oi.siir.onc .̂ R o-M ad  ł akt ynnacc a my  
ZlP-CR a ja g o m om enty  m ają ogóln ą posta t

^ ( Y / Y -  = (1 -  g(0))-C[(l -  Y W m Y C a  + -(?-- g { Q ) W E iY 2n | Y, = 0 )], (10)

Cdzie w yZorzystu je n-ę zn t n ą p ost a ć m om entów  rozlkładu ^-djEV Cg ezczególności:

E \ Y 22) = (1 -  gCO))-1̂  -  y )E (Y 22) + " -  g ( 0 ) ) ! ( 1  + ! ) ] ,  (14)

E  (Y Y E  = (1 -  g (0 ) ) -1 (1 -  y W # ) = (1 -  (0(O))_1 (1 -  # ) "  e x p ( a )E ( Y 2) , (15)

raąk ład pcaw d śjtn d n a ieźstw a Pr yzj = m, Z, =z zm tsn n o cłr Ch), m  o w arżcńaircd

{̂ "2 = o  1 y  = a  = K j i o = pc o i = a i n  = y$ (g>

a d/a i = 0,

Pr*a  = i0 = g * (0  = -l i - r g(/) dZa i % N ,
(9)

l - g ( 0 )

i ? * ^ ) = ( 1 -  g c o ) ) - ^ - ^ d ) = ( i - g ( o ) ) - i ( i - ,/ ) Ą , (11)

£ * (7 / )  = (1 -  g  (0 )) -1(1 -  r )  E  (Yj2) = (1 -  g  (0 ))-1(1 -  r ) ! ( 1  + ! ) ,  (12)

E * ^ )  = (1 -  g (O))“1 [(1 -  y )E (Y 2) + ( "  -  g ( 0 ) ) ^ ] , (13)

(16)



V a / { Y 2) = {Var{Y2) + [E(Y2) -  ! #  + (i 7)
1 -  g (0 )  # -  g (0 )  1 -  1

C o y #  J 2) = {Cov{Yx ,Y 2) + Y- # " ± ! [ E ( Y 2) -  A J  }, (18)
Y -  g (0 )  1 - g ( 0 )

co c row adki do w sp ółczynnika korelacji postaci

C o r r \Y x, j  = , 1 g W  , (19)

1/.(1 + p Y ^ ^ g )  + " E Y ! i ,,;(Y2) -  ! ]2 + " Y ! ,}

0   ̂-  JĘf(0]> S -  &(0) 1 - "

gdzie E(Y2), Var(Y Z) i Cot^Yj, Y 2) sv m om en tam i rozkładu P-CP danym i w  (3), (5) 
i (7). R ów Yow ayny z apis k ow nriancj2 w  rozkładzae ZIP-C P to (p o p rostych  p r z e ­

k s z t a łcen iach )

Cov* ( ) ,  Ę )  m (1 -  g (0 ))-2(l -  y i ! 1  (1 -  C(0)) exp(a)E(Y,) -  (1 -  y)E(Y2) -  (y  -  g(0))A ,] 

= a  -  e m * - ! i ) " 2(i -  y n o  Y1 -  e x o ( - !  ) y  -  (i -  y)] «j;k:]3(>w.1i;ć'ct -  1)) -  y + e z p o -c )}  .

W idzimy, z e  zzmen n e losow e (Yj,  Y i) 0  łoconym  rozkładzie pr aw dopodobieństw a
z i p - c p

1) są skorelow aa e  u jem n ie, jeśli
[(1 -  enoO -Ą  ))e a -  (1 -  j#)] ee p(Ą (e“ -  1)) < "  -  exp ( - ! ) ,

2) k j  skoralow a n e dodlatn io, j eśd

[(1 -  ospd-H, "e#  -  (1 -  y)] ekp(!  (e# - - ) >  o -  exp (-C ,) a

3) są n iesknrc low a n e ,je ś li
W#- ex p (-(n ))C  - ( 1  - - ) ] e * ^ ! (- n  - 1 ) )  = o - âr:]j:)(-^:>.

W  przyp adku )  = = exp$—1l), czyli brzegow ego rozkładu Poissona dla
Y 1, który przyjęli B erk h ou t i P lu g (2004), skom plikow ana form uła kow ariancji 

o(18) i (20) sprow adza się do znacznie prostszej postaci (7), gdzie zn ak  kow ariancji 
zależy jed y n ie  od znaku stałej a .  W  pozostałych przypadkach, tj. gdy brzegow y 
rozkład dla Y 1 je s t  typu ZIP zn ak  kow ariancji (20) zależy od w artości p rzy jm o­
w anych  przez mi i a  (a nie tylko od znaku tej drugiej stałej). O czyw iście, k on ­
kretna w artość kow ariancji w  rozkładzie ZIP-CP (a nie sam  je j znak) oraz w artość 
w spółczynnika korelacji (19) zależą od w szystkich stałych w ystępu jących  w  funk­
cji praw dopodobieństw a tego rozkładu, tj. od c ,  Aj, A2 i a .

Z au w ażm y też, że zw iększenie praw d opod obieństw a zerow ej w artości Yj 
(w  stosunku do rozkładu Poissona o w artości oczekiw anej i w ariancji Aj), czyli
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przy jęcie rozkładu Z IP z y  > g (0 ), prow adzi do w ariancji (16) w iększej niż war­
tość oczekiw ana (11). Z atem  rozkład ZIP-CP um ożliw ia m odelow anie zw iększo­
nej w ariancji obu obserw ow anych zm iennych  licznikow ych, chociaż nie są one 
traktow ane symetrycznie.

3. M O D E L S TA TYSTY C Z N Y  T Y P U  Z IP-CP

R ozw ażam y T  stochastyczn ie n iezależn ych  dw u w ym iarow ych  zm ien n ych  loso­
w ych  (Y1;, Y2t', t =  1,2, ...- Oy o hóż n ju h  rc z n łrd ach  typu Z IP-CP p o slz o

P r* %  -  w, 4  = j }  = g= (i)h  { j, i) (i, j E ; N U  {0}) , (21)

P r ^  = i}  = # * ( i )  =

' y t d l a  i  = 0,

l ~ Yt g t i )
1 -  g t  (0 )

d l a  i  &  N= g t ( i )  = e x p ( - " ()  ')’ / i \ ,  " 2)

P r * { 4  = P I = 0  = - U " )  = e x p [ - " )  e x p ( ! ) \\ ( " t Y  " x e ? {c d j) lĄ  (23)

#  = <Ż̂ I)<.-,ê /2?iS  = exp(+c! i  ) ,

/  = (K pC -e^A ,,) = exp ( -  z  j  1# (24)

gdzie x t i w t są w ierszam i w artości zm ien n ych  objaśnia jących , które m ogą się 
pokryw ać (w części lub w  całości). Z m ienne ob jaśniające określa ją praw d op od o­
bieństw a pojaw ienia się poszczególnych  w artości zm iennych  Y1t i Y2t, a w pływ  
zm iennych  objaśnia jących  na te praw dopodobieństw a jes t determ inow any w iel­
kością poszczególnych  składow ych kolum n b 1 i b 2 oraz w ielkością param etru  5, 
przy czym  param etr 5  decyduje o wielkości odchylenia praw dopodobieństw a, że 
Y1t= 0 , od w artości w ynikającej z rozkładu Poissona. W  tak  określonym  param e­
trycznym  m odelu  statystycznym  w ektor param etrów  6  je s t  kolum ną grupującą 
5 , a ,  b  i b 2. Zauw ażm y, że m om enty  rozkładu łącznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w  poprzedniej części pracy, zależą teraz od zm iennych  objaśniających.

W  literaturze specyfikacja oparta na w zorze (22) je s t nazyw ana m odelem  
płotkow ym  —  ang. hurdle model; zob. C am eron i Trivedi (2005), s. 680. Porów ­
nanie tej specyfikacji z oryginalnym  m od elem  Z IP pod aje  W inkelm an (2008). 
G łów nym i zaletam i naszej propozycji są prostota param etryzacji i stąd w zględna 
łatw ość estym acji, a zw łaszcza prostota testow ania zasadności redu kcji now ego
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m odelu do stan d a idow eg o m o delu Poissom . Porów n y w en ie o r ogam lo eg o m o ­
delu Zl P ze standardow ym  m odelem  Poissona nastręcza problem y zw iązane ze 
sp ecuPkaoja m i (hip otezam i) n iezagnieżdżon y m i;z o b .W (n k alm an(O 0080, ;̂ Sr. 180 .

Jeśli zaobserw ow ano Y1; =  y1t 2 Y2; =  y2t (t =  1,2,...,T), to odpow iadająca tym  
w artościom  funkcja  w iarygodności m a postać

gdzie y  oznacza m acierz (2xT) zaw ierającą zaobserw ow ane w artości zm iennych

W  em pirycznych zastosow aniach tego m odelu  w ażne jes t nie tyle w niosko­
w anie o 6  =  (5, a ,  b i  b 2') ',  ile raczej o w ielu n ieliniow ych fu nkcjach  param etru  
6  —  takich, ja k  p raw dopodobieństw a łączne, brzegow e i w arunkow e różnych 
w artości pary (Y1t, Y 2t) oraz m om enty  i in n e charakterystyki je j rozkładu. M ało- 
próbkow e w nioskow anie zarów no o 6 , ja k  i n ielin iow ych fu nkcjach  6 , m ożliw e 
jes t na gruncie statystyki bayesow skiej, której podstaw y i przykłady zastosow ań 
w  em pirycznych  bad aniach  ekonom icznych  p rezen tu ją  np. O siew alski (2001), 
O siew alski i Pajor (2010).

Ja k  w iadom o, podejście bayesow skie sprow adza się do określenia na prze­
strzeni p aram etrów  m iary  probabilistycznej (lub p rzynajm nie j v -sk o ń cz o n e j)  
zw anej rozkład em  a priori, a n astępnie w ykorzystania funkcji w iarygodności 
do uzyskania rozkładu a posteriori param etrów  (w arunkow ego w zględem  da­
n ych  i rep rezen tu jąceg o  końcow ą w iedzę o 6). W  szczególności w ażnym  za- 
danie m j e s t okr eślen i e k i erunku i siły korelacji m ię d z y Y 1; ii Y2;, czyli p odanie 
(dla d an eg r i) pr nw d op od obeeńn tw aa/ izsienorz uje m n e j k orelacj i , tj . w arunku 
[(1 -  exp(- ! 1t))e# -  (1 -  " t)] e x p ( ! t(e a - 1)) < " t -  e x p ( - ! j t) ., oraz p rezen tacja  p eł­
nego  rozkładu a posteriori w spółczynnika korelacji o ogólnej postaci (19). D o ­
datkow ą m ożliw ością jest form alne bayesow skie porów nanie em pirycznej ade­
kw atności dw óch n iezagnieżdżonych m odeli ZIP-CP odpow iadających  zam ianie 
kolejności zm iennych  objaśnianych (czyli ich  num eracji). Stw arza to now e pole 
bad ań  statystycznych. Badanie adekw atności prostszego m odelu  P-CP który  za­
proponow ali Berkhout i Plug (2004), sprow adza się w  ram ach specyfikacji (21)-(24) 
do testow ania prostej h ip otezy 5  =  0; m ożna to przeprow adzić form alnie —  p o ­
rów n u jąc czynniki Bayesa dw óch n iezagnieżdżonych m odeli z 5  =  0 i 5  ̂  0 —  lub 
użyć n ieform alnego, ale prostszego, testu typu Lindleya w  ogólniejszym  m odelu, 
d opuszczającym  dow olną rzeczyw istą w artość 5. D odajm y, że 5  > 0 (5  < 0 )  ozna­
cza praw dopodobieństw o zerow ej w artości zm iennej Y1t m niejsze (większe) niż 
w  m odelu  Poissona. Z atem  w ażną kw estią jes t obliczenie praw dopodobieństw a 
a posteriori takiej sytuacji.

Aby określić bayesow ski m odel typu ZIP-CP należy  przy jąć rozkład a priori 

w ektora 6. W  pierw szej pracy dotyczącej takiego m odelu  prop on u jem y  założyć
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niezależność a priori param etrów  i dla każdego indyw idualnie przy jąć standar­
dow y rozkład  norm alny  N (0 , 1). Z erow e w artości oczekiw ane a priori oznaczają, 
że najw iększą szansę dajem y w stępnie najprostszem u m odelow i, w  którym  { Y 1t} 
i {Y 2t}  są niezależnym i od siebie próbam i losow ym i prostym i z dw óch rozkładów  
Poissona. Jednostkow e odchylenia standardow e a priori dają gw arancję, że specy­
fikacje odległe od tej najprostszej m ają  bardzo istotne w stępne szanse. W ydaje 
się, że taki prosty łączny rozkład a priori niesie słabą tylko w iedzę w stępną (nie 
jes t bardzo inform acyjny) i gw arantu je łatw ość sym ulacji M onte Carlo z rozkładu 
a posteriori, ale jeg o  konkretna rola in form acyjna (w stosunku do funkcji w iary­
godności) oraz w rażliw ość rozkładu a posteriori są kw estiam i em pirycznym i, które 
należy  badać odrębnie dla każdego analizow anego zestaw u dw uw ym iarow ych 
d anych licznikow ych.

4. P R Z Y K Ł A D  E M P IR Y C Z N Y

W  celu ilustracji em pirycznej przydatności zaproponow anego m odelu  statystycz­
nego  typu ZIP-CP oraz m ożliw ości, jakie daje jeg o  analiza bayesow ska, w ykorzy­
stam y dane, które Polasik, M arzec, Fiszeder i G órka (2012) badali stosu jąc m odel 
prostszy (P-CP), szacow any m etodą najw iększej w iarygodności. D ane przedsta­
w iają liczbę płatności gotów ką i kartą p łatniczą d okonanych (w m iesiącu) przez 
T  =  1190 osób, które w  październiku i listopadzie roku 2010 oraz w  styczniu roku 
2011 ankietow ał Pentor. W ym ienieni autorzy uzyskali i analizowali te dane w  ra­
m ach pro jektu  badaw czego finansow anego przez N arodow y B an k  Polski w  roku 
2010. W yniki te w skazyw ały na dodatnią  korelację m iędzy  liczbą płatności g o ­
tów ką i kartą płatniczą. O becnie spraw dzim y, czy zastąpienie brzegow ego roz­
kładu Poissona jed n e j zm iennej rozkładem  typu ZIP je s t  em pirycznie zasadne, 
a uzm iennien ie w  ten  sposób m ożliw ego znaku korelacji m iędzy  zm iennym i 
w skaże na u jem n ą  korelację m iędzy liczbą płatności gotów ką i kartą (dla przy­
najm nie j części respondentów ). W  n in iejszych  badaniach, o charakterze przede 
w szystkim  m etod ycznym , w ykorzystu jem y dane surow e, tzn. bez  in d y w id u ­
alnych  w ag u w zg lęd nia jący ch  rep rezen tatyw n ość poszczególnych  obserw acji 
(respondentów ) w chodzących  w  skład próby; Polasik, M arzec, Fiszeder i Górka 
(2012) użyli d anych  w ażonych.

W  Tabeli 1 p od ajem y zm ienne ob jaśniające i ich  typow e wartości, tj. średnie 
w  przypadku zm ien n ych  ciągłych i n a jczęstsze dla zm ien n ych  dychotom icz- 
nych.

W  Tabeli 2 przedstaw iam y dw uw ym iarow y rozkład em piryczny liczby płat­
ności g otów ką i kartą oraz jeg o  rozkłady brzegow e. Średnia liczba płatności 
gotów ką w ynosi 20,5 (w ariancja je s t  rów na 299), średnia liczba płatności kartą 
w ynosi 5 (przy w ariancji 45), korelację em piryczną zaś ch arakteryzu je w spół­
czy nnik  rów ny 0,008, w skazu jący  na brak  liniow ej zależności m iędzy liczbą płat-
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Tabela 1

Informacje sumaryczne o zmiennych objaśniających

Zmienna objaśniająca Średnia/ modalna

Płeć (1-mężczyzna, 0-kobieta) 0

Wiek (w latach) 40

Stan cywilny (1-żonaty lub zamężna, 0-nie) 1

Miejsce zamieszkania (1-miasto, 0 — wieś) 1

Miesięczny dochód w rodzinie (w tys. zł) 3,5

Wykształcenie (lata nauki) 12,5

Czy posiada internet (1-tak, 0-nie) 1

Źródło: opracowanie własne.

ności kartą (Y1) i gotów ką (Y2). D la obu zm ien n ych  obserw u jem y em piryczną 
w ariancję  zw iększoną w  stosunku do średniej. Ponadto m ożna zauw ażyć róż­
nice m iędzy rozkładam i brzegow ym i, tj. em piryczny rozkład  Y2 jes t przesunięty  
na praw o (na osi nośnika rozkładu) w zględem  p emp(y1), tzn. w artość m odalna 
i m ediana dla liczby transakcji gotów ką są w iększe niż dla płatności kartą. Dla 
tej ostatniej form y płatności obserw uje się dużą frakcję zer (34%), która kontra­
stu je z niskim  (około 0,007) p raw dopodobieństw em  zera, obliczonym  z rozkładu 
Poissona o w artości oczekiw anej rów nej średniej z próby (czyli 5). D la p ła tn o ­
ści gotów ką frakcja zer w ynosi około 2% , co przew yższa praw dopodobieństw o 
z rozkładu Poissona rów ne zaledw ie 10-9. W  obu przypadkach w skazu je to na 
potrzebę zastosow ania rozkładów  z nadw yżką zer.

U w zględniam y te sam e zm ienne ob jaśnia jące dla obu zm iennych  liczniko­
w ych, a zatem  (biorąc pod uw agę w yrazy w olne w  regresjach  poissonow skich) 
b i  i b 2 są kolum nam i 8-w ym iarow ym i, natom iast w ektor w szystkich param etrów  
6  jes t kolum ną 18-w ym iarow ą. Przypom nijm y, że 6  m a łączny norm alny  rozkład 
a priori o w artościach oczekiw anych 0 i jednostkow ej m acierzy kow ariancji. Próbę 
zależną z 18-w ym iarow ego rozkładu a posteriori sym ulujem y za pom ocą sekw en­
cy jn eg o  łańcucha M etropolisa i H astingsa (M -H ), tj. m etod y  z grupy M CM C  
(M arkov Chain M o n te  Carlo). W  przypadku obu m odeli (M 1: Y1t oznacza liczbę 
p łatności kartą a Y 2t —  liczbę płatności gotów ką, M 2: na odw rót) przeprow a­
dzono 500 tysięcy losow ań traktow anych jako  próba z rozkładu a posteriori. W cze­
śniej w ykonano kilka m ilionów  losow ań w stęp nych  (spalonych), bad ając m.in. 
w rażliw ość algorytm u M -H  na jeg o  pu nkty  startow e w  przestrzeni parametrów.

N a W ykresie 1 przedstaw iono zbieżność p rzy jętego  łańcucha M -H  do roz­
kładu a posteriori w  m odelu  M 1, która jes t zadaw alająca z uw agi na szybko stabili­
zu jący  się dla w szystkich param etrów  przebieg tzw. standaryzow anych  statystyk 
sum  skum ulow anych (CuSum ), tzn. średnich arytm etycznych (z poszczególnych



Tabela 2

Empiryczny łączny rozkład liczby płatności gotówką i kartą oraz jego rozkłady brzegowe

Transakcje kartą (Yj)

T
ransakcje 

gotów
ką 

(Y
2)

Pemp(yi,y2) 0 (0/5] (5; 10] (10;15] (15;20] (25;30] >30 pemp(y2) struktura

0 0 2 l i 6 2 2 1 24 2%

(0;5] 13 46 39 18 6 1 3 126 11%

(5;10] 69 114 38 16 8 3 0 248 21%

(10;15] 76 55 38 9 7 8 3 196 16%

(15;20] 57 52 27 5 4 2 1 148 12%

(20;25] 40 36 19 6 3 2 2 108 9%

(25;30] 46 20 9 7 3 0 0 85 7%

(30;35] 26 17 12 5 4 1 1 66 6%

(35;40] 21 17 7 3 1 1 5 55 5%

(40;45] 13 8 3 4 4 0 0 32 3%

(45;50] 11 9 5 4 1 1 1 32 3%

>50 37 15 3 4 4 2 5 70 6%

pemp(yi) 409 391 211 87 47 23 22 1190

struktura 34% 33% 18% 7% 4% 2% 2%

Źródło: opracowanie własne.



losow ań) standaryzow anych końcow ym i w artościam i średnich  i odchyleń stan­
dardow ych. W  przypadku drugiego m odelu  zastosow any algorytm  także okazał 
się efektyw nym  n arzędziem  n u m eryczn ym .

15

0,2

0,15

0,1

0,05

0

-0,05

-0,1

-0,15

-0,2
Liczba losowań x 10

Źródło: opracowtnie własne.

Wykres 1. Zbieżność statystyk CuSum w modelu Mj

Pieaw szą kw estią, Istóną n ależy p od d ać em piryczn ej w ery fikacji, je st w yt ó r  
j ed n ej z d w óch  aleer n key w ą y ćh  s p icyfikacji (M y M t ) m r de l u stayerty czn ć go 
typu n iP - ć E  W yrdo o rzypom nież, że p raw dop odobieństw o p posteriori m o delu M g 
jż o  k,P) w okrZa, zg od nie z w z orem  Bayesa, form uła

(M \ ) _ p (y K - ) • p{M , )

n  , y  M(y p ) - n(M i ) -+ ^(y|bó2) ‘ p (M 2 )
(26)

M o żn a przy j ą ć r e w ne e sanse r  priożi, j i,(^yi ) =  0,5, bo b rak  je s t  teoretycz­
n ych  prz żsłan ek  do faw oryzow zn ia k tóreg oś m odelu. D o porów nania w ystar­
czy w ięe coy n n ik  B ayesa, czyli iloraz brzeg ow ych gęstości w ektora obserw acji 
B F  = wiy |-AS2)/ /oWyMj); zob. O siew alski (2001), W róblew ska (2009). W yniki pre­
zen tu jem y  w  Tabeli 3.

M odel M j  jest kilkaset rzędów  wielkości lepszy od M 2 i skupia prawie całą masę 
p raw dopodobieństw a a posteriori; p raw dopodobieństw o a posteriori m odelu  M 2
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w yn o si praktycznie zero . Przew ag a m odelu M 1 w  opisie badanego zjaw iska jes t 
zdecydow an a. W  u eu pełn ie n iu pociaje m y dla obu m odeli w artości funkcji w iary­
g od n ości L  {0NW; y ) ,  zob . w z ó r  (25), dla ocen najw iększej w iarygodności, które zo­
stały w ye n nczon a w eom ach n u m ezyoznej realizacji algorytm u M -H. D la m odelu 
M i olrzym ano L  ( ! . ;  je;)=  55 235, a dla drugiej specyfikacji najw iększa w artość 
funkcji w iarygodności była niższa, bow iem  w yniosła 54 161. Z niebayesow skiego 
punktu  w idzenia w yn ik  porów nania m odeli oparty na kryterium  in form acyjnym  
(którym kolw iek) także w skazu je na adekw atność m odelu  M i (w kontekście M 2). 
W arto w spom nieć, że z uw agi na n iestand ard ow ą postać m odelu  (21)-(24) za­
stosow anie d eterm inistycznych  proced ur optym alizacji funkcji w iarygodności 
spotkało się z ogrom nym i problem am i obliczeniow ym i. N u m eryczne narzędzia 
analizy bayesow skiej okazu ją się zatem  przydatne także w  estym acji m etod ą n a j­
w iększej w iarygodności.

Tab ela 3

Brzegowe gęstości wektora obserwacji i prawdopodobieństwa a posteriori obu modeli

Model M1: Y1t liczba płatności kartą, 
Y2f — gotówką

M2: Y1t liczba płatności gotówką, 
Y2l — ]̂ £̂rł;ą

ln p {y \M  t) 55218,3 i4152,1

Logio BF - - 467

CzynniOBayesa (BF) - <4 0

pBM,) a,5 a,5

p{M i \y) «1 «0

Źródło: opracowanie własne.

Z uw agi na w yniki p orów nań  m odeli, dalsze rozw ażania natu ry  in terp reta­
cy jnej będ ą opierać się na M 1, a w yniki dla drugiego m odelu  będ ą m iały ch a­
rakter uzupełniający. W  Tabeli 4 podano w artości oczekiw ane i odchylenia stan­
dardow e a posteriori param etrów  naszej dw uw ym iarow ej regresji typu ZIP-CP 
W  M 1 w szystkie zm ienne ob jaśniające istotnie w pływ ają na liczbę płatności g o ­
tów ką, natom iast tylko posiadanie in ternetu , iw ykształcenie i dochód p ow odu ją 
znaczące zróżnicow anie liczby płatności kartą. O ceny  param etrów  i b łędy  sza­
cunku, które p od ają  Polasik, M arzec, F iszeder i G órka (2012), są bardzo zbliżone 
do bayesow skich w artości oczekiw anych i odchyleń  standardow ych a posteriori 

prezentow anych  w  tej pracy —  m im o, że w  naszych badaniach  liczba zm iennych 
objaśniających  jes t ponad  dw ukrotnie m niejsza. Brzegow y rozkład a posteriori pa­
ram etru  5  (W ykres 2) pokazuje, że redu kcja  m odelu  ZIP-CP do P-CP jes t bezza­
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sadna, gdyż praw dopodobieństw o zerow ej liczby płatności gotów ką jes t istotnie 
w iększe niż w ynikałoby to z rozkładu Poissona. W artość oczekiw ana a posteriori 

dla 5  w ynosi -1,876 przy odchyleniu  standardow ym  0,041.

Tabela 4

Wartości oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów modeli

Model M1 M2

Zmienna/parametr E(i|y) D(0|y) E(i|y) D(0|y)

pł
at

no
śc

i 
ka

rt
ą

„1" 0,909 0,098 -0,259 0,101

Płeć -0,045 0,025 0,006 0,026

Wiek -0,002 0,001 -0,007 0,001

Stan cywilny -0,047 0,029 0,056 0,031

Miejsce zamieszkania -0,007 0,028 0,077 0,030

Dochód 0,051 0,010 0,094 0,011

Wykształcenie 0,056 0,006 0,089 0,006

Internet 0,360 0,039 0,558 0,042

pł
at

no
śc

i 
go

tó
w

ką

„1" 2,826 0,049 2,803 0,048

Płeć -0,102 0,013 -0,093 0,013

Wiek 0,008 0,001 0,008 0,001

Stan cywilny -0,158 0,015 -0,152 0,014

Miejsce zamieszkania 0,145 0,015 0,133 0,015

Dochód 0,016 0,006 0,019 0,005

Wykształcenie -0,008 0,003 -0,004* 0,003

Internet -0,085 0,016 -0,066 0,016

a 0,004 0,001 0,0023 0,0007

5 -1,876 0,041 -1,638 0,053

Źródło: opracowanie własne.

Z atem  rozkład  ten  uległ znacznem u  przesunięciu  w  stosunku do rozkładu 
a priori i jed nocześn ie zm niejszyło  się jeg o  rozproszenie. D la a  charakterystyki 
te w ynoszą odpow iednio 0,004 i 0,001, w skazu jąc na istotnie dodatnią zależność 
w arunkow ej średniej liczby płatności kartą od liczby płatności gotów ką. B rze­
gow y rozkład  a posteriori param etru  a  (W ykres 3) je s t  praktycznie ograniczony 
do przedziału (0,0006; 0,0076), czyli zaw iera się w  przedziale o w ysokiej gęstości 
a priori, jed n ak że in form acje  z próby spow odow ały  uzyskanie rozkładu o zn a­
cząco m nie jszym  rozproszeniu.
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Źródło: opracowanie własne.

Wykres 2. Brzegowy rozkład a posteriori parametru a

delta

o  ac <N <N

Źródło: opracowanie własne.

Wykres 3. Brzegowy rozkład a posteriori parametru 5
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Źródło: opracowanie własne.

Wykres 4. Rozkłady a posteriori próbkowych korelacji dla wybranych obserwacji

O siew alski (2012) dow odzi, że w  m odelu  typu ZIP-CP dodatniość param e­
tru a  nie m usi oznaczać dodatniej korelacji próbkow ej zm iennych  objaśnianych 
(jak  to jes t w  m odelu  P-CP). R ozkłady a posteriori próbkow ych korelacji trzech par 
( Y1t, Y 2t) —  tych, dla k tórych  w artość oczekiw ana a posteriori w spółczynnika k o­
relacji je s t n ajm nie jsza, przeciętna w  sensie m ediany  i najw iększa —  są pokazane 
na W ykresie 4. D ow odzą one słabej, ale jed y n ie  dodatniej korelacji m iędzy licz­
bam i płatności gotów ką i kartą. Zastosow anie m odelu  bardziej adekw atnego, tj. 
typu ZIP-CP zam iast P-CP nie zm ienia (pod tym  w zględem ) w ym ow y w yników, 
które podali Polasik, M arzec, Fiszeder i G órka (2012).

5. P O D S U M O W A N IE

Z ap rop onow ane u ogólnienie m odelu  P-C P okazało się u zasadnione w  przy­
padku w stępnych  bad ań  dotyczących preferencji polskich k onsu m entów  w  w y­
borze m etod  płatności. W skazuje to na adekw atność m odeli typu ZIP-CP w  sy­
tuacjach , gdy obserw uje się nadw yżkę (bądź deflację) obserw acji zerow ych lub 
gdy dw ie zm ienne licznikow e, oddające rezultaty  decyzji konsum entów , są ze 
sobą potencjaln ie skorelow ane (u jem nie albo dodatnio). Podejście bayesow skie 
pozw oliło na estym ację param etrów  rozw ażanych m odeli bez odw oływ ania się 
do aproksym acji asym ptotycznych. Bayesowskie p orów nyw anie m ocy  w yj a-
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śniającej konku rency jnych  (n iezagnieżdżonych) m odeli form alnie potw ierdziło 
w stępne w nioski u zyskane w e w cześn ie jszych  badaniach , a dotyczące w yboru 
jed n e j z dw óch a lternatyw nych  specyfikacji statystycznych w  kontekście zaob­
serw ow anych  danych.

In teresu jącym  kierunkiem  dalszych bad ań  je s t  zastosow anie dw uparam etro- 
w ej rodziny rozkładów  Poissona (generalized Poisson distribution; zob. C onsul i Jain 
(1973), Fam oye i Singh (2006)) dla brzegow ego rozkładu zm iennej Y j bądź także 
dla rozkładu w arunkow ego drugiej zm iennej.
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ABSTRACT

We check the empirical importance of some generalisations of the conditional distribution in 
M-GARCH case. A copula M-GARCH model with coordinate free conditional distribution is con­
sidered, as a continuation of research concerning specification of the conditional distribution in 
multivariate volatility models, see Pipień (2007, 2010). The main advantage of the proposed family 
of probability distributions is that the coordinate axes, along which heavy tails and symmetry can 
be modelled, are subject to statistical inference. Along a set of specified coordinates both, linear 
and nonlinear dependence can be expressed in a decomposed form.

In the empirical part of the paper we considered a problem of modelling the dynamics of the 
returns on the spot and future quotations of the WIG20 index from the Warsaw Stock Exchange. 
On the basis of the posterior odds ratio we checked the data support of considered generalisation, 
comparing it with BEKK model with the conditional distribution simply constructed as a product 
of the univariate skewed components. Our example clearly showed the empirical importance of 
the proposed class of the coordinate free conditional distributions.

STR ESZC ZEN IE

M. Pipień. Wielowymiarowe modele Copula M-GARCH o rozkładach niezmienniczych na transformacje 
ortogonalne — bayesowska analiza dla notowań spot i futures indeksu WIG20. Folia Oeconomica Craco- 
viensia 2012, 53: 21-40.

W artykule przedstawiono uogólnienie rozkładu warunkowego w wielowymiarowym modelu 
typu GARCH, oraz poddano empirycznej weryfikacji skonstruowany model. Praca stanowi kon­
tynuację badań prowadzonych przez Pipienia (2007, 2010) nad właściwą specyfikacją rozkładów 
warunkowych wektora stóp zmian instrumentów finansowych. Zasadniczym elementem okre­
ślającym giętkość rozważanej klasy wielowymiarowych rozkładów jest możliwość zmiany układu 
współrzędnych, i -  tym samym — kierunków w przestrzeni obserwacji, według których grube 
ogony i asymetria rozkładu mogą występować empirycznie. Zgodnie z przyjętą orientacją w prze­
strzeni obserwacji, możliwe jest modelowanie zależności pomiędzy elementami wektora losowego, 
zarówno o charakterze liniowym (stosowana transformacja liniowa) jak i nieliniowym (funkcja po­
wiązań, copula).
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W części empirycznej przedstawiamy wyniki modelowania dynamicznych zależności pomiędzy 
zwrotami z notowania spot i futures indeksu WIG20. Uzyskane rezultaty wskazują na zasadność 
proponowanego uogólnienia stosowanego w modelu BEKK. Model z proponowanym typem roz­
kładu warunkowego uzyskuje silne potwierdzenie empiryczne, mierzone ilorazem szans a poste­
riori i wartością brzegowej gęstości wektora obserwacji.

KEY WORDS — SŁOWA KLUCZOWE 

Bayes factors, multivariate GARCH models, coordinate free distributions, Householder matrices 

czynnik Bayesa, wielowymiarowe modele GARCH, macierze Householdera

1. IN T R O D U C T IO N

M ost of contributions involved w ith  m ultivariate GARCH (M -GA RCH ) m odels 
—  for a survey see Bauw ens, L au rent and R om bou ts (2006) —  rely  on the as­
sum ption  of the conditional G aussian distribution. In  spite of the fact that the 
M -G A R C H  m odels are applied in  m od elling  and pred icting  tem poral d ep end ­
ence in  the second -ord er m om ents, som e other properties of the conditional dis­
tribution, like for exam ple fat tails and skew ness, are also very  im portant. This 
result w as confirm ed by  Bayesian com parison of G ARCH -type m odels w ith  nor­
m al and Stud ent-i conditional distributions p resented  by O siew alski and Pipień 
(2004). In  term s of the m odel data support, m easured by  posterior odds ratio and 
posterior probabilities, th ey  clearly show ed  that conditional norm ality  is com ­
pletely unrealistic in  m odelling  financial tim e series. H ence, long  jo u rn ey  beyond 
norm ality  is necessary  —  see G enton  (2004) —  for better u nd erstand ing  the de­
p en den ce structure betw een  related  tim e series in  general, and betw een  financial 
re tu rns particularly.

In  the presence of em pirical analyses decisively re jectin g  conditional norm al 
distribution, a few  studies con cen trated  on the application of the conditional 
distributions that allow both  for heavy  tails and asym m etry  w ith in  M -G A RCH  
m odels. Som e developm ents on this subject present Bauw ens and L aurent (2005). 
M odern  propositions of m odelling volatility and conditional dependence betw een 
financial retu rns try to resolve the problem  by  com plicating  stochastic structure 
of the m odel rather, than  generalising  explicitly conditional distribution. R ecently  
O siew alski and Pajor (2009, 2010) propose M SF-BEK K  m odel, as an exam ple of 
the process attributed w ith  both , the flexibility of the Stochastic Volatility family 
of m odels, and parsim ony of param eterisation of sim ple M -G A RCH  covariance 
structures. Som e other, m ore com plicated m ultifactor processes has b een  recently  
proposed  by O siew alski and O siew alski (2011, 2012). Those hybrid  processes 
can  ou tperform  pure M -G A R C H  specification, even  in  the case of conditional 
norm ality. As an alternative to approach  investigated  by  O siew alski and Pajor 
(2009, 2010) one m ay consider an explicit generalisation  of the conditional 
distribution, also lead ing to m ore em pirically im p ortant specifications.
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In  m odelling  volatility and dynam ic d ep endence of retu rns of d ifferent finan­
cial assets, a linear depend ence is econom ically  in terpretable and popular. Stand­
ard em pirical exercises in  financial econom etrics, like controlling  and  pricing 
risks, optim al portfolio allocation, analysing volatility transm ission m echanism  or 
contagion  and building hedging  strategies, rely  on solutions that are strictly con­
nected  w ith  m easures of stochastic d ep end ence of the linear nature. H ow ever 
last decade have seen  particularly strong attention in  m odelling depend ence in a 
nonlinear setting. O n e of the im portant topic of financial econom etrics that m ade 
substantial progress during last decade, relates to m aking in ference about m eas­
ures of stochastic depend ence that are alternatives to the conditional correlation.

It seem s that both , definition of a nonstand ard  distribution of observables, 
and a m ore detailed analysis of depend ence are crucial in  proper m odelling of 
financial returns. O n e of the approaches that m ay resolve to som e extent bo th  is­
sues involves copula functions. The approach w as in tensively  developed by Pat­
ton  (2001, 2009), Jond eau  and R ockinger (2006) and, in  the case of Polish financial 
m arket, by  D om an (2008), D om an and D om an (2009), Jaw orski and Pitera (2012) 
and  others. Vast em pirical literature clearly indicate that volatility m odels built 
w ith in  fram ew ork  of copula functions contribute substantially to standard  em ­
pirical issues in  financial econom etrics stated above; see Em brechts, M cN eil and 
Straum ann (2002), Bradley and Taqqu (2004), Rodriguez (2007), C havez-D em oulin  
and Em brechts (2010), Balkem a, N olde, Em brechts (2012).

The m ain  goal of this paper is to ch eck  the em pirical im portance of som e 
generalisations of the conditional distribution in  M -G A R C H  case. We generalise 
the M -G A RCH  m odel proposed and em pirically analysed by P ipien (2006, 2007) 
w ho applied a novel class of probability  distributions, w hich  is coordinate free 
in  the sense form ulated  by  Fang, Kotz and N g  (1990). P ip ien (2010) considered 
a m ultivariate d istribution w ith  in d e p en d e n t com p on en ts, w ith  skew ness 
im p osed  accord ing  to th e  in verse  probability  in tegral tran sform ation s, 
d iscussed in  details by Ferreira and Steel (2006) and  P ipien  (2006). In  the next 
step, orthogonal transform ation  w as incorporated  in  order to assure that fat 
tails and  also possible skew ness can  be im posed along a set of coordinate axes. 
Consequently, the construct postu lated  the existence of a set of coordinate axes, 
along w hich  the univariate com p onents are in d ep en d ent and  the densities of the 
m arginal distributions are k now n  analytically. N ow  w e additionally consider a 
generalisation, by  im posing copula function  that captures possible d ep endence 
of nonlinear nature betw een  elem ents of the ran d o m  vector. The m ain  advantage 
of the proposed fam ily of probability distributions is that the coordinate axes are 
su b ject to statistical in ference and can  be very  d ifferent from  the ones defined by 
canonical basis. A long a set of coordinates, su pported  by  the data, both , linear 
and nonlinear depend ence can  be m odelled.

In  the em pirical part of the pap er w e consider the bivariate series of the 
re tu rn s on the spot and  futures qu otations of the W IG 20 index (W IG 20 and
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FW IG2 0 i nstru m en ts) cov erin g  t h e p erio d from  21 .12.1992 n l l c 7.02 .2c(08̂ / t = 2053 

observatio n s . In  m c d̂̂ l̂̂l ]̂̂ j5 ^ ^ ^ o i îi Itioi2 ^1 d ec î î^di ĉ̂ c e 2 Ĉ t h e c om p c n i n .r  r= 
tii e b ivariate tim e series w e consider Copula-BEK K (1,1) m odel w ith coordinate 
free con dition a l divltrib e tion ac c i r d in g t o  1̂e i ! (̂ ^t (;ul^ (̂^̂  ê f: th e c on stru c t . iloe 
a com parison w e also consider som e restricted cases, leading to the m u ch  sim pler 
conditional distribution. We apply form al approach to test explanatory pow er of 
a set of com p eting  specifications, based  on  the posterior odds ratio, and discuss 
superiority  and  possible practical u sefulness of the considered  coordinate free 
ce n dition e l diclribu Oo n .A dditio n allo tn e p o s lor i o r in f eeen ee abou t coovCin ato 
vnncis elso p reoen ted.

2 . A  C LA S C O F  tt<i <̂0̂ ]t^DtN IOr e  F R EE C O N D i T i O N A L D I S T R tB U T IO N S

T h e m oi n g o al of t h i s ch aptar i r t o p resen t a fam ily o f  m u ie v ariate skew ed 
distributions and apply it in  the m ultivariate GARCH setting. The basic notion 
eon sid ered  a eoe f e t . !  n m f ie d 2 eple le n ta0 on of tf ie u m e ariate skcw n eos t i ial: 
a p ^ e s i n n ero i peubaHUty in to0Re l Hanel o rm a tio n ,=ro p 9 i ev m iv 2iiy b y F e eтoir e 
and Steel (2006). We follow  the setting  p resented  in  the univariate case by Pipień 
(2006, 2007) and by P ipień (2010) in  m ultivariate case. The skew ed version  of 
originally sym m etric and u nim odal density  /(.| 0) (w ith cum ulative distribution 
function  F(.| 0)) can  be defined as follows:

s (x  | 0 ,")=fx|  &)"p(F(x\ 0) |" ) ,  Otr x # R ,  (1)

w here p(.| h) denotes the density of the distribution defined on the unit interval. 
The asym m etric distribution s(.| 0 ,h ) is obtained by application of the density 
p(.| h) as a w eighting  function  of the density  /(.| 0). The case, w h en  p(.| h) =  1, 
restores sym m etry. A ny fam ily of densities p(.|h), for h £ H, defined over unit 
interval, is called skew ness m echanism . For a review  of skew ing m echanism s 
th at incorporate h id d en  tru n cation  m echanism , som e ap p roaches based  on 
the inverse scale factors, order statistics concept, Beta or Bernstein  distribution 
tran sform ation  or a constructive m eth od  see P ip ień  (2006). T he em pirical 
im portance of the conditional skew ness in  m odelling  the re lationship  betw een  
risk  and retu rn  w as also studied  in  the univariate case by  P ipień (2007). Som e 
recen t developm ents confirm  results p resented  by  Pipień (2007) th at it is possible 
to restore the re lationship , m en tio n ed  above, once a h ig h ly  n on stan d ard  
stochastic process is considered  in volatility m odelling; see for exam ple M arkov 
sw itching-in-m ean Stochastic Volatility m odel, proposed by  Kw iatkow ski (2010).

N ow  let consider m -dim ensional rand om  vector £  =  (£ 1,...,£m) '  and let denote 
by  /i(.|$i),..., /m(|$m) a set of u nim odal (w ith m ode at zero) univariate densities, 
param eterised  by  vectors 0 1,...,0m respectively. In  the first step, for i =  1,...,m, we
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im p ose skew n ess m ech an ism s p,-(. | a r) on  d ensities ( . .  10 r) . N d e  th at in  g en er al 
the con stru ct does n ot reqdire im posing; the sam f type ccf t k ewness m ef h naiem 
for eac h z' = l , ; . . ,s j . Foe nim p li i i t y, in  th s ym g isicel p  art o t tg y  pap ess w s conscder 
t i ie casa, w h ase tSie oam t  eUew e eer m ech an ism  is con sideeed foc eacti oS th e 
eoornen r tot. Poseib le di b er t n t asym m etcy e ffcc t s w iti j t̂ s u it Urona dotfsren i  v tlo e s
2 .  ( aram sters gb S f e  sscu(ridd d sn sity e,t . | <t;re it tekes tqyfasees p rr s s n Sab io  
e q uation (10:

s , ( x \6l,nd=fI(x \6l)-p l(F l(x \ei)  In ), foox # R  aoS 7=1,;;;,e ,

w here F,(. | 0,) d enotes cum ulative distribution function. Initially, for the random  
v ector e  =  (Sec..si:s n ' WS Iie^fittt2 ti e dteSdibution  edith iinidt̂ fj^sfceer^e tlist ŝnesêerlc 
com g e n eots:

m

PCo\ ° n ) =  E k  (e, \ 0 t , !  c) , (2)
i=l

w here c = (e a\ ...rv ) \  r i = ( m  r . . h my .
Pip ien  (2010) show s exam ples of distributions in  bivariate cases ind icating  

th at possible outliers and asym m etry  can  be cap tu red  by  distribution (2) only 
if those featu res of the data will occur along original coord inats axes, defined 
by  canonical basis in  R m. Also, any fam ily of distributions (2) is no t closed w ith  
respect to the orthogonal transform ations of the com ponents. H ence, in  order to 
im prove flexibility of our class of distributions, a special m echanism  th at w ould 
m ake the coordinate axes v ary ing  is incorporated  according to the idea proposed 
b y per r e ir a a n y  pte e l (2006). We p roericle it o n  th e b es^ o f t hie ftn o w in g hneac 
(uffine) frans. orm ^ o u of tn e r a n q om  vector f :

n =  A  £  + n  (3

fot  e n o n sin gu lar m vtci x 2^,,1,,,,] c n y  ksention  v ector /^mxb e 2 e . T ine d ensi.ty ttj  ty s 
distribution  o f t i f e ean dom  v re tor y i g definen by the follow ing form ula:

m

p 0 1 c , o d aA)n  I ( te t^  )"11 F I  s(y  - /n)' A.1 ^,,/),)a (4)
i=1

w here A f 1 d enotes the i-th co lu m n of A -1. If the densities f,(. 10,) are unim odal, 
w ith m ode at zero, th en  the distribution the vector of y  in  (4) is unim odal, with 
m ode defined by  n  and skew ing m echanism s p,(.| h ) . Transform ation m atrix A  

in trod uces the d ep end ence b etw een  com p on en ts of y, w hile h determ ines the 
skew ness of the in d ep en d ent com p onents of £. A ssuring the variability of the p a­
ram eters, equation (4) generates a flexible class of m ultivariate distributions that 
is closed u nd er orthogonal transform ations. H ence, the constru ct (4) is coord i­
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nate free, in  the sense defined in  Fang, Kotz and N g  (1990). In  our approach we 
do n ot restrict the distribution to the case that A  is a square root of the sym m et­
ric and  positive defin ite covarianc e m atrix. Consequ ently, p rartical ajcp ticat i o n c f  
specific f armlies of m ultivariate disM tm tinn s ^ oequires in terpreting  the effect 
of the transform ation m atrix A. W ith no loss of generality  let assum e in  (3) that

n  0 [mxl]*

n =  Gf' a -

A ccording to the th eorem  presen ted  in  G olub and  Van L o s n  (1993) any 
n on sin gula e m aM n A ^ ^ jn o n b e w ritts n  as the product of m xm  orthogonal m atrix 
O m and  u pper triangular m atrix U[mxm] w ith  positive diagonal elem ents:

A n  o w e ,

an d sucWe decom pot itian asp lled th e Q n ds com position) is unique. N ow  the re­
sults of the transform ation m atrix A  can  be considered  in  tw o steps:

y  =  =  '£  = (O mlU ' £  = U ° m £ . (5)

In iti ally th t  oa n Cam  v ac)or £  i n t 5 t i s suble ct to t f a  aotatcom (=<^ f̂Oq =  l ) oc 
ic t̂o î v̂a s ôn (it ds tO a = - l (. T h s n  th e v e c to c £  =  Om' £ i t  tĉ n̂Ê i OTa^^d^ci^ĉ i^̂ ii r̂e 
to t t a  conarian ce-tdp s i in c a r f r on=tcrm a ticn. T h e dicoribntcon of th o vector f  
postulates that there exist a set of coordinate axes, along w hich  the com p onents 
of p are in d ep en d en t and the densities of the m arginal distributions are know n 
analytieally  n he m om  diffaren o o b atw een  diefrtou ^ n  n ^^i^<f. ^  i o thiaM h o se  
co ard in ata c^̂ eo (^^n vary  from f l i a axes n oti n e d b n canoni=oi c nsis i n . R ^ ' I h e  
î nt a b u tion  o- y is t h e n  o^ta^n ea  by  im o osino  scal e mannfosm acCon o n t:he 
distriP otion  d  £,, becau ce m atrio o can e e in ferprere d a a the q holesby cquarr  rnnt 
o tbhe syw metoic e n a  n osiCaoe d onm te m a =tix d e fin in g  covariance structure.

A p aramafrip t am p hng m o dei c n q t t q c orporntss dlpfrinu tion s Oecc r ib e d b y  
anu adun ( У ) rs qniner u n ioue p arcm a ta o sc tic n o f tna l aw Uy a t om
th og onal m atn cc s Om an  t m̂.A ^ c  com t  restrietia n s n ave tp n a im u oss d , in o c dsn 
t e a s s nne inontificatien . T h r e n c -to -q n e par am eoerisatiun w a s  o ĉ^vid^cCby Stew r 
sad iІ.aoai a s d  Uorseira nno PCeel an np pUcali o n o t t= e H o u seh oCdes
m atrices decom position. L et denote V =  (V1,...,Vm) '  e R m, the m -dim pn sion al col­
u m n  vector. The H ou sehold er m atrix H (V)  (H ouseholder reflection  or H ou se­
holder transform ation) is defined as follows:

2
H (v ) = I   vv ' .

m v v

G olub and Van Loan  (1983) show  som e useful properties of H(V). Firstly, for each 
V s R m H(V) is orthogonal, and secondly  H(V) =  H (-V) =  H (a V), for any scalar a ^ 0. 
From  the second property  if we restrict the vector V to the unit half sphere in  R m
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(denoted  by  H Sm-1) w e will keep the coverage of the w hole fam ily of H ou seholder 
m atrice s .P a ra m e terisation  of th e u n it h alf s p h ere i s easily obtained  t f w e w rite 
dow n the vector V~ =  (V1r..,Vm) '  e H S m-1 in  polar coordinates:

j m-1
ai=rin(a»i), aj= rm (o j) !  cos(rns) ,  for j< m , am= n  cos( ms) ,  (6)

s=1 s=l

w here

( % / 2, % /2) i f  m = 2 

(0,%/2) x ( %/2, %/2)m-3 x (%,%) i f  m > 2.

Now, for any [mxm] orthogonal m atrix O m w ith  detO m =  - l m+1, there exist unique 
decom position:

Om =  H (~ m)-... H (~ 2), (7)

to m -1 H ou seholder reflections H ( ~ )  defined by vectors ~ [ mx1] of the form:

~ j  (om-j, V~j) , j  2,...,m,

for m -j  d im ensional vector of zeros, om-j =  (0,...,0)' if j< m  and for an em pty vector 
for j  =  m. The vectors V ~ je H S j-1 are param eterised  in  term s of the polar coordina­
tes applied in  (6). The in teresting  case is m  =  2, w here the class of H ouseholder 
reflections provide param etric fam ily of orthogonal m atrices of d im ension [2x2] 
w ith identification restrictions im posed; see Stew ard (1980), G olub and Van Loan 
(1983).

3. A N O T H E R  S T E P  —  IN T R O D U C IN G  C O P U L A  F U N C T IO N S

D istribution of y, defined by the density (4), w here A  =  O mU, w ith orthogonal m a­
trix O m, param eterised  according to decom position (7), is  obtained on the basis of 
the linear transform ation of a rand om  vector £  w ith  the density (2). C onsequen­
tly, only linear depend ence betw een  rand om  variables, rep resenting  coordinates, 
can  be m odelled. Possible changes in  coordinates that m ay be su bject to statistical 
in feren ce, enriched flexibility of the family, how ever the nature of depend ence of 
elem ents of the vector y  m ay still be linear. In  order to m odel a m ore com plicated 
d ep end ence structure in  vector y  w e follow  the approach that involves copula 
functions.

L et consider a bivariate rand om  variable z  =  (z1,z2) ' ,  w ith  cum ulative density 
function  (cdf) F and density function  f, and w ith  f i and Fi the density and cd f  of 
the m arginal distribution of Zi respectively  (i =  1,2). A ccording to Sklar (1959), 
there exists a function  C:[0,1]2 ^  [0,1], w ith  the follow ing properties:
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1. C(uyu2)  is increasing in  u 1 and u2

2. C(0,u2) =  C (u1,0) =  0, C(1,u2) =  u2, C(u1,1) =  u1
3. For each (u1,u1',u 2,u2' )  e  [0,1]4, such u1< u 1' and u2< u 2' :

C(u1',u 2')-C (u 1',u 2)-C(u1,u2' )  + C(u1,u2)>0,

such:

F(Z1,Z2) =  C (F1(Z1), F2(Z2)).

The density of the jo in t distribution of z (if exist) is defined as follows:

f(z1,z2) =  f 1(z1) f 2(z2) cd (F1(z1^ F2(z2))/

w here:

cd( « i , “ 2 )  =  ^ —  ( « i , « 2 ) -
duldu2

Function C is called copula, and restores d ependence reflected in  the jo in t distri­
bu tion  F, w h en  m arginal distributions F1 and F2 are considered. Function  cd(•,•) 
is called the density  of the copula C. In  the case w ith  C(u1,u2) =  u1u2, w e have 
F(z1,z2) =  F 1(z1)F2 (z2), Cd(u1,u2) =  1 and f(z 1,z2) =  f 1 (z 1 ) f j(z 2), h en ce C(u1,u2) =  u1u2 

defines stochastic in d ep end ence betw een  z1 and z2. For detailed theory  of copula 
functions and of the concep t of m easuring  stochastic d ependence w ith in  copula 
fram ew ork  see Joe (1997) and N elsen (2006).

Now, in  the bivariate case (m =  2), w e generalise our distribution of y, defined 
by  the density  (4), by  incorp orating  copula function  in  the distribution of the 
rand om  vector f .  We consider a rand om  vector y  of the form:

y  =  U 'O m 'z ,  (8)

w ith u pper triangular m atrix U  and the orthogonal m atrix O m defined by (7) and 
the bivariate rand om  variable z  w ith  the follow ing density:

p(z  | e ,h ,9 cop) =  S1(z1 | 01,h1) S2 (z2 | 02,h2) Cd(S1 (2 1 ), S2(z2)| 6 cop), (9)

for the density cd of a particular copula function  param eterised  by  the vector Qcop, 

and skew ed univariate densities s{, considered  initially in  (2). In  (9) by  S1 and S2 
w e denote cdf functions of those skew ed univariate distributions. In trodu cing co ­
pula function  in  the distribution of y , according to (9), provides another source of 
possible stochastic d ep endence in  the rand om  vector y , no t involved  w ith  linear 
transform ation w ith m atrix A , considered  initially. The case w ith  C (u 1,u2) =  u 1u2 
(or equivalently  cd (u1,u2) =  1) restores in d ep en d ence in  the vector z, and hence
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the distribution is defin ed  ju st li ke fo r £  in  (2 ). In th i s c a s e on ly a ^̂ nêa r i i ef ê̂ i -̂ 
ĉ en ĉ e l îe T̂a î^^nc ĉ ord^nates o f y cod be m odelled.

4. T H E S E T  O F C O M P E T IN G  S P E C IF IC A T IO N S

By yy w e dan oCe the t ^ o-dim ensiondi v ee^ r̂ of logr rithm is r etu rn s at tim e t' , S e . 

y  = (yw,h r) C, v\̂ her^ cy, =  100ln(xji/xj_= .  a n n O n d en oee s Sh e v alue ĉ tztl r̂ i fina^di^l 
in atru m en t at tim e /. I n xrdc / to m o n y le y n n ibon cCdyp c n S o R y eb s tw een  c^m ^ĉ - 
n en ts s f j s w e assum e the follow ing structure:

h  =  ' =1 )  = 1, • ..,ti (210

w h ehe y/j_e = e ...,1/xe1yo ) d en ote/ rhe In form ation  set e t t im e a. R s n d o m b criablh2 

zl■=ia7■i ,Zl2a feПyw t h y disly 2 utioc  drOn c S i n I9Cl w here com pon ei e s ^̂ -̂̂ îeer  ̂
tn e r d e w ed ^ s ŝ̂ eans o f f ice ê^nC^rdi^f^cr Sfu d r n1l:-  ̂derLscn erm it h ldmO e r ĝ î î i i of 
freedom  param eter (hence Q, =  o,), and skew ness param eters hi- M atrix H(y~) in  
(10) is a H ou seholder reflection defined by:

V V ' 
H  " )  = I m 2 - — ) 

V 'V!  !

w here y~ =  (s in ~ 1,c o s ~ 1), and ~ 1e(-r/ 2 ; r/2). Sym m etric and positive definite 
m atrix H j( f i} j_ i )  follow s BEKK(1,1) specification:

H j(b ,} j- i )  =  A + B  • y - j '  B '+ C -  H - i ( b , } - 2 )  • C ',  

and b  groups all required  param eters, nam ely

b  =  (a11,a12,a22,bn ,b12,b21,b22,cn ,c12,c21,c22,) '

R ew riting  (10) in  the follow ing form:

y- =  W i  z -, -  =  1,...,t,

w here W- =  H(y~) H-05( b , } j -1), ju st like in  (8), w e can  form ulate the conditional 
distribution of y- (w ith respect to } - -1) as a result of linear transform ation of dis­
tribution of z-, w ith transform ation m atrix W-:

P I }--1,O l,02,hl,h2,~1,b, M i) =

=  |detW- I -1Si(y-' W-1-(1) I Oi,hl) S2 (y-' W-1-(2) 102,h2) cd( S i ( y f  W-1-(i)),S2 (y-' W-1-(2))| Qcop),

w here W ^-o  d enotes i-th colum n of W-"1, and si(. | 0 , ,h )  are skew ed Student-t d en­
sities:
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si(z I ° ih i )  =  f st(z \0,1,°i>P(FSt(z  l0,1,° i ) l hi), Z^ R ,

w ith  the density  and cdf of the standardised  Stu d ent-t distribution w ith  zero 
m od e, u nit precision  a n d degr ees of freed om  p aram e ter l# > 0  d enoted  by 
/o(. 10 , 1 , 0  an d Fst( . | 0 , l ,Vf) resp ectid'd y

We considered  five d ifferent single p aram eter copula functions, nam ely  
G aussian, C layton, Frank, P lackett and G um bel, tog eth er w ith  the case of no 
cop u l a fu n ction. Th is g c v es u s s ix c o m p etic g  sam p l in g m odels eollected i n the 
s êtedefiote^ b jt F̂ s. t ê e o n e ]̂̂ftt (̂i e ĉ em  of c o p u la s an O )ts deosiiies c a n b e foim d in 
J i ê̂  01C9S) ĉ nO N êl i o ^^^^d) . OTlce c^i; of copula funcCon cp ph^ce ^n^^tj ^ mg îr^̂ l̂ 
p ast od t h e p a p nr i e rnstg a ied to onfy t o ih e eases w d cse ooly  a l ieig le p a fam s iee 
ie iS t0e d êscrines cSer)ee îiê ir te^it l ĥs j ŝ̂ i^ddm dtr̂ (̂ 1tes. t ôo^^otÔ ê i ^̂ p i l̂  ̂ Ou n rd  on t  
ateriboced w ith  ricS ê̂ rrJnri^mete î^̂ ^̂ l^^n  can b e  found i n Cnei(a99O0

Tle te s^mp lin g  m e d ei ic detcoesee^̂ d̂ b e  Sh s fo llow in g  p rod u ct of the 
c ĉ e d̂i^^ist t̂i d^o î̂ Siê s:

t+k

p S y ,y f \v r ,v o ,e r ,e o ,m rA M r) r  n  P Syj\-j-r ,vr ,vo ,e r ,eo ,w r ,$ ,M r),  (11)

w h ere  y  =  (y1,...,yt) d en o tes  the m atrix  of observed  daily re tu rn s, w hile 
y f  =  (yt+i,...,yt+k) groups forecasted  observables. In  order to com p lete Bayesian 
m odels, the prior distributions of all param eters m ust be stated. For the vector b  
w e adopted prior used in  O siew alski and P ipien (2004), for skew ness param eters 
hi and degrees of freedom  param eters Vi w e applied prior distribution studied by 
P ipien (2007). Since the orthogonal com p on en t H(V~) in  (10) is param eterised  by 
a single param eter ~ 1e(-r/ 2; r/2), w e assum ed for sim plicity uniform  prior over 
the w hole interval. Less trivial probability distributions, w ith  som e interesting  to ­
pological properties, adopted  for a subset of the orthogonal m atrices, w ere p ro ­
posed by  Stew ard (1980).

All prior densities, except the one im p osed  on  the param eter ~ 1e(-r/ 2; 
r/2), w ere investigated  previously  in  our papers. As it w as clearly sh ow n  by 
O siew alski and P ip ien  (2004) and  P ipien (2007) the prior in form ation  included 
in  the Bayesian m odels is  very  w eak, as the prior distributions of param eters are 
very  diffuse. For param eters in  copula functions w e im posed  norm al distributions 
truncated  to the appropriate dom ain, w ith  the prior m ode at the poin t assuring 
independence. Consequently, w e do n ot specify any type of dependence betw een 
coordinates and im posed appropriately  diffused distributions. Consequently, the 
conclusions draw n from  the em pirical analysis does n ot seem  to be biased by the 
prior know ledge, w hich is vague and n o t precisely stated in  our case.

The m ain  goal of the em pirical part of the paper is  to discuss the im portance 
of orthogonal co m p on en t H(V~) and  its form  w ith  respect to the type of the 
copula function  inclu d ed  in  the sam pling m odel. As an  alternative to m odels
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in  class H 1 w e also considered  Copula-BEK K (1,1) specifications w ritten  in  the 
follow ing way:

yj =  H /5( b ,} - 1 ) 'z j ,  j= 1 ,.. . , t ,  (12)

w ith  no orthogonal m echanism , ch an g in g  coordinates, included. The assum p­
tions con cern in g  zj and H j ( b , } j -1) are rem ained  unchanged . In  particular the 
distribution of zj m ay involve five d ifferent form  of copula function  and also m ay 
n o t involve copula. This gives us additional set of six com p eting  specifications, 
denoted  by  H 0. The m odel 0 can  be in terp reted  as a special case of (10), obtained 
by  im p osing  zero restriction on H ou seholder vector V~ =  (0 ,0 ) ',  lead ing to the 
case, w here H(V~) =  I2.

5. E M P IR IC A L  A N A LY SIS

In  the em pirical part of the pap er w e analyse bivariate tim e series of the logarith­
m ic re tu rns of the spot and futures quotations of the W IG 20 index, covering the 
period  from  21.12.1999 till 27.02.2008; t= 2 0 5 3  observations. The dataset, depicted 
on  Figure 1, together w ith  som e descriptive statistics, exem plifies rather com pli­
cated nature of the dependence betw een  both  univariate time series. The possible 
depend ence is clearly d eterm ined  by the coincidence of outliers, m aking  the em ­
pirical distribution considerably m ore dispersed along first and second  quarter of 
the C artesian product, as com pared w ith  relative stronger concentration  of daily 
re tu rns of spot and futures quotations w ith  d ifferent sing  at the sam e day. The 
m odelled time series covers rather long  h istory of spot and futures trading on the 
W arsaw  Stock  Exchange. But, w e cut the dataset at the end  of the February 2008 
in  order to com pare our results of m odel com p arison  w ith  those p resented  in 
a m u ch  sim pler m odel setting  by P ipien (2010).

A nother reason  to focus on the considered  tim e series is th at possible 
em pirical im portance of copula function  in  sam pling  m odel received  so far 
atten tion  only  during the financial crisis. There is vast literature suggesting  
th at during last global financial crisis, the depend ence b etw een  financial time 
series becom e very  com plicated and nonstandard . H ence, m any authors clearly 
ind icated  that copula functions are a prom ising  tool in  m od elling  tim e series 
during crises and m arket crashes; see Bradley and Taqqu (2004), Rodriguez (2007), 
Patton (2009). H ow ever, there is a little evidence in  favour of the existence of 
nonlinear depend ence prior to the latest financial crisis.Consequently, w e did not 
updated  our dataset and focus on the pre-crisis period. The em pirical im portance 
of copula construct in  the sam pling m odel p resented  in  this paper will be m u ch 
greater, if the data support will be obtained on the basis of the time series that 
ends before global financial crisis.
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Table 1 presen ts th e r e s u lts o f m od e l com pariso n .W e consid e r e d l 2  com p et­
in g  specifications, im posing 5 d ifferent copula functions (N orm al, C layton, Frank, 
Plackett and Gum bel) and  no copula function. In  all cases respectively, w e con­
sidered existence of orthogonal transform ation  against conditional distribution 
w ith m arginal densities for both  series defined as sim ply skew ed Student-t dis- 
fributioe  . she denote by H j t h e s iA s r t oUm o i f e l s w t h o sfoo gon a l l r e n sfer m a f o n 
in d u ded ,w lg le by H0 a class of C opula-BEK K  m odels w ith  no free coordinates 
in  the conditional distribution. In  Table 1 we pu t decim al logarithm s of the mar-

Descriptive statistics

WIG20 FWIG20

Mean 0.0215 0.0284

Std.
Dev. 1.557 1.579

Skew 0.1612 0.1149

Kurt 4.5503 4.8788

Max 7.3724 9.8815

Min -6.3286 -7.7057

Correlation 0.3738

Figure 1. The plot of the daily returns on WIG20 (vertical coordinate) and on FWIG20 (horizontal 
coordinate) from 21.12.1999 till 27.02.2008; t=2053 observations.

Table 1

Decimal logarithms of the marginal data density values in all competing specifications, 
and of the Bayes factor in favour of the existence of orthogonal component in model

Copula function 
applied in sampling 

model

Orthogonal 
component included 

(Hi)

No orthogonal 
component 

(H0)

Bayes factor in favour 
of model from H1 

against model from H0
No Copula -2974.9263 -2977.5126 2.5863

Normal -2971.2150 -2976.2267 5.0117

Clayton -2972.2007 -2977.7896 5.5889

Frank -2970.3253 -2973.0979 1.7726

Plackett -2966.0346 -2968.1112 2.0766

Gumbel -2973.3153 -2975.0409 4.1973
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ginal data density  values in  case of all m odels, and  also decim al logarithm s of 
Bayes factors in  favour of the existence of orthogonal com p onent. The results 
clearly indicate the em pirical im portance of copula functions in  sam pling model. 
The m odel w ithou t the construct receives a little data support in  both  subsets H 1 
and H0 invariantly  w ith in  H 1 and H0 subset. The greatest data su pport both , in 
case of H 1 and H 0, receives m odel w ith  Plackett copula incorporated  in sam pling 
function.

A nother in teresting  issue con cern in g  m odel com p arison  is that orthogonal 
co m p on en t alw ays im proves the explanatory  p ow er of m odels. In  case of no 
copula sam pling  m odels, and also for all copula functions, decim al logarithm  
of the Bayes factor against pure C opula-BEK K  specification is greater than  one, 
ind icating  in  m ost cases the decisive support of this com p on en t in  the sam pling 
m odel. This result seem s to be invariant w ith  respect to all rem ained  parts of the 
sam pling m odel, and w as suggested  previously by P ipien (2010). Table 2 presents 
the results of posterior in ference about tail param eters in  all m odels. We focus on 
posterior m ean  and standard  deviations of the degrees of freedom  param eters of 
the conditional distributions of univariate series. W ithin  subsets of m odels H 1 and 
H 0, the in ference about the tails of the conditional distribution is relatively the 
sam e. In  case of m odels, w here orthogonal com p on en t excluded in  the sam pling 
m odel, posterior m eans of param eters V1 and  V2 indicate th at the conditional 
d istribution is n o t of G aussian type, how ever the posterior uncertainty, as 
m easured  by  the posterior standard  deviation, does n o t preclude strongly

Table 2

Posterior inference about tails of the conditional distribution in all competing specifications

Copula function 
applied in sampling 

model

Orthogonal component included 
(subclass of models H1)

No orthogonal component 
(subclass of models H0)

No Copula V1 5.64 (1.03) 
V2 18.93 (3.45)

V1 7.49 (1.98) 
V2 10.85 (1.98)

Normal V1 6.94 (1.26) V1 7.49 (1.35)
V2 18.37 (3.40) V2 10.84 (1.97)

Clayton V1 5.77 (1.05) V1 7.25 (1.32)
V2 19.13 (3.49) V2 11.00 (2.01)

Frank V1 6.93 (1.27) V1 8.57 (1.59)
V2 19.65 (3.59) V2 11.42 (2.08)

Plackett V1 6.61 (1.21) V1 8.82 (1.61)
V2 18.95 (3.43) V2 12.00 (2.20)

Gumbel V1 5.51 (1.01) V1 7.46 (1.33)
V2 19.34 (3.55) V2 10.36 (1.83)
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the sam e type of tail behaviour for both  coordinates. If w e inclu d e orthogonal 
transform ation in  sam pling m odel, the posterior in feren ce chang es substantially, 
bu t in  the sam e w ay in  case of all copula functions and also in  no-copula case. 
If w e consider the m echanism  that enables search for a set of coordinates, along 
w hich  possible h eavy  tails and asym m etry  can  be m odelled, the results of 
estim ation of the properties of the conditional distribution in  tails are changing. 
In  all cases in  subset H1, invariantly  w ith  respect to the type of copula function, 
tails of the conditional distribution of univariate coord inates are different. The 
data clearly su pport heavy  tails for the first coordinate, w hile the second  one 
exhibit the G aussian type tails.

In  order to illustrate chang es in  conditional distribution, w h en  orthogonal 
m echanism  is included  in  the sam pling m odel, w e plotted the isodensities of Zj 

in  case of m odels from  subset H 0 (Table 3) and  isodensities of a rand om  variable 
H(V~)'Zj in  case of m odels from  subset H 1 (Table 4). All param eters required  to 
draw  the plots w e chosen  as posterior m eans. O n  the plots in  Table 3 and 4, w e 
draw  vectors representing  coordinates appropriate in  sam pling m odels. In  case 
of m odels from  subset H 0 w e draw  vectors proportional to the vectors from  
canonical basis in  R 2, nam ely  e1 =  (10,0) and  e2=(0,10). In  case of m odel from  H 1 
(Table 4) a set of coord inates are su b ject to posterior in feren ce  and  h en ce w e 
presen t posterior m eans, tog eth er w ith  the band s of the 95%  H PD  (H ighest 
Posterior D ensity) intervals for H (V ~)'e1 and H (V ~)'e2 respectively.

A nalysing isodensities plotted in  Table 3 and 4 i t  is  clear that the data support 
d ifferent directions, th an  canonical, along w hich  h eavy  tails and possible 
asym m etry  can  be m odelled. Copula functions change the shape of isodensities 
strongly. H ow ever the m ost im p ortan t feature of the sam pling m odel seem s to be 
the existence of the orthogonal m echanism  changing  coordinates. O nly  in  case 
of m odels from  subset H 1, a m ore com plicated  d ep end ence b etw een  observed 
tim e series can  be discovered, as the shapes of isodensities in  Table 4 exhibit 
considerable excess from  regu lar "elliptical" shape. For m odels from  subset H0, 
w ithou t orthogonal m echanism , differences betw een  shapes of isodensities of the 
distribution of zj are rather m inor am ong models. New, estim ated, directions in  
the sam pling m odels from  subset H 1 (Table 4) are d ifferent from  initial, canonical, 
ones. Taking in to  account dispersion of the posterior distribution, the band s of 
the H PD  intervals for H (V ~)'e1 and H (V ~)'e2 are located  far aw ay from  the case, 
w here H(V~) =  I2. This clearly m akes m odels w ith ou t orthogonal com p on en t 
im probable in  the v iew  of the data. Additionally, changing  directions in  m odels 
from  subset H 1 is  nontrivial and does n o t only involve rotation. C om paring 
vectors e1 and e2 w ith  its corresp on d in g  im ages, w e see that canonical basis is 
su bject to inversion  and th en  to  appropriate clock-w ise rotation. This is  due to 
the properties of the H ou seholder reflections applied in  the construct. It enables 
to search for optim al orientation in  a m ore com posed  way.



Table 3

The plots of the isodensities of Zj in models from class H0/ i.e. in sampling models with 
no orthogonal component included. Isodensities are plotted on the basis of values of parameters equal to posterior means

No Copula Normal Clayton
Tue Sw 0? U:2<;55. 2003

Frank Plackett Gumbel



The plots of the isodensities of in models from class H0/ i.e. in sampling models with no orthogonal component included.
Isodensities are plotted on the basis of values of parameters equal to posterior means

Table 4 w



Table 5

Posterior inference about linear conditional dependence obtained on the basis of the elements of matrix i)
in case of the best copula function (Placket). All parameters assumed to be equal to posterior means

Linear conditional dependence in the best model in Linear conditional dependence in the best model in H0

20001010 20010730 20020521 20030307 20031222 20041007 20050725 20060511 20070223 20071211
-1
19991221 20001010 20010730 20020521 20030307 20031222 20041007 20050725 20060511 20070223 20071211



38

A v ery  im p o rtan t qu estion  co n cern in g  d iscussed  em pirical analysis 
involves possible conclusions about changes of the linear d ependence betw een  
m odelled  univariate series, w h en  orthogonal com p on en t and copula function  is 
incorporated. In  Table 5 w e p resent plots of posterior expectations of conditional 
correlations b etw een  retu rns of spot and futures quotations of W IG 20. Since 
the results are practically the sam e in  case of all pairs of m odels, we focus our 
attention  on the best m odels in  H 1 and H 0 respectively, bo th  based  on Plackett 
copula function. In  case of the best m odel from  the set H 1 the variability of the 
conditional correlation coefficient seem s to be only slightly less variable during 
the w hole tim e interval covering m odelled tim e series.

Existence of orthogonal m echanism  in  sam pling  m odel does not seem  to 
in fluence the dynam ics of conditional linear depend ence strongly. B oth  series of 
posterior expectations exhibit the sam e dynam ic pattern, w ith  strong  variability 
around value 0.4, starting from  August the 1st 2001, w h en  W arsaw Stock  Exchange 
quoted  W IG 20 index officially for the first time.

6. C O N C L U D IN G  R E M A R K S

The m ain  goal of th is pap er w as to ch eck  the em pirical im portance of som e 
generalisations of the conditional distribution in  M -G A RCH  case. We considered 
copula M -G A R C H  m od el w ith  coord inate free conditional distribution. We 
continu e research  co n cern in g  specification of the conditional distribution in 
m ultivariate volatility m odels started by P ipien (2007, 2010). The m ain advantage 
of the proposed  fam ily of probability distributions is that the coordinate axes, 
along w hich  heavy  tails and sym m etry  can  be m odelled, are su b ject to statistical 
in ference . A long  a set of specified coord inates both , linear and n onlinear 
d ependence can  be expressed in  form al and com posed  form.

In  the em pirical part of the paper w e considered  a problem  of m odelling  the 
dynam ics of the retu rns on the spot and future quotations of the W IG 20 index 
from  the W arsaw  Stock  Exchange. O n  the basis of the posterior odds ratio we 
checked  the data support of considered  generalisation, com p aring it w ith  BEK K  
m odel w ith  the conditional distribution sim ply constructed  as a product of the 
univariate skew ed com ponents.

O u r exam ple clearly show ed the em pirical im portance of the proposed class 
of the coordinate free conditional distributions. Both, orthogonal com p onent, and 
copula function, are necessary in proper m odelling of the conditional distribution 
of the vector financial returns. The existence of the orthogonal transform ation 
of coord inates in  observation space receives decisive data su pport invariantly  
w ith respect to the existence copula function  in  the sam pling m odel and to the 
type of specified copula. The dataset support m u ch different orientation in  the 
sam ple space along w h ich  heavy  tails, asym m etry  and d ep end ence betw een
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coordinates, can  be discovered. A m ong the class of copula function  P lackett one 
received  the greatest data support. Generally, p resented  in  the em pirical part of 
the pap er noticeable flexibility of the class in  directional m odelling  of the tails 
and asym m etry  suggests that possible applications, concern ing  futures hedging 
or Value-at-Risk calculation, are very  prom ising.
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ABSTRACT

A. Prędki. Statistical approach in DEA on the example of single-product Banker's model. Folia Oecono- 
mica Cracoviensia 2012, 53: 41-58.

In this paper idea statistical approach in DEA method on the example of the single-product 
Banker's model is described. Its assumptions and following from them properties of the DEA 
estimator of point value production frontier is presented. Selected problems are described, which 
can be object of statistical inference on the base of this model. Methods of the testing are proposed 
and the whole of considerations is illustrated by empirical example based on real data. Limitations 
connected with accepted model's assumptions, selected estimation's and testing's methods are 
given. Finally, importance of the model for development of the corresponding methodology is 
described.

STR ESZC ZEN IE

W pracy opisano ideę podejścia statystycznego w metodzie DEA na przykładzie jednoprodukto­
wego modelu Bankera. Przedstawiono jego założenia i wynikające z nich własności estymatora 
DEA wartości funkcji produkcji w punkcie. Opisano wybrane problemy, które mogą być przed­
miotem wnioskowania statystycznego na gruncie tego modelu. Zaproponowano także sposoby 
ich testowania, ilustrując całość rozważań przykładem empirycznym opartym na danych rzeczy­
wistych. Podano również ograniczenia związane z przyjętymi założeniami modelowymi, wybraną 
metodą estymacji i sposobami testowania. Na koniec opisano znaczenie jednoproduktowego 
modelu Bankera dla rozwoju metodologii w tym zakresie.
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1. P O D E JŚ C IE  ST A T Y ST Y C Z N E  W  M E T O D Z IE  D E A

Klasyczna w ersja m etody analizy otoczki danych (DEA) m a charakter determ ini­
styczny. W  analizie procesu produkcy jnego  w yraża się on przekonaniem , że na 
podstaw ie dostępnych  danych, jesteśm y  w  stanie skonstruow ać praw dziw y  zbiór 
m ożliw ości prod ukcy jnych  rep rezentow any przez któryś z w ariantów  tech n olo­
gii płatam i liniow ej —  zob. Prędki (2006, 2012a). Tym sam ym , dla sytuacji jed n o- 
produktow ej, m ożna rów nież skonstruow ać praw dziw ą, kaw ałkam i liniow ą funk­
c ję  produkcji. Przyjęto  w ięc, iż m iary efektyw ności technicznej, skonstruow ane 
na tej podstaw ie m ierzą poziom  efektyw ności dokładnie. Jed n a k  b łędy  w  danych, 
ich  niepełność, ciągła zm ienność, czy brak isto tnych  in form acji o procesie p ro ­
d ukcy jnym  m ogą przecież w ypaczyć uzyskane rezultaty.

W  podejściu  statystycznym  w  m etodzie analizy otoczki d anych  p o d ch o ­
dzim y w ięc z dużą ostrożnością do jakości zebranych  danych, a w  konsekw encji 
do w yników  u zyskanych za ich  pom ocą. O w ą niepew ność, zw iązaną z danym i 
em pirycznym i i w artościam i m iar efektyw ności technicznej, próbu je się tu opisy­
w ać i w yjaśniać przy użyciu odpow iednich  m odeli statystycznych. R ozw ażane 
m odele zaw ierają w iększość założeń  determ inistycznych  obecnych w  klasycznej 
w ersji m etody, zob. np. Prędki (2003), oraz założenia o charakterze stochastycz­
nym , których zadaniem  jes t opis w spom nianej n iepew ności, zw iązanej z danym i 
oraz z u zyskiw anym i w artościam i m iar efektyw ności technicznej. W ykorzysty­
w ane m odele m ają  zw ykle charakter nieparam etryczny bądź sem iparam etryczny. 
W iąże się to z postulatem , obecnym  w  determ inistycznej w ersji m etody, by nie 
w prow adzać arbitralnych zależności analitycznych np. postaci granicy produk­
cy jnej. Przekłada się on rów nież na część stochastyczną m odelu, gdzie unika się 
z kolei założeń  o charakterze param etrycznym , dotyczących np. postaci rozkła­
dów  zm iennych  losow ych w ystępu jących  w  m odelu. Jeśli je s t to n iezbędne dla 
uzyskania zgodnej estym acji m iary efektyw ności czy silniejszego w nioskow ania, 
w prow adza się odpow iednie założenia param etryczne. W  dalszym  ciągu jed n ak  
postać granicy produkcyjnej nie jes t zadana analitycznie. Pow staje w tedy m odel 
o charakterze sem iparam etrycznym .

W  podejściu  statystycznym  zakłada się w ięc, iż praw dziw a  postać zbioru m oż­
liwości prod ukcy jnych , a tym  sam ym  funkcji produkcji (dla przypadku jed n o - 
produktow ego) nie jes t znana. W  konsekw encji nie znana jes t rów nież praw dziwa  

w artość m iary efektyw ności technicznej danej jed n ostk i prod ukcy jnej. D eter­
m inistyczna w ersja  m etod y D EA służy tu w łaśnie aproksym acji praw dziw ej p o ­
staci zbioru m ożliw ości prod u kcy jnych  oraz estym acji praw dziw ej w artości m iary 
efektyw ności technicznej danej jed nostk i produkcyjnej. W  niektórych  m odelach 
wylicza się rów nież m ierniki rozproszenia zw iązane z niepew nością  dokonyw a­
nej estym acji. K onstruu je się np. aproksym acje przedziałów  ufności oraz oceny 
obciążenia, czy w ariancji zw iązanej z estym ow anym i w artościam i miar. M ożliwe 
je s t  także ogólniejsze w nioskow anie statystyczne zw iązane nie tylko z w arto ­

42



43

ściam i miar, ale z w łasnościam i i charakterystykam i n ieznanej technologii. Przy­
kładow o testu je się w ypukłość zbioru m ożliw ości prod ukcy jnych  czy typ efektu 
skali charakteryzu jący  technologię. D la sytuacji jed nop rod u k tow ej m ożliw e jest 
rów nież w nioskow anie dotyczące w artości in n y ch  charakterystyk procesu p ro ­
dukcyjnego.

O czyw iście ow a aproksym acja i estym acja je s t  odpow iedniej jakości tzn. cha­
rak teryzu je  się określonym i w łasnościam i statystycznym i. G łów nie chodzi tu 
o w łasność zgodności estym atorów  m iar efektyw ności technicznej ale nie tylko, 
zob. Prędki (2010a, 2010b). Są to jed n a k  dużo „słabsze" w łasności niż te uzyski­
w ane dla m etod  estym acji w ykorzystyw anych w  m od elach  param etrycznych  
procesu  prod u k cy jneg o , zob. K um bhakar i Lovell (2000). W ynika to po części 
z faktu, iż chcąc dotrzym ać postulatu unikania arbitralnych założeń  o charakterze 
param etrycznym , godzim y się tym  sam ym  na m odel m niej inform acyjny. Jed n ak  
estym acja za pom ocą D EA  „przegryw a" z klasycznym i m etodam i estym acji typu 
M N W  czy M N K  rów nież na gruncie w sp om nianych  m odeli param etrycznych. 
Sposób je j realizacji im plikuje bow iem  konieczność założenia w ypukłości zbioru 
m ożliw ości prod u k cy jn ych  oraz tzw. jed n o stro n n eg o  składnika losow ego dla 
uzyskania podstaw ow ej w łasności zgodności. W  przypadku dw ustronnych lub 
złożonych  składników  losow ych, czy  giętkiej form y funkcy jne j w  m odelu, ja k  
dotychczas nie dow iedziono n aw et zgodności tzw. estym atorów  DEA. Z drugiej 
strony należy  podkreślić, że estym acja za pom ocą m etody analizy otoczki danych 
w artości m iary efektyw ności technicznej zachow uje w łasność zgodności w  przy­
padku w ieloproduktow ym  i to bez konieczności znajom ości postaci analitycznej 
funkcji transform acji.

2. M O D E L  JE D N O P R O D U K T O W Y  B A N K E R A

Pierw szym  chronologicznie m odelem , stanow iącym  podstaw ę podejścia staty­
stycznego do m odelow ania zm ienności d anych  w  m etodzie DEA, jest tzw. jed- 
noproduktow y m odel Bankera, zaproponow any w  pracy: Banker (1993). W  lite­
raturze przedm iotu  m odel ten  nie m a nazw y w łasnej. Jed n ak  ze w zględu na jego 
znaczenie dla rozw oju  m etodologii autor n in ie jszego  opracow ania proponu je 
w prow adzenie określenia zw iązanego z nazw iskiem  jeg o  twórcy.

P rzy jm u je się w  nim , iż w ytw arzany  je s t  tylko je d e n  rodzaj produktu , co 
um ożliw ia zapisanie odpow iednich  założeń za pom ocą pojęcia funkcji produkcji. 
To zaś z kolei pozw ala w ykorzystać pew ne idee m odelow ania charakterystyczne 
dla param etrycznych  m odeli statystycznych procesu produkcyjnego. Z aznaczm y 
jed n a k  w yraźnie, iż jed nop rod u ktow y m odel Bankera, w  sw ej podstaw ow ej wer­
sji je s t  m od elem  nieparam etrycznym . P rzyp om nijm y bow iem  po raz kolejny, 
że w  D EA  u nikam y arbitralnych założeń  param etrycznych. W prow adza się tu 
w praw dzie po jęcie składnika losow ego, je d n a k  założenia o n im  rów nież m ają 
charakter nieparam etryczny.
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Przejdźm y teraz do szczegółów  i przedstaw m y odpow iednie postulaty. Zosta­
ły one przeform u łow ane i u zupełn ione w  porów naniu  z pracą źródłow ą —  B an­
ker (1993), dla zw iększenia czytelności i spójności w yw odu.

P ierw szy z n ich  je s t  zapisem  założeń  obecnych  w  determ inistycznej w ersji 
m etody  przy użyciu funkcji produkcji.

z a ło ż e n ie  1: Jednostki produkcyjne w ytw arzają jeden  rodzaj produktu z m  ro ­
d zajów  nakładów  i posługu ją  się tą sam ą technologią  rep rezen tow an ą przez nie- 
m alejącą, w klęsłą fu nk cję  produkcji g: X ^  R, gdzie X jes t w ypukłym  i zw artym  
podzbiorem  R+0m.

W  praktyce zaw sze m ożna przy jąć konkretne wielkości ograniczające dany 
zbiór nakładów  X, co g w arantu je jeg o  zwartość. W łasności zbioru X i funkcji g 
zaw arte w  założeniu  1 im pliku ją  ciągłość granicy  p rod u k cy jnej (zob. Banker 
(1993), przypis 4). Z kolei w łasność ciągłości g  je s t w ykorzystyw ana w  dow odzie 
zgodności estym atora DEA.

Kolejne założenia m ają  charakter stochastyczny, opisują sposób generow ania 
obserw acji oraz m od elu ją  n iepew ność zw iązaną ze zm iennością  danych.

z a ło ż e n ie  2: D ane są ilości u żytych  nakładów  i w ytw orzonych  produktów  
dla n  p rod u centów  w  postaci próby | n =  ((xj, yj) e  XxR+, j  =  1, . . . ,  n) rozum ianej 
jako  realizacja ciągu w ektorów  losow ych o tym  sam ym  rozkładzie.

Tak sam o ja k  realizację będ ziem y oznaczać sam  ciąg  w ektorów  losow ych. 
Z kontekstu będzie zaw sze jasn o  w ynikać, k tórą in terp retację  należy  przyjąć. Po­
dobną k on w encję  p rzy jm uje się w  m odelach  regresy jnych , gdzie zm ien n ą obja­
śn ianą i ob jaśniające oznacza się często identycznie ja k  ich  realizacje.

W  celu zapisania dalszych założeń  w prow adźm y n astępu jącą definicję.

D efin ic ja  1: W yrażenie f  =  g(xj) -  yj, będziem y nazyw ać _/-tym odchylen iem  
od granicy produkcyjnej.

W  m etodzie D EA rozw aża się zw ykle m iary efektywności technicznej, jed n ak  
ze w zględu na n ieu jem n y  zn ak  tego odchylenia i jeg o  znaczenie w  podobnych 
m odelach  param etrycznych  p rzy jm uje się tutaj, iż je s t on m iarą nieefektywności 

(por. Kum bhakar i Lovell (2000)).
P rzedstaw m y dw a kolejne założenia.

z a ło ż e n ie  3: O dchylen ia  od granicy prod ukcy jnej są zm iennym i losow ym i 
o tym  sam ym  rozkładzie, rep rezentow anym  przez gęstość f:

V z  < 0: f(z) =  0.

Z ałożenie to  im pliku je w  szczególności, iż znaki od ch y leń  f  są n ieu jem n e 
z praw dopodobieństw em  jed en . O dchylenie to jes t w ięc odpow iednikiem  je d n o ­
stronnego składnika losow ego w  m odelach  param etrycznych. A to z kolei ozna­
cza, że podw ykres g  obejm u je zaobserw ow ane dane.



Z ałożenie czw arte daje m ożliw ość rozw ażania w yrażeń  g(xj) i f  niezależnie, 
co bardzo upraszcza ich  estym ację.

Z ałożen ie  4: D la dow olnego j  =  1, . . n, rozkład odchylenia f  je s t niezależny 
od rozkładu w ektora xj.

W  niektórych  przypadkach będziem y przy jm ow ać alternatyw nie dodatkow e 
postulaty.

Z ałożen ie  5: G ęstość f je s t n ierosnąca dla z > 0 tzn.:

V0 < Z-1 < Z2'. f(Zj) > f(Z2).

Założenie 6: Odchylenia f  są niezależnymi zmiennymi losowymi, dla j  =  1, . ,  n.

Z ałożen ie  7: W ektor xj charakteryzu je się gęstością h:

V x e X : h(x) > 0.

Z ałożen ie  8: D la dystrybuanty odchylenia f  zachodzi w arunek:

V z  > 0: F(z) > 0.

Param etram i podlegającym i estym acji na bazie zdefiniow anego m odelu  będą 
w artości g(xj), dla j  =  1, . . . ,  n. Liczba param etrów  rośnie tu w ięc w raz ze w zro­
stem  liczebności próby, w  przeciw ieństw ie do m odeli param etrycznych , gdzie 
estym u jem y  w spólny dla w szystkich obserw acji zestaw  param etrów  tw orzący 
analityczną postać g.

Form alnie estym ację m ożna przeprow adzić dla dow olnej w artości g(xo), przy 
u stalonym  xo e  X .

D efin ic ja  2: Estym ator D EA  w artości g(xo):

gDEA(xo) =  m ax {y: 3Aj > 0: xo > Z “ =1 xj, y  < Z “ =1 ^ y j ,  Z " =1 Ajo =  1}.

Jest to jed n op rod u k tow a w ersja  d eterm inistycznego m odelu  z pracy: Banker, 
C harnes i C ooper (1984). O d  inicjałów  autorów  tego źródłow ego artykułu nosi 
on  nazw ę m odelu  BC C  zorientow anego na produkty.

Za jeg o  pom ocą m ożna też estym ow ać odchylenie od granicy p rodukcy jnej, 
czyli m iarę n ieefektyw ności technicznej.

D efin ic ja  3: Estym ator D EA  j-te g o  odchylenia od granicy produkcyjnej:

f  j,DEA =  gDEA(xj) -  yj.

Ze w zględu na rolę m iernika nieefektyw ności jak ą  pełni odchylenie m ów i się 
tu o jeg o  estym acji, szczególnie w  kontekście w niosku 1 (zob. też Banker (1993), 
s. 1268).

Przejdźm y teraz do w łasności w prow adzonych  estym atorów.

45
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Tw ierdzen ie l : Estym ator D EA je st estym ator e m M N W  w artości g(Xj), tzn. 
w arto ć c ie DEA)Oj) s ą coewiązaniem o p ty m a ln y m  problem u:

n

m ax p  f(£j),

gdzie: f, g  —  spełn ia ją  założenia 1 -6  m odelu  Bankera.
Z apisu jąc w  ten  sposób fu n k cję  w iarygodności korzystam y ju ż  oczyw iście 

z założeń  3, 4 i 6.

Tw ierdzenie 2: Jeśli spełn ione są założenia 1 -4  oraz 7 -8  to estym ator gDEA(xo) 
je s t  zgod ny dla xo z w nętrza zbioru X, rozum ianego w  sensie topologicznym  
—  zob. np. Engelk ing  (1976).

W n io sek  1: Przy założeniach ja k  w  tw ierdzeniu  2, rozkład  asym ptotyczny es­
tym atora f j,DEA jest identyczny  z rzeczyw istym  rozkładem  odchylenia f j.

Tw ierdzenie 3: Jeśli spełn ione są założenia 1 -4  i 6 oraz F(0) < 1 to estym ator 
gDEA(Xo) je s t  obciążony.

W łasność m inim alności rozszerzenia estym atora D EA oraz założenie F(0) < 1 
im pliku je dodatkow o dodatni zn ak  obciążenia E[g(xo) -  gDEA(xo)]. M ów i się 
wtedy, że estym ator ten  je s t  obciążony do w ew nątrz (z ang. inw ard biased esti­

mator). W łasność m inim alności rozszerzenia polega na tym , że podw ykres każ­
dej funkcji produkcji spełniającej założenia m odelu  Bankera zaw iera podw ykres 
aproksym anty gDEA. D ow ody pow yższych tw ierdzeń i w niosku zaw arte są w  ar­
tykule źródłow ym  —  Banker (1993).

Podsum ow ując, jest to m odel procesu p rodukcy jnego, w  którym  spełnione 
jes t dla każdej obserw acji j  =  1, . . . ,  n, k lasyczne rów nanie:

y  =  g (xj) -  f j.

A ddytyw ny i jed n o stro n n y  składnik  losow y będący  odchyleniem  od granicy 
produkcyjnej pełni rolę m iernika nieefektyw ności technicznej obiektu j-tego . Jed ­
nym , ze źródeł losow ości je s t tu w ięc n ieefektyw ność procesu produkcyjnego. 
Z w róćm y jed n a k  uw agę, że form alnie losow e są rów nież wielkości w chodzące 
w  skład w ektora nakładów  xj. O znacza to, że granica produkcy jna nie jes t deter­
m inistyczna, p onadto  przypom nijm y, iż nie jes t ona zadana analitycznie. Brak  
d w ustronnego czy złożonego składnika losow ego św iadczy o nie uw zględnieniu  
innego  źródła losow ości jak im  są szoki zew nętrzne m ogące w pływ ać na wielkość 
produktu. D EA je s t  tu m etod ą estym acji funkcji produkcji w  pu nkcie , a przez 
to pośrednio rów nież odchylenia od granicy produkcyjnej. Dzięki tem u m ożliw e 
jes t uzyskanie zgodnej oceny tego m iernika nieefektyw ności technicznej.
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3. Z A S T O S O W A N IA  M O D E L U  B A N K E R A

R ozszerzenie determ inistycznej m etod y  analizy otoczki d anych  i osadzenie jej 
w  szerszym  kontekście m odelu  statystycznego, jako  m etody estym acji jeg o  para­
metrów, m iało na celu m odelow anie zm ienności d anych i n iepew ności odnośnie 
w artości m iary  n ieefektyw ności technicznej. D zięki odpow iedniej konstrukcji 
m odelu  przez Bankera m ożliw e stało się dow iedzenie, iż oceny  m iar n ieefek ­
tyw ności uzyskiw ane za pom ocą m etod y  D EA m ają  określone w łasności sta­
tystyczne. Nie m ożem y je d n a k  zapom inać, iż m odel statystyczny służy przede 
w szystkim  celom  w nioskow ania statystycznego. O m ów im y teraz problemy, które 
testu je się w  ram ach  jed nop rod u k tow eg o m odelu  Bankera.

1. Testowanie istotności różnic pom iędzy dw iem a grupam i obserwacji.
Jeśli podejrzew am y, że grupa n  jed n o ste k  prod ukcy jnych  nie jes t z jakiegoś 

pow odu  jed n o ro d n a (tzn. pochod zi z dw óch, różn ych  populacji) m ożem y  to 
testow ać. Zakładam y, że ow a n ie jed norodność przekłada się na istotne różnice 
pom iędzy  w artościam i m iar n ieefektyw ności obu grup. Testujem y w ięc p o d o ­
bieństw o rozkładów  w artości m iar lub istotność różnicy  m iędzy średnim i w arto­
ściam i m iar z obu grup.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali
Jest to elem ent w eryfikacji m odelu  dotyczący jed n e j z charakterystyk n iezna­

nej technologii w yrażonej fu nk cją  produkcji g. U stalenie w łaściw ego typu efektu 
skali w pływ a na postać funkcji produkcji, je s t  to w ięc po części odpow iednik  
testow ania je j postaci analitycznej na gruncie m odeli param etrycznych.

3. Testowanie specyfikacji m odelu
U stalenie listy n akład ów  istotnie w p ły w ający ch  na p rod u k t i ogólnie na 

technologię je s t  spraw ą kluczow ą dla w stępnej specyfikacji m odelu. W  m od e­
lach p aram etrycznych  rów nież testu je  się zestaw y zm ien n ych  objaśniających, 
będ ących  odpow iednikam i n akład ów  (m etoda H ellw iga czy  analizy grafów). 
W  naszym  m odelu  nieparam etrycznym , gdzie nie zad ajem y analitycznie postaci 
funkcji produkcji, je s t  to szczególnie istotna kw estia. Tym w iększe znaczenie 
m ają  bow iem  w tedy przy jęte do analizy zestaw y nakładów. Za pom ocą m etody 
D EA testu je się głów nie istotność uzupełnienia w yjściow ego zestaw u nakładów  
o now e ich  rodzaje.

Schem at testow ania w szystkich om ów ionych  problem ów  jest p od obny ja k  
w  punkcie pierw szym . M am y zaw sze w yodrębnione dwie grupy jed n o ste k  p ro ­
dukcy jnych, w  zw iązku z tym  m am y rów nież odpow iadające im  dwie grupy nie­
znanych  w artości m iar nieefektyw ności technicznej. O bliczam y estym atory DEA 
m iary  n ieefektyw ności także w  podziale na grupy, które traktu jem y ja k  dwie, 
n iezależne grupy obserw acji. N astępnie za pom ocą odpow iednich  testów  niepa­
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ram etry czny ch  badam y podobieństw o ich  rozkładów  em pirycznych. W ykorzy­
stu je się tu najczęściej test K ołm ogorow a-Sm irnow a, ale rów nież test W elcha czy 
M an n a-W h itn ey 'a  —  zob. Banker, C onrad i Strauss (1986), Banker i C hang  (1995).

Banker w prow adza też do analiz testy param etryczne oparte na założeniu , iż 
m iara nieefektyw ności technicznej m a określony rozkład  param etryczny spełn ia­
jący  założenia m odelow e. Podobnie ja k  w  m odelach  param etrycznych , rozw aża 
się tu zw ykle rozkład w ykładniczy albo półnorm alny.

Autor u zasadnia sw ój pom ysł odpow iednim i eksperym entam i sym ulacy j­
nym i. W  ram ach sym ulacji znam y postać funkcji produkcji g, a tym  sam ym  rze­
czyw iste w artości m iary n ieefektyw ności technicznej. M ożliw e jes t w ięc zliczanie 
b łęd ów  I i II rodzaju  p op ełn iany ch  w  poszczególnych  testach. Ich  liczba służy 
porów naniu  skuteczności odpow iednich  testów. U zyskane w yniki w skazu ją, iż 
zaproponow ane testy param etryczne są pod tym  kątem  porów nyw alne z używ a­
nym i zw ykle testam i n ieparam etrycznym i, a w  niektórych  sytuacjach  dają naw et 
w yniki lepsze. W ykazuje on, iż odpow iednie testy  są rów nież konkurency jne 
w  stosunku do in n y ch  testów  param etrycznych , w  których m etod ą estym acji jest 
skorygow ana M N K  (SM NK). W ybór SM N K  nie jes t przypadkow y, gdyż podob­
nie ja k  D EA jest to m etoda estym acji w ykorzystyw ana przy jed n ostron n y ch  od­
chyleniach  od granicy produkcyjnej.

Przyjęcie p aram etrycznych  rozkładów  od chyleń  oznacza jed n ak  w p row a­
dzenie arbitralnych założeń  p aram etrycznych  do m odeli w yjściow ych. Nie są 
one bow iem  w  żaden sposób testow ane. M am y w ięc m odel sem iparam etryczny, 
czyli teoretycznie bardziej inform acyjny. W praw dzie eksperym enty  sym ulacy jne 
w skazu ją, że w nioskow anie m oże być w tedy silniejsze, ale pew ności w  tym  za­
kresie m ieć nie m ożna. W  ram ach  sym ulacji analizu jem y przecież jed y n ie  w y­
brane przypadki, a nie w szystkie m ożliw e. Szczegóły tych  sym ulacji i uzyskane 
w yniki dostępne są w  pracach  Banker i C han g  (1995) oraz Banker (1996). Jeśli 
chodzi o w łasności statystyczne estym atora DEA, to sytuacja nie ulega zm ianie. 
W  oparciu o now e założenia nie w ykazano bow iem  jak ich ś kole jnych  w łasności 
statystycznych estymatora DEA (np. efektywności, nieobciążoności czy choćby szyb­
szej zbieżności).

Szczegóły oraz pogłębiony schem at testow ania zostaną zilustrow ane w  czę­
ści em pirycznej pracy. W arto zaznaczyć, że idea m od elow ania zastosow ana 
przez Bankera m a sw oje źródła w  bogatym  dorobku zw iązanym  z m odelam i 
param etrycznym i procesu prod u k cy jneg o , gdzie pod obne struktu ry  form alne 
fu n k cjon u ją  ju ż  od przełom u lat 60-tych i 70-tych ubiegłego w ieku —  zob. prace 
źródłow e: A igner i C hu (1968), T im m er (1971), Afriat (1972), R ichm ond  (1974), 
Schm idt (1976). G ranica p rod u kcy jna  jes t w  nich  je d n a k  zad ana analitycznie 
w  postaci funkcji liniow ej lub logliniow ej param etrów  w spólnych  dla w szystkich 
obserw acji. Ponadto w  większości tych  m odeli jed n ostron n y  składnik losow y ma 
rozkład param etryczny. W yjątkiem  jes t m odel z pracy A igner i C hu (1968), który 
m a charakter czysto determ inistyczny.
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W iększa in form acyjność m odeli p aram etrycznych um ożliw ia nie tylko obli­
czenie ocen  m ierników  nieefektyw ności o określonych w łasnościach statystycz­
nych, ale także szersze w nioskow anie statystyczne. W  jeg o  skład w chodzi:
—  ocena charakterystyk rozproszenia m ierników  nieefektyw ności, która z kolei 

um ożliw ia konstrukcję odpow iednich  przedziałów  ufności;
—  testow anie h ip otez  dotyczących  w artości tychże m iar oraz charakterystyk  

procesu produkcyjnego;
—  w eryfikacja założeń  m odelow ych.

W  części em pirycznej w ykorzystam y przykładow o trzy testy w spom niane w  pra­
cach źródłow ych (Banker (1993, 1996)), preferow ane przez autora opisanego m o ­
delu.

1. Test Kołm ogorow a —  Sm irnow a
Z testów  n ieparam etrycznych najw iększą popularnością w  pracach Bankera 

cieszy się test K ołm ogor ow a —  Sm irnow a zgodności rozkładu pew nej cechy  X 
w  dw óch populacjach. Sta tystyka testow a m a tu postać:

gdzie Fi(.), dla i =  N j, N 2, oznacza dystrybuantę em piryczną cechy  dla grupy ob­
serw acji pobranych  z odpow iedniej populacji. Dzięki tw ierdzeniu  Sm irnow a roz­
kład tej statystyki je s t znany  i stablicowany. D la zadanego poziom u istotności a  

odczytu jem y w ięc w artość krytyczną K^. Jeśli K  > K^, to hipotezę zerow ą o zgod­
ności rozkładów  cechy  w  obu popu lacjach  odrzucam y, w  przeciw nym  razie nie 
m a podstaw  do je j odrzucenia. 2 2

2. Test param etryczny oparty na rozkładzie w ykładniczym  cechy
P rzy jm u je się założenie, że cecha w  obu pop u lacjach  m a rozkład  w ykład­

niczy o n ieznanym  param etrze odpow iednio X j i A2. W  takiej sytuacji testow a­
nie zgodności tych rozkładów  polega na testow aniu rów ności X j =  X2 zaw artej 
w  hipotezie zerow ej. Ponow nie pobieram y próby z obu populacji i obliczam y dla 
n ich  w artości cechy oznaczone odp ow iednio przez Zj, . . . ,  xNl or az y lf yN2. Sta­
tystyka testowa:

4. O P IS  W Y K O R Z Y S T A N Y C H  T E S T Ó W
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przy przy jętym  założeniu  i praw dziw ości h ipotezy zerow ej m a rozkład F o parze 
stopni sw obody (2N j, 2 N 2). D la zadanego poziom u istotności a  odczytu jem y więc 
w artość krytyczną Fa z tego rozkładu. Jeśli FEXp > F a, to hip otezę zerow ą o zgod­
ności rozkładów  cechy  w  obu popu lacjach  odrzucam y, w  przeciw nym  razie nie 
m a podstaw  do je j odrzucenia.

3. Test param etryczny oparty na rozkła dzie półnorm alnym  cechy
P rzy jm u je się założenie, że cecha w  obu p op u lac jach  m a rozkład  półnor- 

m alny o n iezn an ym  param etrze odpow iednio  (d1 i v 2. W  dalszym  ciągu testo ­
w anie przebiega analogicznie ja k  w  poprzedni m  punkcie z tym , że u żyw a się 
statystyki:

F  e  w r e , n r w ,

”  WZ.er/N,

która przy przy jętym  założeniu  i praw dziw ości h ip otezy zerow ej o rów ności pa­
ram etrów  m a rozkład  F o parze stopni sw obody (N j, N2).

C echą będącą przedm iotem  testow ania je s t  odchylenie od granicy p rod u k ­
cy jn ej, natom iast zasada podziału  na grupy będzie zależała od w ybranego p ro ­
blem u będącego przedm iotem  w nioskow ania statystycznego.

5. C Z Ę Ś Ć  E M P IR Y C Z N A

P rzejdziem y teraz do ilustracji w nioskow ania statystycznego opisanego w  części 
trzeciej i czw artej pracy na przykładzie em pirycznym , opartym  na d anych rze­
czyw istych z polskiego sektora energetycznego. D ane pochod zą z pracy: O sie- 
walski i W róbel-Rotter (2002) i dotyczą ilości określonych nakładów  oraz jed neg o  
produktu  32 polskich elektrow ni i elektrociepłow ni w  latach 1995-1996. Za na­
kłady obiektów  przyjęto:
—  kapitał (w artość brutto  środków  trw ałych liczona w  zł.);
—  pracę (liczba pracow ników );
—  energię w sadu (liczoną w  TJ).
Jed y n y m  p rod u ktem  działalności jed n o ste k  je s t  w ytw orzona energia (liczona 
w  TJ). Jed nostk ą  energii je s t tu teradżul (1G W h =  3,6TJ).

Pow róćm y do problem ów  badaw czych opisanych w  części trzeciej pracy.

1. Testow anie istotności różnic pom iędzy dw iem a grupam i obserwacji.
Potraktu jem y zbiory m ożliw ości prod ukcy jnych  opisujące technologie w  la­

tach 1995 i 1996 jako  dw ie osobne populacje. M am y dane po 32 obserw acje d o­
tyczące każdego ze zbiorów. W eryfikujem y hip otezę zerow ą, że technologia nie 
uległa znaczącym  zm ianom  z roku 1995 na ro k  1996. Zgodnie z om ów ionym  ju ż
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Tabela 1

Estymatory DEA odchyleń od granicy produkcyjnej dla lat 1995 i 1996 (kol. 2-3),
statystyki empiryczne, wartości krytyczne i wyniki odpowiednich testów,

przy poziomie istotności a  = 0,05 (kol. 4-7)

a  = 0,05 K-S EXP HN
0,00 0,00 s.emp. 0,375 1,054 1,198
0,00 0,00 w.kryt. 1,360 1,513 1,804
0,00 0,00 wynik H0 H0 H0

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

0,00
12891,58
8403,69
8986,75

0,00
815,42

9752,32
0,00

7481,56
8063,59

387,24
0,00

3302,32
3333,70

0,00
342,39
474,32

4260,55
6267,13

0,00
1360,61
1359,38
1953,60
1658,23

739,74
0,00
0,00
0,00
0,00

0,00
14371,65
8011,83
7602,05

0,00
9464,38

10412,27
0,00

10754,48
7484,73

0,00
0,00

3514,79
1593,46

0,00
490,47
92,39

4107,72
3467,75

0,00
989,81

1326,36
1864,82
675,16

0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

£ £o o,DEA,95 o,DEA,96
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Źródło: obliczenia własne.
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tokiem  rozum ow ania obliczam y w artości estym atora D EA odchyleń od granicy 
p rodukcy jnej dla obu lat osobno i badam y podobieństw o ich  rozkładów  em pi­
rycznych  za pom ocą testów  om ów ionych w  części czw artej pracy.

W idoczne jest, iż w szystkie testy  w skazu ją  na brak  podstaw  do odrzucenia 
h ip otezy  zerow ej (w iersz o nazw ie „wynik" w  tabeli 1). D ochodzim y w ięc do 
konkluzji, że w szystkie trzy testy  potw ierdzają, iż technologia nie uległa znaczą­
cym  zm ianom  z roku 1995 na ro k  1996.

2. Testowanie globalnego typu efektu skali
Zw eryfiku jem y przykładow o hipotezę, iż technologia w  roku 1995 charakte­

ry zu je  się globalnie stałym i efektam i skali (szerszy przegląd  problem ów  z tego 
zakresu będzie dostępny  w  pracy: Prędki (2012b)). W  tym  celu obliczam y n a j­
p ierw  w artości estym atora D EA  granicy produkcyjnej za pom ocą d anych z roku 
1995, przy założeniu  stałego efektu skali ze w zoru:

gDEA(Xo) =  m ax {y: 3Aj > 0: Xo > Z “ =1 Ajo Xj, y  < Z “ =1 j ^ } ,  

a następnie odpow iednie oceny odchyleń  ze w zoru:

f o,CRS =  gCRS(xo) -  Уo,

dla o =  1, . . . ,  n. U żyty indeks C RS pochodzi od nazw y Constant R e tu rn s  to Scale. 

W zór różni się od tego na gDEA(xo) jed y n ie  brak iem  w arunku sum ow alności 
zm iennych  Ajo do jed n ości (jest to tzw. m odel C CR zorientow any na produkty).

Tym razem  w yniki testow ania nie są zgodne. W ynik testu nieparam etrycz­
nego  su geru je przy jęcie założenia o globalnie stałych efektach skali. N atom iast 
testy  param etryczne odrzucają tę hipotezę. Nie oznacza to jed n ak , że w skazują 
one na zm ienny efekt skali. M ogą bow iem  w ystępow ać rów nież tzw. globalnie 
n ierosnące lub niem ale jące efekty skali —  zob. np. Prędki (2012b).

3. Testowanie specyfikacji m odelu
Z w eryfiku jem y przykładow o h ip otezę, że czy n n ik  kapitału  m a nieistotny 

w pływ  na technologię w  roku 1995. W  tym  celu obliczym y w artości estym atora 
D EA odchylenia dla w szystkich  obiektów  w  dw óch w ariantach. W  pierw szym  
zakładam y ja k  dotychczas, iż w ykorzystu jem y do produkcji w szystkie trzy na­
kłady (wartości f o,DEA). W  drugim  natom iast przyjm iem y, że nakładam i są tylko 
praca i energia w sadu (w artości f o,-kap).

Podobnie ja k  w  problem ie pierw szym , w szystkie trzy testy  su geru ją  przyjęcie 
hipotezy zerow ej. Nie stw ierdzono w ięc istotnych  różnic pom iędzy rozkładam i 
em pirycznym i obu grup wartości. O znacza to, że czy nnik  kapitału m a nieistotny 
w pływ  na technologię w  roku 1995 i m ożna go pom inąć.
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Tabela 2

Estymatory DEA odchyleń od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy założeniu stałych
i zmiennych efektów skali (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartości krytyczne i wyniki

odpowiednich testów, przy poziomie istotności a  = 0,05 (kol. 4-7)

10

11

12

13
14
15
16
17
18
19
20

21

22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

£ o,CRS

26844,16
0,00

4884,65
0,00

33538,23
16537,51
16315,83

150,86

6201,30
20964,13

0,00

14431,85
13291,97

1767,34
0,00

3451,68
3555,64

0,00

409,21
1073,16
4884,84
6407,43

0,00

1374,56
2069,52
2185,35
1845,60
1431,14
314,30
952,21
377,17
185,25

0,00

0,00

0,00

0,00

12891,58
8403,69
8986,75

0,00

815,42
9752,32

0,00

7481,56
8063,59
387,24

0,00

3302,32
3333,70

0,00

342,39
474,32

4260,55
6267,13

0,00

1360,61
1359,38
1953,60
1658,23

739,74
0,00

0,00

0,00

0,00

a  = 0,05
s.emp.
w.kryt.
wynik

K-S
0,875
1,360
H0

EXP
2,266
1,513
H1

HN
5,413
1,804
H1

£o
1

2

3
4
5
6

7
8

9

Źródło: obliczenia własne.
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Tabela 3

Estymatory DEA odchyleń od granicy produkcyjnej dla roku 1995, przy różnych zestawach
nakładów (kol. 2-3), statystyki empiryczne, wartości krytyczne i wyniki odpowiednich testów,

przy poziomie istotności a  = 0,05 (kol. 4-7)

10

11

12

13
14
15
16
17
18
19
20

21

22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

£ o,D EA

0,00

0,00

0,00

0,00

12891,58
8403,69
8986,75

0,00

815,42
9752,32

0,00

7481,56
8063,59
387,24

0,00

3302,32
3333,70

0,00

342,39
474,32

4260,55
6267,13

0,00

1360,61
1359,38
1953,60
1658,23

739,74
0,00

0,00

0,00

0,00

£ o,-kap

0,00

11722,80
0,00

0,00

12891,59
8733,13
9579,91

0,00

815,43
9792,43

0,00

7481,55
8073,88
387,25

0,00

6392,57
6954,77

0,00

342,38
6279,00
4342,29
7801,53

0,00

1360,61
4670,37
2093,74
1721,40
1791,49
125,88

0,00

1406,15
0,00

a  = 0,05
s.emp.
w.kryt.
wynik

K-S
0,750
1,360
H0

EXP
1,402
1,513
H0

HN
1,495
1,804
H0

o
1

2

3
4
5
6

7
8

9

Źródło: obliczenia własne.
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6 . U W A G I K R Y T Y C Z N E

P rzeprow adzając pow yższe elem enty  w nioskow ania m usim y m ieć św iadom ość 
pew n y ch  ograniczeń i słabości, które zw iązane są z w ybranym  sposobem  testo­
w ania oraz w łaściw ościam i sam ego m odelu. Ze w zględu na to, iż estym ator DEA 
odchylenia  je s t jed y n ie  estym atorem  zg od ny m  należy  pam iętać, że w szelkie 
przeprow adzone testy  m ają  charakter asym ptotyczny. Potrzebna je s t w ięc przy­
najm nie j kilkudziesięcioelem entow a grupa obserw acji. Szczególnie w ym agający 
je s t pod tym  w zględem  test K ołm ogorow a-Sm irnow a ze w zględu na sw ój n iepa­
ram etryczny  charakter. Jest on  słabszy od w ykorzystanych testów  param etrycz­
n ych  w  tym  w łaśnie sensie, iż dla odrzucenia h ip otezy  zerow ej potrzebna jest 
tu często dużo w iększa liczba obserw acji niż w  w ykorzystanych  testach  p ara­
m etrycznych. W ynika to z prostego faktu, iż testy  n iep aram etryczne działają 
w  oparciu o m odel m niej inform acyjny, a dopływ  inform acji n astęp u je tu głów ­
nie poprzez zw iększenie liczebności próby. W  przykładzie em p irycznym  jest 
to w idoczne przy testow aniu  typu efektu  skali, gdzie przy tej sam ej liczebności 
próby, testy  param etryczne w skazu ją  na istotność bad anych  różnic. N atom iast 
w  przypadku testu  n ieparam etrycznego różnice odpow iednich  rozkładów  war­
tości nie są jeszcze w ystarczające dla odrzucenia h ip otezy zerow ej.

W szystkie pow yższe testy  w ym agają  p onadto , by rozw ażane dw ie próby 
były  niezależne. W  naszym  przypadku nie m am y żadnej gw arancji, że tak  rze­
czyw iście jest, aczkolw iek przy  w zroście liczebności próby p ew n e eksperym enty  
sym ulacy jne w skazu ją, iż  sytuacja pod  tym  kątem  ulega popraw ie ze w zględu 
na w łasność zgodności estym atora D EA —  zob. Banker (1993), przypis 7; Banker
(1996).

Problem em  je s t  też  w ystępow anie stosunkow o dużej frakcji obiektów  efek ­
tyw nych  technicznie, czyli takich, dla których  w artość odchylenia w ynosi zero. 
D la przykładu w  założeniach  tw ierdzenia Sm irnow a, na k tórym  opiera się od p o­
w iedni test, w ystępu je założenie o ciągłości dystrybuanty  n ieznanego  rozkładu 
odchylenia. O znacza ono, iż praw dopodobieństw o w ystąpienia w  próbce dw óch 
jed n ak ow y ch  w artości pow inno być rów ne zero. Tym czasem  w  każdej próbie 
będzie w ystępow ać liczna frakcja od chyleń  zerow ych , co w ynika z w łasności 
DEA czyli w ybranej m etody estym acji.

P rzyp om nijm y, iż w  przypadku  testów  p aram etry czn y ch  słabością je s t też 
arbitralny  w ybór p aram etry czn ego  rozkładu  od chylen ia , k tóry  nie pod lega w e­
ryfikacji. O gran iczen ie stanow i rów n ież  założen ie w klęsłości funkcji produkcji 
p rzy jm ow an e w  m odelu. Jest ono n iestety  konieczne dla uzyskania zgodności 
estym atora D EA  od ch y len ia  od granicy  p rod u k cy jn e j. O zn acza  to, że p raw ­
d ziw ą gran icą p ro d u k cy jn ą  n ie m oże być tu  np. fu n k cja  w klęsło -w yp u k ła  
(np. giętka form a fu n k cy jn a  typu Translog). Ja k  w  takim  razie rozu m iane są tu 
zm ien n e czy rosn ące efekty  skali? O d p ow ied ź n a  to  py tan ie autor n in iejsze j 
pracy  p róbu je  udzielić w  artykule: P rędki (2012b). P roblem  w iąże się oczyw i­
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ście z pytan iem , ja k  definiu je się różne typy efektów  skali dla w yp ukłego zbioru 
m ożliw ości prod ukcy jnych .

7. Z N A C Z E N IE  M O D E L U  B A N K E R A

M im o opisanych w  poprzedniej części licznych ograniczeń  w ynikających  z zało­
żeń  m odelow ych, w łasności m etody estym acji oraz w ybranych  sposobów  testo­
w ania, jed n op rod u k tow y  m odel Bankera stał się podstaw ą podejścia statycznego 
w  m etodzie DEA. Ju ż  sam  autor w  pracy: Banker (1996) p róbu je rozszerzyć go na 
przypad ek  w ieloproduktow y. M ożliw ość analizy technologii w ieloproduktow ej 
je s t bow iem  u w ażana za jed n ą  z zalet determ inistycznej w ersji m etody, p o d n o ­
szoną często w  literaturze przedm iotu.

Kolejni badacze, tw orzący podejście statystyczne w  m etodzie analizy otoczki 
danych, odw ołu ją  się do prac Bankera oraz korzystają po części z jeg o  dorobku 
i przem yśleń. Proponują  oni p ew ne now e rozw iązania m odelow e oraz m odyfika­
cje  w yjściow ej m etody estym acji. Szczególnie istotne są tu prace D ietera Gstacha, 
Timo K uosm anena oraz zespołu badaw czego skupionego w okół Leopolda Simara.

Przykładem  m oże tu być konstrukcja  m odeli w  orientacji na nakłady. O w a 
d w u orientacy jność m iar efektyw ności/niefektyw ności je s t przecież tak  charak­
terystyczna dla m etod y  DEA. Banker p om inął ten  aspekt, przypuszczalnie ze 
w zględu na chęć pow iązania sw ej propozycji z istnie jącym i m odelam i param e­
trycznym i. Tradycyjna m ikroekonom iczna i ek onom etryczna analiza procesu 
prod ukcy jnego  je s t bow iem  zw ykle nastaw iona na kw estię m aksym alizacji p ro ­
duktu, a n ie m inim alizacji nakładu. W  orientacji na nakłady rozw aża się tu raczej 
kw estię m inim alizacji kosztów, a nie bezp ośrednio  nakładów , czyli analizuje tzw. 
efektyw ność kosztow ą obiektów  (a nie techniczną).

In n y m  p rzykładem  je s t kw estia aproksym acji zbioru T za p om ocą w ersji 
technologii płatam i lin iow ych różn ych  od te j, k tóra została w ykorzystana w  jed- 
noprod uktow ym  m odelu  Bankera. W  sytu acji w ielop rod u ktow ej, przy  braku 
analitycznej postaci funkcji transform acji, technologię opisuje zbiór m ożliw ości 
produkcyjnych . W  m etodzie D EA  podlega on aproksym acji w  całości za pom ocą 
tzw. technologii p łatam i lin iow ych —  zob. np. Prędki 2010b, 2012a. W  pracy Ban- 
kera (1993), przypis 3 —  w spom ina się jed y n ie , iż  aplikow alność in n y ch  w ersji 
przebiega poprzez analogię. N atom iast w  pracy: Banker (1996), s. 148-149, w pro­
w adza się dla celów  testow ania g lobalnych typów  efektów  skali estym atory  DEA 
m iary  efektyw ności oparte na aproksym acji T za pom ocą technologii płatam i 
liniow ych, gdzie zakładam y globalnie stały albo n iem alejący  efekt skali. N ie d o­
w odzi się jed n a k  w łasności statystycznych tych  estym atorów , następ u je jed y n ie 
rozszerzenie założeń  m odelow ych odnośnie zbioru T o dodatkow e jeg o  w łasno­
ści. D opiero kolejni badacze analizu ją szerzej tą  kw estię —  zob. np. Park, Jeo n g  
i Sim ar (2010).
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Pow stał rów nież pom ysł na k on stru k cję  estym atora zgodnego m iary efek ­
tyw ności/nieefektyw ności, k tóry  nie w ym aga przy jm ow ania k łopotliw ego zało­
żenia w ypukłości zbioru T W ykorzystano tzw. m etodę FD H  będ ącą m odyfikacją 
m etod y  analizy otoczki danych. Z badane zostały w łasności tego estym atora oraz 
zap rop onow ano odpow ied nią aproksym ację zbioru T —  szczegóły  dostępne 
np. w  pracy: Prędki (2010c). D zięki tem u stało się rów nież m ożliw e testow anie 
założenia o w ypukłości zbioru m ożliw ości p rod u kcy jnych , k tóre je s t  p rzy jm o­
w ane m.in. w  jed n op rod u k tow ym  m odelu Bankera —  zob. Sim ar i W ilson (2011), 
rozdz. 5.2.
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ABSTRACT

R. Wróbel-Rotter. Modern structural modelling, part I: estimated general equilibrium models — an over­
view. Folia Oeconomica Cracoviensia 2012, 53: 59-83.

The paper presents mail building blocks of the estimated general equilibrium models. Models 
belonging to that class combine in one specification the optimization behavior of consumers and 
producers with mechanisms that allow to model the nominal and real rigidities observed at the 
macroeconomic level. Moreover, they allow flexibly to test alternative economic hypotheses. This 
article contains the first part of the methodology that discusses theoretical assumptions, the second 
one is devoted to estimation and verification methods and will appear as the continuation article. 
The goal is to present wide context of they usefulness and highlight methodological challenges.

STR ESZC ZEN IE

W pracy omówiono podstawowe bloki równań, wynikających z przyjętych układów założeń teo­
retycznych, tworzące estymowane modele równowagi ogólnej. Stanowią one konstrukcję opartą 
na mikroekonomicznych zagadnieniach optymalizacyjnych podmiotów gospodarczych, zdefinio­
wanych w modelu teoretycznym, reguł decyzyjnych i procesów stochastycznych kształtujących 
dynamikę modelowej gospodarki w czasie, z których następnie otrzymuje się układ równań struk­
turalnych, w formie nieliniowego systemu racjonalnych oczekiwań. Podstawową grupą podmio­
tów występujących w modelu są gospodarstwa domowe podejmujące kluczowe decyzje wpływa­
jące na kształtowanie się poziomu aktywności w modelowej gospodarce, określając podaż pracy, 
rodzaj konsumpcji, alokację środków pieniężnych między krajowe i zagraniczne aktywa finan­
sowe, oraz stanowią one jedyne źródło kapitału dla przedsiębiorstw krajowych, ustalając wielkość 
jego podaży i inwestycji. Decyzje konsumpcyjne i inwestycyjne gospodarstw domowych są opisy­
wane w czasie przez ciąg identycznych zagadnień maksymalizacji użyteczności, niezmiennych dla 
każdego ze stanów przyszłości, warunkowych względem danego ciągu ograniczeń budżetowych. 
Prowadzą one do definicji równań Eulera dla konsumpcji, określenia ograniczenia zasobowego
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gospodarki i, po zdefiniowaniu procesów stochastycznych kształtujących preferencje w czasie 
i określających inne zakłócenia losowe, występujące w funkcji użyteczności i ograniczeniu budże­
towym, tworzą bezpośrednio równania strukturalne modelu.

Drugą istotną grupą podmiotów występujących w części teoretycznej modelu są przedsiębior­
stwa. Sektor produkcyjny ma strukturę dwustopniową, która składa się z przedsiębiorstw wytwa­
rzających produkty pośrednie, wykorzystujących pracę oferowaną przez gospodarstwa domowe 
i posiadany zasób kapitału, oraz producenta dobra finalnego, który agreguje produkty pośrednie 
w jednorodny produkt końcowy. Konstrukcja taka ma na celu ujęcie nominalnych opóźnień w re­
akcji płacy na nieprzewidywalne zmiany warunków zewnętrznych i umożliwić współistnienie 
w jednym modelu optymalizacyjnych zachowań mikroekonomicznych z obserwowaną na pozio­
mie makroekonomiczną inercją zmiennych. Produkt finalny jest przekazywany gospodarstwom 
domowym w celach konsumpcyjnych i inwestycyjnych oraz eksporterom, w przypadku modelu 
gospodarki otwartej. Producent finalny, działający na rynku doskonale konkurencyjnym, wyko­
rzystuje funkcję produkcji, opisaną agregatem o stałej elastyczności substytucji, łącząc produkty 
pośrednie w jeden agregat. Sektor wytwarzający dobra pośrednie stanowią przedsiębiorstwa 
działające według zasad konkurencji monopolistycznej: nabywają pracę i wynajmują kapitał od 
gospodarstw domowych na rynku doskonale konkurencyjnym, wytwarzają niejednorodne dobra 
pośrednie i sprzedają je producentowi finalnemu. Technologia producentów pośrednich podlega 
wspólnym, stochastycznym zmianom w czasie i jest najczęściej opisana przez funkcję produk­
cji Cobba i Douglasa. Optymalne decyzje związane z wielkością produkcji i cenami są ustalane 
w oparciu o mikroekonomiczne zagadnienia optymalizacyjne: minimalizacji kosztów i maksymali­
zacji zysku. Model zamykają reguła decyzyjna podmiotu odpowiedzialnego za decyzje monetarne 
oraz inne równania, w szczególności warunki równoważenia się rynków i ograniczenia zasobowe. 
Estymowany model równowagi ogólnej jest szczególną konstrukcją, która pozwala przejść od 
optymalizacyjnych zachowań na poziomie mikroekonomicznym do występujących na poziomie 
makroekonomicznym inercji poprzez odpowiednie mechanizmy agregujące.

KEY WORDS — SŁOWA KLUCZOWE

Estymowany model równowagi ogólnej, mikroekonomiczne zagadnienia optymalizacyjne, 
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1. W S T Ę P

Estym ow ane m od ele rów now agi ogólnej są obecnie podstaw ow ą g rupą m odeli 
m akroekonom icznych , w yw od zących  się z teorii ekonom ii, k tóre służą analizie 
w pływ u  na zm ien n e m ak roek on om iczn e zak łóceń  stoch asty czn y ch  oraz sy­
m u lacji m ożliw ych  ścieżek  rozw oju  gospodarek. Są one szeroko w ykorzysty­
w ane w  praktyce, ze w zględu n a  elastyczne m ożliw ości rozbu dow y i testow a­
nia k on k u ren cy jn y ch  teorii ekonom icznych. C elem  opracow ania, sk ładającego 
się z dw óch części, je s t  przedstaw ienie g łów n ych  zagadnień  m etod ologicznych  
zw iązanych  z n u rtem  stru ktu ralnego  m od elow ania m ak roek onom iczneg o , ba­
zu jąceg o  na estym ow an y ch  m od elach  rów now ag i ogólnej. N in ie jszy  artykuł, 
stanow iący  część p ierw szą pracy, zaw iera ogólną charakterystykę m odeli nale­
żących  do tej klasy i om aw ia g łów ne bloki tw orzące m od el w  postaci struktu ral­
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nej. Z agad nien ia  zw iązane z estym acją  rów n ań , tem atam i analizy w rażliw ości 
i bu d ow y  m odeli hyb ryd ow ych  poru sza artykuł n astęp n y  w  tym  tom ie, zaty­
tu łow any: „Wybrane zagadnien ia  w spółczesnego  m od elow ania strukturalnego, 
część II: w nioskow anie w  estym ow anych  m od elach  rów now agi ogólnej". R oz­
w ażania w  tekście m ają  charakter ogólny i stanow ią próbę pod su m ow ania i ze­
brania  n a jw ażn ie jszy ch  zag ad n ień  m etod ologiczn y ch  oraz przeglądu  bieżącej 
literatury.

2. G E N E Z A  I O G Ó L N A  C H A R A K T E R Y ST Y K A

Strukturalne m odele m akroekonom iczne, do k tórych  n ależą estym ow ane m o ­
dele rów now agi ogólnej, m ają  za zadanie u jęcie dynam iki g łów nych zm iennych 
m akroekonom icznych w  sposób pozosta jący  w  zgodzie z teorią ekonom ii. O b ej­
m u ją  one m .in. stochastyczne dynam iczne m odele rów now agi ogólnej (ang. 
D ynam ic Stochastic G eneral Equilibrium , D SG E), d ynam iczne m odele ró w n o ­
w agi ogólnej, (ang. D ynam ic G eneral Equilibrium , D GE), i in n e m odele ró w n o ­
w agi ogólnej o charakterze now okeynesow skim  (ang. N ew -K eynesian  G eneral 
Equilibrium ), k tórych  cechą w spólną je s t to, że ich  param etry  strukturalne są 
estym ow ane na podstaw ie obserw acji pochod zący ch  z m akroekonom icznych  
szeregów  czasow ych. Z asadniczą cech ą w yróżnia jącą  spośród  strukturalnych  
m odeli m akroekonom icznych  są fu n d am en ty  ekonom iczne, na podstaw ie k tó­
ry ch  są konstruow ane zw iązki m iędzy zm iennym i w ystępu jącym i w  teoretycz­
nej gospodarce. M odele należące do tej klasy łączą optym alizacyjne decyzje pod­
m iotów  gospodarczych na poziom ie m ikroekonom icznym  z obserw ow anym i na 
poziom ie m akroekonom icznym  opóźnieniam i w  dostosow yw aniu się zm iennych 
w  odpow iedzi na zakłócenia stochastyczne, co jes t m ożliw e poprzez konstruk­
c ję  odpow iednich  m echanizm ów  agregujących. Z p u nktu  w idzenia teorii m a­
kroekonom ii łączą one idee podejścia  now okeynesow skiego , dopuszczającego 
niedoskonałości rynków , z nurtem  now oklasycznym  zakładającym  racjonalność 
działania gospodarstw  dom ow ych i przedsiębiorstw. O  cenach  i p łacach p rzy j­
m u je się w  m odelu  założenie n ieelastyczności, oznaczające brak  natychm iasto­
w ej i pełnej reakcji na zm ianę w arunków  zew nętrznych. M odele te nie u jm u ją 
bezp ośrednio  w pływ u rynków  finansow ych na gospodarkę, zakładając ich  efek­
tyw ność, p rzy jm u ją  zdolność pow rotu gospodarki do stanu dynam icznej ró w n o ­
w agi i rów now ażność ricardiańską w  polityce fiskalnej. M ając podbudow ę w  teo ­
rii ekonom ii um ożliw iają one badanie w pływ u szeregu czynników  na kluczow e 
zm ien n e m akroekonom iczne, w  szczególności m ogą ilustrow ać konsekw encje 
w ystąpienia w  gospodarce zakłóceń losow ych, pom agać w  określeniu d eterm i­
n an tów  w zrostu  gosp odarczego, w yjaśn iać źródła fluktuacji m akroekonom icz­
n ych  i cyklu k oniunktu ralnego, analizow ać m ech an izm  transm isy jny  polityki 
p ieniężnej oraz prognozow ać efekty  zm ian polityki gospodarczej. M odele eko­



n om iczne, stanow iące pod bu d ow ę teoretyczną estym ow anych  m odeli ró w n o ­
w agi ogólnej pow stały  w  odpow iedzi na krytykę stosow anych do końca lat 70. 
XX w ieku w ielorów naniow ych, struktu ralnych  m odeli p opytow ych; pod su m o­
w anie badań: Fair (1994). D otyczyła ona m .in. n ieodp ow iedniego m odelow ania 
dynam iki gospodarki, identyfikacji rów n ań  behaw ioralnych  i form ow ania ocze­
kiw ań podm iotów  gospodarczych w  odpow iedzi na zm iany polityki gospodar­
czej; Lucas (1976). O dp ow iedzią  było po jaw ienie się dw óch rów noleg łych  nur­
tów  badaw czych, z k tórych  p ierw szy doprow adził do w yłonienia  się szerokiej 
klasy struktu ralnych  m odeli m akroekonom icznych ; Kydland i Prescott (1982), 
King, Plosser i R ebelo (1988), Christiano, E ichenbau m  i Evans (1999, 2005), n ato ­
m iast drugi zw iązany był z m odelow aniem  m akroekonom icznych szeregów  cza­
sow ych za pom ocą w ektorow ej autoregresji; Sim s (1980).

O becn ie stosow ane w  praktyce estym ow ane m odele rów now agi ogólnej, u j­
m u jące dynam ikę całej gospodarki i w yw odzące się z teorii ekonom ii, w yłoniły 
się w  efekcie obserw ow anej w  literaturze ostatniej dekady tend encji zm ierzającej 
do opracow ania sp ó jn ych  ram  m odelow ania m akroekonom icznego; om ów ienie 
ew olucji przy jm ow an y ch  założeń  w  m od elach  rów now agi ogólnej i przegląd 
literatury  oraz stanu  bad ań  zaw iera m .in. praca L ane (2001). Próba unifikacji 
teorii ekonom icznych  i ich  w ykorzystania w  bad aniach  em p irycznych  dopro­
w adziła do połączen ia  k on cep cji d ynam icznych  m odeli rów now agi ogólnej, 
zakładających  rów now ażące się rynki i rac jonalne oczekiw ania p odm iotów  g o­
spodarczych, z k on cep cją  niedoskonałej konkurencji i nom inalnych  nieelastycz- 
ności w ystępu jących  w  gospodarce; O bstfeld  i Rogoff (1995), u ogólnienie m odelu 
m .in.: K im  i K w ok (2007). W  konsekw encji pow stałe m odele zaliczane są zarów no 
do nurtu  now ej klasycznej syntezy  ja k  i nazyw ane byw ają  now o-keynesow skim i 
dynam icznym i m odelam i rów now agi ogólnej, m .in. G oodfriend  i K ing (1997) 
oraz R otem berg  i W oodford (1997). M odele te głów nie stanow iły koncepcje teore­
tyczne, które po kalibracji param etrów  strukturalnych, w ykorzystyw ano m .in. do 
p orów nań rezultatów  u zyskanych z m odeli w ektorow ej autoregresji i konstrukcji 
restrykcji ekonom icznych  popraw iających  je j zdolności prognostyczne; Malley, 
M uscatelli i W oitek (2005), Ingram  i W hitem an  (1994). O bserw ow ane w  g osp o­
darce n ieprzew idyw alne czynniki losow e oraz w ystępow anie in n y ch  zakłóceń  
eg zogenicznych  spow odow ało w prow adzenie do m odeli dodatkow ych licznych 
stacjonarn ych  i n iestac jon arn y ch  procesów  stochastycznych, co w  konsekw encji 
spow odow ało w yłonienie się klasy m odeli nazyw anych w  literaturze stochastycz­
nym i dynam icznym i m odelam i rów now agi ogólnej; C hang  i Schorfheide (2003). 
Zaliczane są one obecnie do nurtu  N ow ej M akroekonom ii G ospodarki O tw artej 
(ang. N ew  O p en  E conom y M acroeconom ics, N O EM ); Berg in  (2003). O bszerny  
w stęp do zagadnień  estym ow anych  m odeli rów now agi ogólnej, dyskusję ich 
w łasności oraz m ożliw ości zastosow ania przedstaw ia m .in. Tovar (2008).

C echą charakterystyczną estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej je s t za­
leżność p aram etrów  i procesów  stochastycznych w ystępu jących  w  rów naniach
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strukturalnych  od param etrów  fu nd am entalnych  nie w ystępu jąca w  m odelach, 
w  k tórych  rów n an ia  tw orzy się poprzez opis zależności m iędzy  kategoriam i 
m akroekonom icznym i, zob. m .in. Fagan, H en ry  i M estre (2005) i now sza w er­
sja  W arne, C oen en  i C hristoffel (2012). W  m odelu w ykorzystu je się założenie, 
że znaczne i częste zm iany param etrów  opisu jących p referencje  i technologię są 
m ało p raw dopodobne, co upow ażnia przyjęcie założenia o ich  stałości w  czasie, 
bądź stopniow ej ew olucji; Pagan (2001). M ikroekonom iczne podstaw y na których 
je s t konstruow any m odel pow odu ją, że bezp ośrednio  uw zględnia się oczekiw a­
nia podm iotów , co do kształtow ania się przyszłych w arunków  gospodarczych 
oraz m echanizm y ustalania się cen  i w ydatków  k onsu m p cyjnych  co pow oduje, 
że m odel taki uw zględnia argum enty  przedstaw ione w  pracy: Lucas (1976). Bez­
pośrednie u jęcie w  m odelu  użyteczności gospodarstw  dom ow ych m oże być pod­
staw ą do analizy konsekw encji alternatyw nych  scenariuszy polityki p ieniężnej 
dla konsum entów , m .in. O trok  (2001), Juillard, Karam , Laxton i Pesenti (2006).

Skonstruow anie układu dynam icznego opisu jącego gospodarkę i jed n o cze­
śnie w yw odzącego się z teorii ekonom ii, zaw iera jącego zn aczn ą liczbę n iesta­
cjo n arn y ch  p rocesów  stochastycznych  oraz n om inalnych  i realnych  opóźnień  
w  dostosow yw aniu  się cen  i płac, okazało się m ieć k luczow e znaczenie w  opi­
sie szeregów  m akroekonom icznych . O pracow anie m etod  efektyw nej estym acji 
param etrów  strukturalnych oraz m ożliw ość elastycznego form ułow ania i testo ­
w ania zróżnicow anych h ip otez ekonom icznych przesądziło o ich  szerokich m oż­
liw ościach aplikacyjnych. W  zakresie bu dow y średniej w ielkości em pirycznych 
system ów  służących m odelow aniu  polityki p ieniężnej za m odel fund am entalny  
uw aża się system  skonstruow any w  2 0 0 1  roku dla gospodarki zam kniętej, opubli­
kow any w  pracy: Christiano, E ichenbau m  i Evans (2005). M odel ten , w yznacza­
jący  obecnie d om inu jący  k ieru n ek  bad ań  em pirycznych, następnie u ogólniono 
na p rzy p ad ek  u jm u jący  gospodarki otw arte i opracow ano efektyw ne, p ozw a­
lające na u w zględ nien ie  in form acji w stęp n ej, m etod y estym acji param etrów  
strukturalnych. W  pierw otnej sw ojej postaci w yw odzi się on z pionierskich  prac, 
takich jak : O bstfeld  i R ogoff (1995) oraz Erceg, H end erson  i Levin  (2000).

Estym ow ane m odele rów now agi ogólnej o w iększej skali niż p ierw otne 
m odele teoretyczne znalazły  zastosow anie przede w szystkim  w  instytucjach  
finansow ych o zasięgu m iędzynarodow ym  i bankach  centralnych : K ortelainen 
(2002) m odel opracow any dla 11 kra jów  strefy  euro w  B an k  of F inland; Black, 
C assino, C assino, H ansen , H unt, Rose i Scott (1997) oraz Szeto (2002), fu n k cjo ­
nu jące w  R eserve B an k  of N ew  Z ealand, przy czym  ostatnia praca je s t  połącze­
n iem  obliczeniow ego m odelu  rów now agi ogólnej (ang. com p utational general 
equilibrium  m odel, CGE) z m od elem  d ynam icznym , rep rezen tu jącym  ścieżkę 
dostosow ania zm iennych  m akroekonom icznych  do stanu stabilnego, w yznaczo­
nego  przez CGE. Z dalszym  prac należy  w ym ienić: B enigno i Thoenissen  (2003) 
w  B an k  of England , Sm ets i W outers (2005) m odel dla strefy euro i gospodarki 
USA, D ib (2003), Bouakez, Cardia i R uge-M urcia (2002), M oran  i D olar (2002),
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Ambler, D ib i Rebei (2003), Coletti, H u nt, Rose i Tetlow (1996) oraz M urchison, 
R ennison  i Zhu (2004) w  B an k  of C anada, Laxton i Pesenti (2003) w  M iędzyna­
rod ow ym  Funduszu W alutow ym , jako  w ersja  m odelu  dla gospodarki globalnej 
opracow anego m .in. pod kierunkiem : R a jan  (2004), L inde, N essen  i Söderström  
(2009) oraz A dolfson, Laseen , L inde i Villani (2005b) w  szw edzkim  Riksbanku, 
Erceg, G uerrieri i G ust (2005) m odel SIGM A skonstruow any w  System ie R ezerw y 
Federalnej, Pytlarczyk (2005) dla gospodarki n iem ieckiej, Pytlarczyk (2007), Sm ets 
i W outers (2003, 2007), Ratto, Roger, in 't  Veld i Girardi (2005) ora R atto  i R oger
(2005) dla strefy  euro, Breuss i R abitsch  (2009) dla Austrii, Burriel, Fernandez- 
-Villaverd i R ubio-R am frez (2009) dla gospodarki h iszp ańskiej, H aider i K han 
(2008) dla Pakistanu oraz G abriel, Levine, Pearlm an i Yang (2010) dla Indii. C ha­
rak terystyczną cech ą  pow yższych  m odeli je s t  to, że stopniow o odchodzi się 
w  nich  od m etod  kalibracji param etrów  na rzecz ich  form alnej estym acji, n a jczę­
ściej m etodam i bayesow skim i, um ożliw iającym i, w  procesie w nioskow ania połą­
czenie in form acji w ynikającej z teorii ekonom ii z danym i em pirycznym i. W arto 
zw rócić u w agę n a  m odele konstru ow ane i oszacow ane w  Sveriges Riksbank, 
w  szczególności na m odel opracow any w spólnie z autoram i koncepcji estym a­
cji m odeli rów now agi ogólnej: Altig, Christiano, E ichenbau m  i L inde (2011), oraz 
pozostałe: Adolfson (2007), Adolfson, Laseen , L inde i Villani (2004, 2005a, 2008a, 
2008b), A dolfson, Laseen , Linde, Villani i Svensson (2011) oraz A dolfson, Laseen, 
L inde i Villani (2005b). O stania  praca przedstaw ia p ierw szy duży m odel rów ­
now agi ogólnej, w  pełni estym ow any m etodam i bayesow skim i który, po osza­
cow aniu  na d anych  polskich, zn a jd u je  się rów nież w  dyspozycji N arodow ego 
Banku Polskiego, G rabek, Kłos i U tzig -L enarczyk  (2007). M odele estym ow ane 
dla d anych polskich m ożna znaleźć rów nież w  pracach: Kolasa (2008), Brzoza- 
b r z e z in a  i M akarski (2010) oraz G radzew icz i M akarski (2009). Strona teore­
tyczna estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej została om ów iona m.in. w  pra­
cach: Christiano, Trabandt i W alentin (2010), Gali (2008), C olander (2006), Canova
(2006), W oodford (2003). Szereg  artykułów  o charakterze em pirycznym  traktuje 
różne aspekty ich  konstrukcji i u jęcia  zagadnień  w pływ u decyzji m onetarnych  
na sferę realną i nom inalną gospodarki, m .in. A dolfson (2007), Christiano, E ichen­
bau m  i Evans (2005), C larida, Gali i G ertler (1999, 2000), Evans i H onkapoh ja
(2006), Gali i M onacelli (2005), Kim (2000), Schm itt-G rohe i U ribe (2004a, 2004b, 
2005, 2007), Sim s (2001, 2002a), B enhabib , Schm itt-G rohe i U ribe (2001b), Gall 
(2002), K han, K ing i W olm an (2003), Levin, O natski, W illiam s i W illiam s (2005), 
R abanal (2007), Sm ets i W outers (2002), Brzoza-Brzezina, Kolasa i M akarski (2011) 
oraz Brzoza-Brzezina i Kolasa (2012). W ym ienione prace nie w yczerp u ją  pow sta­
łych  aplikacji estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej, natom iast m ają  zasy­
gnalizow ać szerokie m ożliw ości ich  zastosow ania praktycznego i u żyteczność 
w  badaniach  em pirycznych.

O prócz konstrukcji części teoretycznej m odelu  w ażnym  zagadnieniem  m eto­
dologicznym  są m etody estym acji jeg o  param etrów . P ierw otnie technikam i p o ­



65

szukiw ania odpow iednich  ich  w artości była kalibracja, stosow ana standardow o 
w  m odelow aniu  m akroekonom icznym . Analiza zdolności m odeli kalibrow anych 
do opisu stylizow anych zależności, w ystęp u jący ch  w  szeregach  m ak roek on o­
m icznych  p ochodzących  z gospodarki USA, w skazu je na potencjalne problem y 
i potrzebę stosow ania w  praktyce m etod  estym acji param etrów  strukturalnych, 
rów nież z m ożliw ością u w zględnienia  dodatkow ych in form acji p ochodzących  
z in n y ch  źródeł, m .in. opartych na badaniach  m ikroekonom icznych; Söderström , 
Soderlind  i V redin  (2002), Kim  i Pagan (1999), Kydland i Prescott (1996). O prócz 
kalibracji, w ykorzystyw ano rów nież przybliżone techniki estym acji, ustalały war­
tości param etrów  po  m inim alizacji odległości w ybranych  funkcji odpow iedzi 
im pulsow ych z m odelu  struktu ralnego od analogicznych w ielkości w  identyfi- 
kow alnym  m odelu w ektorow ej autoregresji, m .in. R otem berg  i W oodford (1997), 
Schorfheide (2000), M urchison, R ennison  i Zhu (2004), Christiano, E ichenbau m  
i Evans (2005), B lack, C assino, C assino, H ansen , H u nt, R ose i Scott (1997) oraz 
Christiano, Trabandt i W alentin (2010). N ieco rzadziej stosow ano rów nież m etodę 
najw iększej w iarygodności, m .in. Ireland (2004), Bouakez, Cardia i Ruge-M urcia
(2002) oraz M oran i D olar (2002).

E stym acja param etrów  struktu ralnych  na gruncie w nioskow ania bayesow - 
skiego, która w  odróżnieniu  od kalibracji w ykorzystu je fu n k cję  w iary god n o­
ści g en erow an ą przez estym ow any m odel rów now agi ogólnej oraz um ożliw ia 
uw zględnienie in form acji spoza próby, została zaproponow ana w  pracy: Lubik 
i Schorfheide (2006). M etody  bayesow skie zostały  w ykorzystane do estym acji 
param etrów  struktu ralnych  i p aram etrów  opisu jących  struktu rę stochastyczną 
m odeli w  pracach: Sm ets i W outers (2003) oraz A dolfson, Laseen , L inde i Villani 
(2005b). Zastosow anie m etod  w nioskow ania bayesow skiego m ożna uw ażać za 
k on tyn u ację  koncepcji bayesow skiej kalibracji i prac bezp ośred nio  p rezen tu ją ­
cym i m ożliw ości je j praktycznego w ykorzystania; C anova (1994), D eJong, Ingram  
i W hitem an  (1996, 2000) oraz G ew eke (1999). Strona n um eryczna estym acji bay­
esow skiej je s t realizow ana z w ykorzystaniem  tech n ik  M onte Carlo opartych na 
łańcu chach  M arkow a (ang. M arkov C hain  M onte Carlo, M C M C ) i, sporadycz­
nie, m etod  M onte Carlo z fu n k cją  w ażności; D e Jong , Ingram  i W hitem an (2000) 
oraz An i Schorfheide (2007). W ięcej na tem at w łasności stosow anych  algoryt­
m ów  i oceny ich  zbieżności m ożna znaleźć w  pracach: C hib (1995), C ow les i Car­
lin (1996), Brooks i G elm an (1998), G ew eke (1992), T ierney (1994), G am erm an 
(1997), O 'H ag an  (1994). W  praktyce najczęściej stosu je się algorytm  M etropolisa 
i H astingsa, w  którym  w artość oczekiw ana gęstości próbnej je s t zm ienna i usta­
lana na poziom ie ostatniego zaakceptow anego stanu łańcucha M arkow a (ang. ran­
dom  w alk M etropolis-H astings); A dolfson, Laseen , L inde i Villani (2005b), Sm ets 
i W outers (2007), oraz książki: M arin  i C hristian (2007), Tanner (1996). M etody 
M onte Carlo są stosow ane zarów no do aproksym acji brzegow ych rozkładów  a po­

steriori param etrów  ja k  i przybliżania brzegow ych gęstości obserw acji, n iezbęd ­
n ych  w  procesie p orów nyw ania m odeli, Rabanal i R ubio-R am frez (2005a, 2005b).
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Estym ow ane m odele rów now agi ogólnej stosow ane w  praktyce, charaktery­
zu jące się dużą skalą, zapew niająca lepszy opis zależności w ystępu jących  w  rze­
czyw istej gospodarce, posiadają  szereg  rozbu dow anych  założeń  i są zazw yczaj 
opracow yw ane dla kilku sektorów  gospodarki, co skutku je ich  znaczną złożo­
nością  op eracy jn ą  i trudnościam i ze szczegółow ym  om ów ien iem  w szystkich  
p rzy jm ow anych  założeń. W ybrane zagadnienia m etodologiczne stanow iły  tem at 
analiz w e w cześnie jszych  pracach autorki: w prow adzenie w  tem atykę: W róbel- 
-R otter (2007b, 2007c), szczegóły  w yp row adzenia  rów n ań  struktu ralnych  przy­
kładow ego m odelu: W róbel-Rotter (2011a, 2011c, 2012e), om ów ienie zagadnień 
estym acji i m etod num erycznych: W róbel-Rotter (2007a, 2008, 2012b, 2012f), pre­
zentacja  tech n ik  oceny  stabilności rozw iązania i zależności m iędzy param etram i 
postaci struktu ralnej i zredu kow anej: W róbel-R otter (2011b, 2012c) oraz opis 
m etod y  bu dow y hybrydow ego m odelu  w ektorow ej autoregresji: W róbel-Rotter 
(2 0 1 2 a, 2 0 1 2 d).

Całość zagadnień  m etodologicznych m ożna podzielić na następu jące, zasad­
nicze części:
1. Specyfikacja  m ikroek on om iczn ych  zag ad n ień  op ty m alizacy jn ych  i reguł 

decyzy jnych  p odm iotów  w ystępu jących  w  m odelu, definicja procesów  sto­
chastycznych  określających  dynam ikę zakłóceń  stochastycznych, zapisanie 
ograniczeń zasobow ych oraz in n y ch  rów nań  w ystępu jących  w  części teore­
tycznej m odelu.

2. A nalityczne rozw iązanie zagadnień  optym alizacy jnych  k onsu m entów  i p ro ­
ducentów  oraz zapisanie w arunków  pierw szego rzędu, które w raz z p ozo­
stałym i rów naniam i określają postać struktu ralną m odelu, tw orzącego form ę 
nieliniow ego system u rac jonalnych  oczekiw ań.

3. L inearyzacja  rów n ań  m odelu  w yrażonych dla zm iennych  zapisanych w  for­
m ie odchyleń  od ich  w artości odpow iadających  stabilnem u stanow i m odelu. 
M ożliw e je s t  pozostaw ienie m odelu  w  form ie n ielin iow ej, co w ym aga zasto­
sow ania in n y ch  m etod  jeg o  rozw iązyw ania i estym acji, znacznie podnoszą­
cych  stopień  skom plikow ania nu m erycznego  aplikacji.

4. Przekształcenie system u zlinearyzow anych rów nań  strukturalnych w  postać 
zredu kow aną i zapisanie ich  reprezentacji w  form ie przestrzeni stanów , skła­
dającej się z rów nania przejścia, otrzym anego po rozw iązaniu  postaci zline­
aryzow anej, oraz rów nania obserw acji, definiu jącego pow iązanie zm iennych  
end ogenicznych, w ystępu jących  w  m odelu  teoretycznym , ze zm iennym i ob­
serw ow anym i.

5. Estym acja param etrów  strukturalnych m odelu  na podstaw ie jeg o  reprezenta­
cji w  przestrzeni stanów , na którą się składają: specyfikacja rozkładu a priori, 

konstru kcja  funkcji w iarygodności, przy jęcie odp ow ied nich  m etod  n u m e­
rycznych , w  szczególności zastosow anie algorytm u M etropolisa i H astingsa, 
oraz ocena jeg o  zbieżności.
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6 , Z astosow anie m odelu  w  analizach: sym ulacji w ariantów  decyzji gospodar­
czych, prognozow ania zm iennych  m akroekonom icznych  i oceny przebiegu 
funkcji odpow iedzi im pulsow ych, porów nań  z rezultatam i otrzym anym i na 
podstaw ie konkurency jnych  specyfikacji,

7, D odatkow a w eryfikacja, pozw alająca na uzyskanie w glądu w  zależności w y­
stępu jące w  m odelu, poprzez zastosow anie narzędzi analizy w rażliw ości, ba­
danie obszarów  stabilności rozw iązania, dyskusję stopnia popraw ności spe­
cyfikacji zagadnień  optym alizacy jnych  i rów n ań  strukturalnych, itp,

8 , Zastosow anie w  konstrukcji in n y ch  m odeli ekonom etrycznych, w  tym  połą­
czenia z w ektorow ą autoregresją, um ożliw iające w iększą elastyczność w  d o­
pasow yw aniu  się do d anych  em pirycznych, i ich  w ykorzystanie jako  punktu 
odniesienia do porów nań  z innym i m odelam i,

3, M O D E L  W  P O S T A C I S T R U K T U R A L N E J

Estym ow ane m odele rów now agi ogólnej stanow ią konstrukcje oparte na m ikro­
ekonom icznych  zagadnien iach  optym alizacy jnych  p od m iotów  g osp odarczych  
w ystępu jących  w  m odelu  teoretycznym , reguł d ecyzy jnych  i procesów  stocha­
stycznych  kształtu jących  dynam ikę m odelow ej gospodarki w  czasie, z k tórych  
następnie o trzym u je się układ rów n ań  strukturalnych , w  form ie nielin iow ego 
system u racjon aln ych  oczekiw ań, M odel zbu dow any na gruncie teorii ek on o­
mii m a za zadanie opisać kształtow anie się n a jw ażn ie jszy ch  szeregów  m akro­
ekonom icznych, takich ja k  stopa w zrostu PKB, in flacja cenow a i p łacow a, stopa 
procentow a, inw estycje , im p ort i export, N a m ocy  konstrukcji, w nioskow anie 
w  m od elach  n ależących  do tej klasy, polega na określeniu  w artości p aram e­
trów  fu nd am entalny ch , charakteryzu jących  podm ioty  w ystępu jące w  m od elo­
w ej gospodarce i je j w łasności dynam iczne, na podstaw ie ograniczonego zbioru 
zagregow anych szeregów  czasow ych, M ając na uw adze cel, jak iem u  m a służyć 
bu d ow an y  m odel, należy  rozw ażyć w  procesie jeg o  konstrukcji, jak ie  szeregi 
m akroekonom iczne zostaną p rzy jęte do estym acji, jak ie u w zględnić założenia 
o m echanizm ach  kształtu jących ceny  i płace, przy jąć kształt preferencji i rodzaj 
technologii oraz zadecydow ać jakie  m etody rozw iązyw ania i estym acji param e­
trów  struktu ralnych  zostaną w ykorzystane, O gólny  opis g łów nych  bloków  za­
gadnień  optym alizacyjnych i reguł decyzy jnych, pozw alający  na nakreślenie pro­
cesu bu dow y estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej oraz zaprezentow anie 
schem atu  pow staw ania rów nań  strukturalnych, został opracow any na podstaw ie 
przeglądu dostępnej literatury, w  głów nej m ierze dotyczącej m odeli stosow anych 
w  bankach  centralnych,
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4. G O S P O D A R S T W A  D O M O W E

Sektor konsu m entów  stan ow i cowhdpwm gosp o da r s tw dom ow ych, o n ieskończo­
nym  horyzoncie życia, k tórych  liczba jes t indeksow a przez je (0 ,1 ) .  P odejm uj ą 
one klu c z ow e d ecyzj e w p ł yw ające na ksz ta łtow anie się p oziom u  aktyw n o ści 
w m o d e low ej g osp odarce, określaj s e p npaż pracy, ro d zaj konsu m p cji, alokacjo 
er z dków  pi r n icżn uzh en̂ t̂ P e c  kraj ow z i z pcoaniozn c aroyw a finy ż sz w e ^ zoc 
etan ow e one i ed y n s źrók to k a pitr łu PIz p r:j;yd!5it;S)joj:sl;\ł̂  Ict ĵo w j ĉ̂ li, u stelsją c 
w iel t o śe j eg z f)Ĉ ^^^ZtWe \̂neetyz je t 0 ĉ̂ ẑ̂ (t ^oe,ay.m];)c;j ĵ n e ii in w eżiysy jn e gozp o - 
ó r ^^tw iZj êTeĉ i^ycP ^ ^ j ĵa Ê̂ yŵ ŝ t̂; w aze^̂ s  pazez cieg  ipjen typ^njic l łk e p z dieieie 
ij^ l̂̂ Cm aSi2̂ ‘̂ ĉ Î̂ P^̂ ^̂ êczn P a i , s î^ n ^ tez n ych  cLl̂  S y jdc e z  t e  rCenów  juz^z eclo y 
śei, w aeunkpw ych w ooięOrm d a n e g a d p g o  c g ls n icyeń  b u Ogatow yaP. gr eO-eesz 
c je j - l ego posp o d arstw e e s m op êgo w ysaża jr  s ,  pyzzjt?tą  eyortî ciL̂ an ehtycc n 0  

ch zcгilo w sj f pnPc j i u żptsepoo śd  Uj.), któcsj arpu z:Lezij;oiyej eą p aiczęsiyiol: w iclkośc 
kon su m p cji Q f g i j e d a i p rccy H tZj)  i w act o ś ć reelnyck  zos ^ ^w pj s n łężn pch 
O p iym alne Csc y z je z u p z dołm o w a n e o o m ałcsy,ocjall ^acj i ocr ekiw yn eł, n ieckoW- 
czonej s u m y aCyckzptow anca h k żyaeczn ośd , w aru npow zj w yolcP cm  oiągu ogra- 
m czeń  Pu dś e ̂ <̂psr <̂̂i :̂

%

E 0 p $ #  u (C t ( j ) , H t ( j ) , Q t ( j ) ; " U ,o u) i

gdzie E0 je s t  operatorem  w artości oczekiw ac c ,  w aru n kow ej w zgcęn em zb ioru 
in form acji p osiadanej przez k on su m en ta  w  m om cn cśz początkow ym , j  -es- 
czynnik iem  dyskontu jącym , w spólnym  dla s ałs j c y - odarC j jCH ^ u jcu jz p ara; 
m etry  w ystępu jące w  funkcji użyteczności, n atom m st ! “ zaw iera egzogeniczne 
procesy  stochastyczne, w pływ ające na kształtow anie się u żyteczności w  czasie. 
O bejm u je  on w szystkie zm ienne losow e opisujące n ieprzew idyw alną zm ienność 
czynników  realnych  w pływ ających  na argum enty  funkcji użyteczności, do k tó­
ry ch  m ożna zaliczyć m .in. zm ienność w  gustach gospodarstw  d om ow ych zw ią­
zaną z poziom em  konsu m pcji czy też ilością oferow anej pracy, W oodford (2003). 
A rgum enty i postać analityczna funkcji użyteczności, zależą od p rzy jętych  w  m o ­
delu założeń; najczęściej są to  funkcje o stałej aw ersji do ryzyka i ich  uogólnie­
nia, (ang. C onstant R ate of R isk  Aversion, CRRA): Erceg, G uerrieri i G ust (2005), 
L inde, N essen  i Söderström  (2009), B en ign o  i T h oen issen  (2003) oraz Sm ets 
i W outers (2003, 2007). M ożliw e je s t ich  połączenie z postaciam i logarytm icznym i; 
Adolfson, Laseen, Linde i Villani (2005b). N iekiedy są przy jm ow ane funkcje o sta­
łej elastyczności substytucji, ja k  rów nież m ożliw e je s t uchylen ie w arunku n ie­
skończonego horyzontu  życia gospodarstw  dom ow ych; K ortelainen (2002).

Funkcje użyteczności, w  m od elach  w ykorzystyw anych w  praktyce, m ogą 
uw zględniać dodatkow e cechy, opisu jące kształtow anie się decyzji k on su m en ­
tów. Poprzez w prow adzenie opóźnionej zm iennej Ct-1(j), m od elu je  się in erc ję



zachow ań konsu m p cyj nych  ii z asa d ę k ształtow ania przyzw y czaj eń  (an g . h ab it 
form ation), oznaczają cą am m ^  p ozfom u c ro ^ stu w f a zn z j konsu m p ^ n o yz o - 
tek  w ygładzania j ej ^ z iwm u w c z a s te o oaz system atyoz n e g o d o ztosr w yw ania d o  
obserw ow anej konsu m pcji in n y ch  gospodarstw  dom ow ych, w ed łu g  zasady „do­
rów nać Kow alskim " (ang. catching up w ith the Joneses). O becność w  funkcji uży­
teczności realnych  zasobów  pieniężnych m odeluje koszty transak cy jn e, z w ią z an e  

z utrzym yw aniem  pew nego zasobu pieniądza n ie przynoszącego dochodu oraz, 
w  sposób p ośredni, u jm u je n ieelastycon ośca w ystępo j^ a w  ^ zp a darza^ w ą- 
zane z koniecznośaią z a w ieza n ia C:aozaOc j i (an g . t r oiwaction a ly c t i o o s)-Orz $  m u- 
jem y  s ta n d a rd o w e ra łoZcoi a d o iycs ą c e ra n k cji u żyttc o n o ści n fj i d l a d aw olnej 
realizacji w ektora zniOOcnń !  je s t  to funkcja  w klęsła i silnie rosnąca w zględem  
k on su m p cji i, dod atkow o, addytyw ni e s ep ar ow aln a w zględ em  p o daży p racy 
i zasobów p ien iężn ych, m .in. Va o z k  ci9 9 2 )] M as- C oM ,, CdZisisto n i Ôeec s i;  S190ZZ. 
Kon trow ortie zt c y zane z n ezi w nictw em  fu n l c ji W9i (n in k ie ly  n a zy w an a jes- 
op s  „r îebezpc £̂^pê î z iy" î un^c;jî  ui^yteci ôiy ĉ̂ i),d}^sku s t̂i Oon sea w en c jl yoit^lr ^^  ̂
p o pzczeg żln y id  ê ł̂pżeciC szac ich  w p fpw na isen ieioie i ot-reĈ (̂ ]ec Ĉ esp^ s-ow egi 
w m o dolu z t r̂t ŝdż zaw n r is m .im w  p ra r j  Wcsociford ( ÔOiky

O ^rar ikkspie b u tiż otow e y-̂SetJ o ^ osjeocOarstw a dom ow ego, w  kole jnych  m o- 
m on t a c h i-, zaw itsa  d od alk ow ą in form ac je n o tcm eC ły a  te łtc w sa îo eię p rzeply- 
w t w  aktyw ym  w  m e dclnw an ajg o s p o d a rc e . J r st oita  t apisww i n e w f o zm ie 9 1̂̂ -̂ 
eon euj ąceI spoi oby aIokżcji zasobów  m ięd ze: gotów k ; M ;pJ, p ocCfel aktyw ów 
a n en cow yoh B;(/d e w y datki kos s a m pzd2n e S / p to se z w sk azu/ąaei źrc dta icC u f i ' 
cdi^daenic ,y ^̂  k tóre edOadajz ai f : c c (koy a tt  aẑ ĉ ĉ l̂ od ŷ z c r t o ,  Wcp) i doch e d y z  ak­
ty w ów  D г0 SjCУm alla1czood o  p odat1y k гpC:

M t (n)oSO  (z ) + S j f )  "  Wj ( j j  + Wt ( j ) - T t ( c ) ,

przy czym  w  m odelach  w ykorzystyw anych w  praktyce konstruu je się znacznie 
bardziej rozbu dow ane ograniczenia bu dżetow e, u w zględnia jące ponadto : n ie­
p ew ność zw iązaną z przychodem  od aktyw ów  finansow ych, odpow iednie stopy 
podatkow e, koszt kapitału, koszt zm iany w ielkości i stopnia w ykorzystania ka­
pitału, w ydatki inw estycy jne gospodarstw  dom ow ych, transfery  i in n e zm ienne 
w ynikające z przy jętych  założeń  m odelow ych; Adolfson, Laseen, Linde i Villani 
(2005b), Erceg, G uerrieri i Gust (2005), M urchison, R ennison  i Zhu (2004), Benigno 
i Thoenissen  (2003), Sm ets i W outers (2003, 2007), Laxton  i Pesenti (2003), Korte- 
la inen  (2002) oraz Black, C assino, C assino, H ansen , H unt, Rose i Scott (1997).

O graniczen ie bu dżetow e zapisyw ane je s t  podczas optym alizacji w  form ie 
lrów ności ze w zględu na założenie racjonalności działania gosp odarstw  dom o-i 
w ych i przy jm ow any jest w aru n ek  w yznaczający  granicę zadłużenia, elim inujący 
schem at Ponziego, W oodford (2003). R ozw iązanie zagadnienia  m aksym alizacji 
funkcji użyteczności przy ciągu ograniczeń  bu dżetow ych  iprow adzi do w aru n ­
ków  pierw szego rzędu, w  form ie rów nań  Eulera, obrazu jących  optym alne decy-
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zje gospodarstw a dom ow ego dla każdego m om entu  czasu w  zakresie ustalania 
w ielkości konsum pcji, podaży pracy i kapitału, portfela aktyw ów  oraz pozosta­
łych  zm iennych  w  zależności od specyfikacji.

O dd zielnym  zag adnien iem  je s t u jęcie w  sposób m odelow y rynku  pracy. 
W  zależności od sform ułow ania części teoretycznej m odelu  je s t on traktow any 
jako  doskonale konkurencyjny, w  sytuacji przyjęcia założenia jed norod ności g o ­
spodarstw  dom ow ych, bądź też m oże być u w ażany za konku rencję  m onopoli­
styczną, w  przypadku n ie jed norodności konsum entów , określanej przez n iep o­
w tarzalność posiadanych  przez n ich  kw alifikacji. M odelow anie nom inalnych  
n ieelastyczności płac uzyskuje się po w prow adzeniu  do procesu  ich  ustalania 
m echanizm u  inercy jnego  i założeniu  określania w ysokości w ynagrodzenia przez 
k on su m en tów  w  oparciu  o rozw iązanie zagadnienia  m aksym alizacji u żytecz­
ności. M echanizm  in ercy jn y  im pliku je, że w  danym  m om encie jed y n ie  frakcja 
gospodarstw  dom ow ych rozw iązu je zagadnienie optym alizacyjne, natom iast p o ­
została część uaktualnia staw kę płacy w  oparciu o p rzy jętą  regu łę indeksacyjną, 
zaw iera jącą m .in. b ieżący  w skaźnik  inflacji i oczekiw aną inflację w  okresie na­
stępnym . L iteratura traktu jąca o sposobach m odelow ania rynku  pracy je s t n ie­
zw ykle bogata, d latego zostaną w ym ienione tutaj n iektóre z prac, m odelu jące 
płace w  kontekście estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej: A dolfson, Laseen, 
L inde i Villani (2005b), A dolfson, L inde i Villani (2005c), Sm ets i W outers (2002, 
2003, 2005, 2007), R abanal i R ubio-R am frez (2005b), B en igno  i Thoenissen  (2003), 
C hristiano, E ichenbau m  i Evans (2005), Altig, C hristiano, E ichenbau m  i Linde 
(2011), Breuss i Rabitsch (2009) oraz Ratto, Roger, in 't  Veld i Girardi (2005).

5. S E K T O R  P R O D U K C Y JN Y

Sektor p rod u k cy jn y  m a strukturę dw ustop niow ą, która składa się z przed się­
biorstw  w ytw arzających produkty pośrednie, w ykorzystujących pracę oferow aną 
przez gospodarstw a dom ow e i posiadany zasób kapitału, oraz producenta dobra 
finalnego, który agreguje produkty  pośrednie Y t(i) w  jed n o ro d n y  produkt koń­
cow y Y t. M ożliw e je s t rów nież zdefiniow anie w  m odelu  dodatkow ego podm iotu, 
k tórego celem  je s t przekształcenie n ie jed n o ro d n e j podaży  pracy, oferow anej 
przez m onopolistyczne gospodarstw a dom ow e, w  jed n o ro d n y  czy n n ik  produk­
cji, w ykorzystyw any w  procesie produkcji przedsiębiorstw  pośrednich. Konstruk­
cja  taka m a na celu u jęcie nom inalnych  opóźnień  w  reakcji p łacy na n ieprzew i­
dyw alne zm iany  w arunków  zew nętrznych , por. m .in. Adolfson, L aseen , Linde 
i Villani (2005b). Produkt finalny jes t przekazyw any gospodarstw om  dom ow ym  
w  celach konsu m p cyjnych  i inw estycy jnych , jeśli są one w łaścicielam i kapitału 
w  przedsiębiorstw ach pośrednich , oraz eksporterom , w  przypadku m odelu  g o­
spodarki otw artej. Produ cent finalny, działający na rynku  doskonale konkuren­
cy jnym , w ykorzystuje fu n k cję  produkcji opisaną agregatem  CES, o stałym  efek-
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ciem sk ali, l i czącym  con tin u u m  p ro duktów  p ośre dn ich  i opisanym  stan d ard owo 
p rzez in d eks p a s laoiy D ixit i I t ig litz (1977):

Y k Y t 0 ) A

gdzie 1  < | <x> oznacza w sp ółczynniki agregacj i, m ożliw ie zm ienne w  czasie.
C eny P t(i) nakładów  Y t(i) w  procesie produkcji dobra li n alnego, u stalane n ie­

zależnie py r tz m owo p olit t e t zn i cO p ro du cen tów  p ośrnk ntch , si adane egzoge- 
n irzn ia cUt p rochiaen ta fin aln eyo, fj r dc i ji ś̂ iiiU ^csiia  Ot pt o XukOu finain o u i, ptóro 
w yn ilz o z rpzw iązs nća kóp£i d oianć i m im m alicec ji Inyztu z i lka w ituge. N  a pig o 
p od staw le u z y ukujm nie) nów iCcO fu n docjr  p o p ^ i  o a iLcslurai t OS, w aoun-
kow o w zgląctcm  danet tecltn olouti, cup produ ktu. P ; i c ) n  n a tśa dów  P OO- 0 ° )r u ją 
o n e p̂ćipj^r rzeiaow ónii! u zedu cea t a e naln r g o ou p osuczeo óin e dobra tk^śnr^dnie 
w  zateón o śd  c d icOt can p, ch arck iesyzu ją rio ott l ,  elas-yozunkcio cen ow ą n ° -  
p y tu i j udr ĉ t̂ o dnctEjs^̂  ntourn la peter iorŝ JZî iec w zglyOem  z i odu 9 lu fou ln eg o. d e n a 
ciebr^ Cn aln ogo m c p ostkć in d sjrsu (sE ó i jess aa^r t otnatizcn r  jro u w zdU dm on ió  
w  fu nkc j i k r odu 7 c ji zaprtścoO ow ania n r  dobau p oerodniu,

l ektor jt ĵ̂ Zu^ r̂zEijs-Cki t jotLś^ f jg śjrtd î îa st^^mjki con tin u u m  przedsiębiorstw , 
in Upazew any rh  pt s ez O e  (UU), k.i,i^i ĵ t ĉi/(it7 w ed ług  ziozd  k on e u ren sji m on o p o ­
li stycz n ej , b oz m ożliw odci w ej ścrn i w oi-olz z pyn k u . l-̂o^c î ofęrjê co^^a p opcoóni f  
n aba w ają p r t cę i w y n a jm u ją  U ipitał o -l (r^^akoctojr̂ His ŝujlom o^ ^ c iś na u n ik u  d ot 
sOon ale konUare n cy jn ui— u yśwazeojo z iz jed n oooduo k o l m  9 perodum  u śtoCu(y 
icO c i n ę  i tp rzedcjó  j e c r o dunen tom  finahiy m . Teckonc îo r t  ̂a>ocdu coutów  u°eioU - 
l îtr^ ,a <̂э( l̂n̂^̂ І̂Of г̂i w rub)nym  i cy sCem aZyoznym  zm ian om  w eoosie, jotd upiaan e 
p ro i r t unkcio e i ĵtidisilrziij

m -  f ( K t ( i i H t n ) " k Ą )

gdzie K t(i) je s t  ilośa^  k ap rta łu w y k o rz y sCy w an s g o w  p-ocsa ie popduk c ji y kego 
p rzedsiębiorstw a p oóeed n is go, H t1i) o m r c^e j edn orod a y nakfatl pracy, j l ) 
je s t  najczęściej fu nkcj °  C ob9 a i D ou giasa, et stałym  efei cie skal,  ! -  zaw iera
zm ienne losow e u jm u jące w zrost poziom u technologii i losow e zakłócenia w  je j 
poziom ie, 0 p oznacza param etry  w ystępu jące w  funkcji produkcji i procesach 
losow ych. C ałkow ity zasób kapitału  fizycznego m oże się różn ić od rzeczyw i­
stych jeg o  nakładów , ze w zględu na czynione w  niektórych  m odelach założenia 
zm iennego  jeg o  w ykorzystania, m .in. Adolfson, Laseen , L inde i Villani (2005b) 
oraz Baxte i Farr (2005).

Przedsiębiorstw a pośrednie optym alizu ją decyzje, dotyczące zapotrzebow a­
nia na czynniki produkcji, rozw iązu jąc zagadnienie m inim alizacji kosztu całko­
w itego, w arunkow e w zględem  zadanych egzogeniczn ie, przez p rod u cen tów
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dóbr fin aln ych , fun k cj i p op ytu na ich  dobra oraz, u stalanych  przez gosp od arstwa 
d om ow e, c e n  kzyiOału i paocy. Sw oj e zobzw iązanic  p łzcow e rego lu jo oof z fun- 
cUus^f  z l̂acnoch  osaz zaciąya,ne k redyty, co teizê ẑ csLk ẑ  S ts oOtoślenia pw iąnSo 
m iędzy nom tn aln c  stopą proct n tow ą zc gocp odyrce is Zosz trm i ja z c y  w  przed- 
aif biorsCwin. ZagnOnieni e noigimali zacji kosztu w  l-iy w pezcdsiadiorotwie  o ośred- 
nsins, w  m nm encfe C, m oan a zapisać w  ogólnej postaci:

K S w h H ‘ ( ) + w w K  ( ) ) '  Pt2 o w ° - u n kg  : f (K t (/), H t ( i ) " tp ,9 p ) = y * (o  ,
Kt(i),Ht ( i)

gdzie w H oznacza cenę jed n ostk ow ą pracy, która je s t zw iązana ze stopą procen­
tow ą p łaconą przez przedsiębiorstw a od p oży czek  finansu jących  w ynagrodze-i 
nia, zaś w K je s t  stopą procentow ą po której w ynajm ow any je s t kapitał od gosp o­
darstw  dom ow ych.

O bserw ow ane na poziom ie m akroekonom icznym  opóźnienia w  reakcji cen 
na zm ianę w arunków  zew nętrzny ch  u jm u je  się w  m odelu  poprzez w prow adze­
nie określonych dodatkow ych m echanizm ów  agregacji zm iennych , u trzym ując 
pprzy tym  założenia optym alizacji decyzji na poziom ie , m ikroekonom icznym . 
W  procesie określania cen  dóbr p ośrednich  uw zględnia się dodatkow e m echani­
zm y inercyjne, z k tórych  najczęściej stosow any zaproponow ano w  pracy Calvo 
(1983). Inne schem aty  ustalania cen  i ich  w pływ  na zdolność m odelu  do opisu 
d anych em pirycznych  przedstaw ia m .in. Laforte (2005). M echanizm  inercy jny  
polega na ograniczeniu  częstotliw ości optym alizacji decyzji w  czasie dla g ru p y y 
przedsiębiorstw  pośrednich. Szansa sw obod nego i n iezależnego od przeszłości 
ustalenia ceny  przez podm iot zadana jest przez rozkład  Bernoulliego, którego 
param etr określa w  każdym  m om encie u łam ek  jed n o ste k  m ogących  dokonać 
ponow nej optym alizacji ceny, natom iast pozostałe przedsiębiorstw a uaktualniają 
je j poziom  w edług ustalonej reguły  ind eksacy jnej, na jczęściej w prow adzając ko­
rektę o w skaźnik  inflacji. N ow a cena sprzedaży dobra pośredniego w  m om en ­
cie t, u w zględnia jąca ryzyko braku m ożliw ości je j optym alizacji w  przyszłości, 
otrzym yw ana je s t w  w yniku m aksym alizacji oczekiw anej teraźnie jszej w artości 
przyszłych zysków, w arunkow ej w zględem  egzogenicznej funkcji popytu. Wa­
ru nki pierw szego rzędu, z tak  zdefin iow anego problem u optym alizacyjnego, są 
w ykorzystyw ane do sform ułow ania zagregow anej krzyw ej Phillipsa.

W  rozbu d ow an ych  m od elach  dla g osp od arek  otw artych  analogiczne za­
gadnien ia  op tym alizacy jne są rozw iązyw ane przez przedsiębiorstw a prow a­
dzące w ym ianę zagraniczną. C o ntinuum  eksporterów  nabyw a jed n orod n e dobro 
finalne na rynku  krajow ym , które transform u je w  zróżnicow ane dobra ekspor­
tow e, sprzedaw ane następnie zagranicznym  gospodarstw om  dom ow ym . M ode­
low a transform acja  polega na nadaniu  m u odpow iedniej m arki (ang. brand  
nam ing) pow odu jące j, że każdy z eksporterów  je s t jed y n y m  dostaw cą danego 
produktu  na rynku  m iędzynarodow ym . N ajczęściej dopuszcza się rów nież ist­
n ienie n iepełnego  dostosow ania cenow ego na skutek  zm ian kursu w alutow ego
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(ang. incom plete exchange rate pass-throu gh) oraz krótkookresow ych odchy­
leń  od praw a jed n e j ceny  zarów no w  sektorze eksportow ym  ja k  i im portow ym ; 
Christiano, E ichenbau m  i Evans (2005), A dolfson, Laseen , Linde i Villani (2005b) 
oraz Ambler, D ib i R ebei (2003). C ena dobra eksportow anego je s t ustalana po 
u w zględnieniu  ceny dobra krajow ego, określającej koszt krańcow y produkcji, re ­
lacji ceny  w łasnej do zagregow anej ceny  eksportow ej, w ynikającej z funkcji p o ­
pytu na dane dobro, oraz n iepew ności co do m ożliw ości przyszłej je j optym ali- 
zacji, w e d ług m echanizm u  Calvo (1983). Eksporterzy, którzy w  danym  m om encie 
n ie m og ą rozig ą za ć zag adniem a m a] i y m aliz acj i z y skii/ pr z y d an ej funkcji p o ­
p y tu n e  sw o je produkty, m ogą u stzlic n ow ą ce n ę oprzedaży poprz eć  in d ekaow a- 
nie doty ch czasow ej w skaźnikie m  inOncji dab r eksportow y ch , - ek iz r im a - rtc n y 
n a jczęrciej rkłaOy sic  z d w óch  k a leg ocii prnzdeiźeieyntw  nnby w ającyoh  śed n o y 
r odnn jpi:ĉ a.jLi]?ct n e s y n ku eioi(aićz;j âżî j:iidyw -^m ijp j::yeljS2;ż̂ ĉyikcy g o od]3 ĉ v/̂ â dni-i 
w d okra Ucsopiinm ddaoin^ i an w estyca-n e, - z - zed zw an k rtantyp z ie asci!5]yo^ czsa\nroici 
d om ow ym  aiź r iio lcu Cya jyw y m r C sn z s z ^ e d ź ^  ̂ ciólts j eat u t t oldua j k dobniz 
j t k  w  a s zypadku eZzp octerów  p onszr c  cncnt îapzni  ̂ z r a - dm om a irtżtcot îd.oiż:aacj i 
zys i g  i av^^ylt;ź.iOiai îż ozh mm atu C y jvs jS9S3).

6 . P O L IT YK  I RÓW NO W AGA

Zunkcj c deaod entz m on e ti m e g w w a Ûom e w zno ^  m o deloohi ró^ ^ owop^i)e ĝ^nzi 
kzlc î Zan k  córCga-n j /Otokego decyzj t  w  aa odi^tu y e o y ^ y n̂ ane^ć-n a m̂ĉ itą  octk- 
Czn op esgu Cy dcckz y ja o j, n - ^̂ o j^iiaj - t̂^^^cO I^^^^c^m^tkpfiycokiii t̂c^^sj w f u n o cj i 
je j opóźnienia rt-1, oraz takich zm iennych  jak: odchylenia w skaźnika inflacji r t od 
jeg o  w artości re feren cy jn e j, (celu inflacy jnego, poziom u w  stanie stabilnym ), luki 
popytow ej y t, n iekiedy realnego kursu w alutow ego, et:

rt = f  ( rt _ i ,# t , y t , et , 0 r ) ,

g dzicCOr ozn roaź w źktap p óżam str ó w segn ły pnoasożn e j, zźś !  zaw iera zakłóce­
nia losowe.

Polityka pien iężna w  m odelach  rów now agi ogólnej m a w pływ  na zm ienne 
realne najczęściej poprzez kanał stopy procentow ej, kursu w alutow ego oraz ka­
pitału w ykorzystyw anego w  przedsiębiorstw ach (ang. w orking  capital channel). 
A lternatyw ne specyfikacje reguł decyzy jnych  w raz z om ów ieniem  ich w pływ u 
na gosp odarkę m ożna znaleźć m .in. w  pracy  W oodford (2003). D yskusję za­
g adn ień  w ygładzania stopy procentow ej przedstaw ili m .in. Belaygorod, Chib 
i D ueker (2005). Szczegółow e om ów ienie kanałów  transm isy jnych  polityki pie­
n iężnej w  sferę realną gospodarki m ożna znaleźć m .in. w  pracy: M ishkin (1996). 
Specyfikacja regu ły  decyzy jnej i u w zględnienie w  niej dodatkow ych procesów  
stochastycznych  um ożliw ia badanie w pływ u zakłóceń  zw iązanych  z realizacją
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polityki p ieniężnej na zm ienne realne. Luka popytow a, w ystępu jąca w  rów naniu  
regu ły  decyzy jnej banku centralnego, m oże być m ierzona odchyleniam i obser­
w ow anej produkcji od w artości w ynikającej z trendu w  gospodarce, m aksym al­
nej produkcji m ożliw ej do uzyskania, bądź jako  odchylenia od w ielkości prod uk­
cji przy g iętkich  cenach , m .in. A dolfson, Laseen , L inde i Villani (2005b), Sm ets 
i W outers (2003).

M odel je s t system em  w  którym  teoretyczna gospodarka pozostaje w  stanie 
rów now agi w  danym  m om encie czasu, jeśli w szystkie zdefin iow ane rynki p o ­
zosta ją  zrów now ażone, w  sensie zrów nania się w ielkości popytu  i podaży. Jej 
zapew nienie w ym aga jed n oczesn eg o  rów now ażenia się rynków  dóbr i rynków  
finansow ych, u w zględnienia  ograniczeń  zasobow ych  gospodarki oraz w aru n ­
ków  pierw szego rzędu w ynikających  z zagadnień  optym alizacyjnych. Jeśli popyt 
zgłaszany przez gospodarstw a dom ow e, decydenta fiskalnego oraz eksporterów  
je s t zrów now ażony przez kra jow ą p rod ukcję dobra finalnego oraz im p o rt in w e­
stycyjny  i konsum pcyjny, to istn ie je rów now aga na kra jow ym  rynku dóbr. R ynek 
finansow y zn ajd u je  się w  rów now adze, jeśli popyt na kredyty  zgłaszany przez 
przedsiębiorstw a, w  celu realizacji ich  zobow iązań płacow ych, je s t rów ny podaży 
depozytów  przez gospodarstw a dom ow e pow iększonej o ilość pieniądza w pro­
w adzonego do gospodarki przez ban k  centralny. A nalogicznie zapew nia się rów ­
now agę na pozostałych, zdefin iow anych w  m odelu  rynkach . D ecy z je  fiskalne 
w  gospodarce są u jm ow an e w  sposób zwięzły, poprzez specyfikację procesów  
egzogenicznych  dla w ydatków  bu dżetow ych  bądź ich  opis system em  w ek to ­
row ej autoregresji; Ambler, D ib i Rebei (2003), A dolfson, Laseen , L inde i Villani 
(2005b).

O dd zielnym  zagadnien iem  je s t kształtow anie się rów now agi w  czasie, m a­
jące j charakter dynam iczny. M odel je s t  system em  rów nań, które opisu ją ró w n o ­
w agę d ynam iczną rozum ianą jako  zbiór procesów  stochastycznych  sp ełn ia ją­
cych odpow iednie układy rów nań, przy założonym  kształtow aniu się procesów  
egzogenicznych. Ścieżkę rów now agi gospodarki opisu ją ilościow o ograniczenia 
zasobow e i bu dżetow e, w arunki p ierw szego rzędu  zagadnień  optym alizacy j­
nych , regu ły  d ecyzy jne banku centralnego  oraz pozostałe rów n an ia  tw orzące 
n ielin iow y system , zaw iera jący  op óźnione i oczekiw ane w artości zm iennych  
m akroekonom icznych , procesy  stochastyczne oraz in n e  w ielkości w ystępu jące 
w  m odelu. M oże ona być rów nież uzyskana po zapisaniu  reprezentacji m odelu 
w  przestrzeni stanów , w  której ew olucja zm ien n ych  stanu je s t opisana rów na­
n iem  przejścia, o param etrach  zw iązanych  z param etram i fund am entalnym i 
m odelu, i kształtow ana je s t przez ciąg egzogenicznych, n iezależnych zm iennych 
losow ych (innow acji). R ów nania strukturalne m odelu  tw orzą nielin iow y system  
racjonalnych  oczekiw ań, który w  zależności od założeń  m oże nie posiadać stabil­
nej trajektorii rów now agi, m ożna w skazać jed n o  rozw iązanie (ang. determ inacy) 
bądź kilka (ang. indeterm inacy). O m ów ienie problem ów  istn ienia  lokalnej i g lo ­
balnej rów now agi dynam icznej oraz je j określoność w  rozw ażanej klasie m odeli
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je s t  analizow ana m .in. w  pracach: W oodford (2003), Lubik  i Schorfheide (2003, 
2004), Benhabib , Schm itt-G rohe i U ribe (2001a) oraz Beyer i Farm er (2004).

7. M E T O D Y  R O Z W IĄ Z Y W A N IA  M O D E L I

N ajw cześnie j konstruow ane estym ow ane m odele rów now agi ogólnej, w  których 
w ystępow ały  pełne i natychm iastow e dostosow ania cenow e, spełniały  w aru n ek  
Pareto optym alności, co um ożliw iało zastosow anie m etod  program ow ania dy­
nam icznego do rozw iązania nielin iow ego zagadnienia  optym alizacy jnego sfor­
m u łow anego w  m odelu  (ang. social p lanner problem ), tzw. m etod y  iterow ania 
funkcji w artości (ang. value fu nction  iteration), z w ykorzystaniem  aproksym acji 
kw adratow ych; Kydland i P rescott (1982), om ów ienie m .in. H an sen  i Prescott 
(1995), A nderson , H an sen , M cG rattan  i Sarg en t (1996), C anova (2006) oraz 
L jungqvist i Sargent (2000), Stokey, Lucas i Prescott (1989) oraz H eer i M aussner 
(2005). O becn ie d opuszczają one m ożliw ość w ystąpienia restrykcji w  m ikroeko­
nom icznych  zagadnieniach  d ecyzy jnych  pod m iotów  gospodarczych , w  postaci 
ograniczenia bu dżetow eg o k onsu m entów  i ograniczenia częstości optym aliza­
cji ich  decyzji w  czasie, oraz p rzy jm u ją  założenia konkurencji m onopolistycznej 
w  sferze przedsiębiorstw. Pow oduje to utratę przez m odelow ą gospodarkę cech 
optym alności w  sensie Pareto i konieczność stosow ania, do w yznaczenia postaci 
zredukow anej m odelu, m etod  bazu jących  na rów naniach  Eulera.

F u nd am entalną m etod ą rozw iązyw ania estym ow anych m odeli rów now agi 
ogólnej je s t algorytm  stosow any do lin iow ych system ów  rów nań  różnicow ych, 
w  sytuacji w ystępow ania zm iennych  w yrażonych w  form ie oczekiw anych przy­
szłych w artości (ang. general linear d ifference m odels), k tóry  zaproponow ali 
B lanchard  i K ahn  (1980); w ykorzystyw any był on m .in. w  pracach: Bouakez, 
Cardia i R uge-M urcia (2002) oraz Dib (2003). M etoda ta zakłada lin iow ą aprok­
sym ację funkcji przejścia i je j stosow anie w yd aje się być uzasadnione w  przy­
padku, kiedy istn ie ją  przesłanki do założenia liniow ej ew olucji gospodarki w  cza­
sie. P ropozycje kole jn y ch  algorytm ów  m iały za zadanie przyspieszenie strony 
nu m erycznej i uszczegółow ienie techniki obliczeniow ej, w  zależności od postaci 
analitycznej m odelu, m .in. prace: A nderson i M oore (1985), K lein (1997), Zadro- 
zny (1998), Soderlind (1999), Sim s (2002b), Zagaglia (2005) i U hlig  (1999). W  przy­
padku niew ielk ich  m odeli m ożna zastosow ać m etod ę n ieokreślony ch  w spół­
czynników  (ang. U nd eterm ined  Coefficients), zob. m .in. U hlig  (1999) oraz Taylor 
i U hlig  (1990).

M etody  nieliniow e u m ożliw iają precyzy jn ie jszą aproksym ację funkcji p rze j­
ścia i ob e jm u ją  m .in. m etod ę perturbacji, zap rop onow aną w  pracy  Ju d d  i Guu
(1997), k tórą następnie rozw inęli Ju d d  (2003) i Juillard  (2002). M etoda pertur­
bacji polega na rozw inięciu  funkcji przejścia w  szereg  Taylora w okół niestocha- 
stycznego stanu stabilnego m odelu  a następnie w yznaczaniu  w spółczynników
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aproksym acji. Z ap ew nia ona lepsze przybliżenie funkcji przejścia niż m etody 
liniow e, m .in. poprzez uw zględnienie m om en tów  w yższych rzędów  rozkładów  
zakłóceń  strukturalnych , i m oże być stosow ana w  szerszej klasie m odeli, które 
nie sp ełn ia ją  w arunku optym alności Pareto. D okładność aproksym acji m oże 
zostać zw iększona po u w zględnieniu  w yrazów  w yższego rzędu w  szeregu Tay­
lora, Schm itt-G rohe i U ribe (2004c), C hen  i Z adrozny (2005). W łasności m etody 
perturbacji i porów nania z alternatyw nym i technikam i rozw iązyw ania m odeli 
rac jo n aln y ch  oczekiw ań  zostały  om ów ione m .in. przez: A ruoba, Fernandez- 
-Villaverde i R ubio-Ram frez (2006). Spośród dostępnych m etod  należy  w ym ienić 
nieco  rzadziej stosow ane w  praktyce m etod y  globalne, takie ja k  aproksym acje 
w ielom ianam i C hebyszew a, m etod y  skończonych  elem entów  i in n e, A ruoba, 
Fernandez-Villaverde i Rubio-R am frez (2006), N ovales, D om inguez, Perez i Ruiz
(2003).

8 . P O D S U M O W A N IE

Estym ow ane m odele rów now agi ogólnej są konstrukcją  złożoną z określonych 
bloków  rów n ań , w ynikających  z p rzy jętych  u kładów  założeń  teoretycznych. 
Podstaw ow ą gru p ą p odm iotów  w ystępu jących  w  m odelu  są gospodarstw a d o­
m ow e p od ejm u jące  kluczow e decyzje zw iązane z p oziom em  k onsu m pcji i p o ­
dażą pracy, po rozw iązaniu  m ikroekonom icznego zagadnienia  m aksym alizacji 
użyteczności przy ograniczeniu  budżetow ym . D rugą istotną g rupą podm iotów  
są przedsiębiorstw a, które sk ładają  się z sektora w ytw órców  dóbr pośrednich  
oraz producenta dobra finalnego, agregującego produkty  pośrednie. O ptym alne 
decyzje zw iązane z w ielkością produkcji i cenam i są ustalane w  oparciu o m ikro­
ekonom iczne zagadnienia optym alizacyjne: m inim alizacji kosztów  i m aksym ali­
zacji zysku. M odel zam ykają  reguła d ecyzy jna podm iotu  odpow iedzialnego za 
decyzje m onetarne oraz inne rów nania, w  szczególności w arunki rów now ażenia 
się rynków  i ograniczenia zasobow e. E stym ow any m odel rów now agi ogólnej jest 
szczególną konstrukcją, która pozw ala przejść od optym alizacy jnych  zachow ań 
na poziom ie m ikroekonom icznym  do w ystępu jących  na poziom ie m akroekono­
m icznym  inercji poprzez odpow iednie m echanizm y agregujące.
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ABSTRACT

R. Wróbel-Rotter. Modern structural modelling, part II: inference in estimated general equilibrium models. 
Folia Oeconomica Cracoviensia 2012, 53: 85-106.

The paper presents methods of estimation and evaluation of general equilibrium models, high­
lights problematic fields and challenges. After definition of preferences, technology and 
structural shocks model's equations, derived by solving microeconomic optimization problems, 
are loglinearised and the rational expectation solution is found. The next important step is the 
connection of theoretical variables with the observed counterparts that allows to construct the 
likelihood. Estimation, verification and numerical convergence plays crucial role in the overall 
goodness of the model. A general equilibrium model can also be used to construct hybrid vector 
autoregression that allows to test degree of its misspecification.

STR ESZC ZEN IE

W pracy omówiono podstawowe zagadnienia związane z rozwiązywaniem, estymacją, weryfika­
cją i stabilnością numeryczną empirycznych modeli równowagi ogólnej. Zasygnalizowano możli­
wość ich wykorzystania do budowy hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, które umoż­
liwiają ocenę stopnia poprawności i potwierdzenia przez obserwacje założeń ekonomicznych 
przyjętych w części teoretycznej modelu. Estymowany model równowagi ogólnej jest zbiorem 
warunków pierwszego rzędu, zagadnień optymalizacyjnych podmiotów zdefiniowanych w części 
teoretycznej i warunków równowagi, zapisywanych w postaci jednej funkcji wektorowej, warun­
kowej względem parametrów strukturalnych, która tworzy nieliniowy, dynamiczny system racjo­
nalnych oczekiwań, podlegający loglinearyzacji i rozwiązaniu. Stabilność rozwiązania liniowego 
implikuje liczne, trudne do określenia restrykcje w przestrzeni parametrów strukturalnych, które 
mogą stanowić przyczynę problemów numerycznych w czasie estymacji. Estymacja parametrów 
strukturalnych wymaga połączenia danych, pochodzących z makroekonomicznych szeregów 
czasowych, ze zmiennymi endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu,
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poprzez równanie obserwacji, stanowiące podstawę konstrukcji funkcji wiarygodności. Liniowe 
rozwiązanie modelu zapisuje się w formie reprezentacji w przestrzeni stanów, na podstawie której 
możliwe jest skonstruowanie funkcji wiarygodności, wykorzystując filtr Kalmana, ze względu na 
nieobserwowalny charakter niektórych zmiennych stanu.

Estymacja parametrów strukturalnych jest najczęściej dokonywana poprzez techniki wnio­
skowania bayesowskiego, które wykorzystują kompletny system warunków pierwszego rzędu, 
ograniczeń zasobowych i reguł decyzyjnych. Metody bayesowskie pozwalają na skonstruowanie 
jednej miary określającej stopień dopasowania modelu do danych empirycznych, w postaci brze­
gowej gęstości obserwacji, umożliwiające formalne porównywania modeli w obrębie danej klasy 
bądź też z uwzględnieniem wektorowej autoregresji. Możliwe jest również połączenie wiedzy 
z różnych specyfikacji. Kluczową rolę w ocenie jakości modelu pełni jego weryfikacja, na którą 
składa się ocena poprawności funkcjonowania algorytmów numerycznych, w szczególności pro­
cedury Metropolisa i Hastingsa, oraz analiza wrażliwości pozwalająca na uzyskanie pewnego 
wglądu w zależności miedzy parametrami w konstrukcji teoretycznej. Sposób rozwiązywania 
i liniowej aproksymacji modeli równowagi ogólnej nie umożliwia określenia bezpośredniego po­
wiązania parametrów postaci strukturalnej z parametrami postaci zredukowanej, które determi­
nują wnioski ekonomiczne uzyskiwane na podstawie modelu. Powoduje to, że charakterystyka ta­
kiego związku wymaga zastosowania dodatkowych metod, w szczególności technik stosowanych 
w analizie wrażliwości.

Oddzielnym zagadnieniem jest stopień poprawności specyfikacji modelu, w szczególności 
poprawnego określenia relacji strukturalnych w gospodarce, przyjęcia odpowiednich założeń 
funkcyjnych dla preferencji konsumentów i technologii, nieujęcia zależności nieliniowych, czy też 
poprawności specyfikacji procesów stochastycznych. Estymowany model równowagi ogólnej jest 
konstrukcją teoretyczną łączącą w jednym systemie teorię makroekonomii i mikroekonomii, co 
powoduje że wszelkie wielkości opisujące gospodarkę i prognozy są wynikiem założonej w mo­
delu teorii i struktury procesów stochastycznych. Z tego względu metody badania stopnia zgod­
ności przyjętych założeń z danymi empirycznymi stanowią szerokie pole badawcze. Jednym ze 
sposobów jej testowania jest budowa hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, w których 
model równowagi ogólnej jest przyjmowany do generowania rozkładu a priori dla wektorowej 
autoregresji szacowanej dla danych obserwowanych. Stopień niezgodności przyjętych założeń 
ekonomicznych z danymi empirycznymi ujawnia się poprzez określone wartości parametru wago­
wego. Pracę podsumowuje wskazanie obszarów, w których potencjalnie mogą wystąpić problemy 
w trakcie wykorzystywania estymowanych modeli równowagi ogólnej w praktyce.

KEY WORDS — SŁOWA KLUCZOWE

Estimated General Equilibrium model, rational expectation solutions, Bayesian inference, 
Metropolis Hastings algorithm, numerical convergence, sensitivity analysis, 

hybrid vector autoregression

Estymowany model równowagi ogólnej, model racjonalnych oczekiwań, wnioskowanie 
Bayesowskie, algorytm Metropolisa i Hastingsa, numeryczna zbieżność, analiza wrażliwości, 

hybrydowa wektorowa autoregresja

1. W S T Ę P

Estym ow ane m odele rów now agi ogólnej są złożoną konstrukcją  teoretyczną, u j­
m u jącą szereg k onkurency jnych  założeń  ekonom icznych, które m ogą zostać pod­
dane form alnem u testow aniu  na gruncie em pirycznym . Stosow anie m odelu  do 
analiz ekonom icznych w ym aga jeg o  oszacow ania i pełnej w eryfikacji, które m ają
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określić ja k  dobrze m odel odzw ierciedla relacje zachodzące w  realnej gospodarce. 
C elem  niniejszej pracy je s t kontynu acja  om ów ienia zagadnień  m etodologicznych 
zw iązanych  z estym ow anym i m odelam i rów now agi ogólnej, ze szczególnym  
u w zględnieniem  aspektów  ekonom etrycznych: estym acji, w eryfikacji, stabilności 
num erycznej i analizy wrażliwości. Całość pracy podsum ow u je prezentacja  m oż­
liw ości bu dow y m odeli hybrydow ych , będ ących  p rop ozycją  połączenia m odeli 
strukturalnych  z giętkością w ektorow ej autoregresji. Rozw ażania w  tekście m ają 
charakter ogólny i stanow ią próbę podsum ow ania i zebrania najw ażnie jszych  za­
gadnień  m etodologicznych. Artykuł n in iejszy  stano wi konty nu ację opracow ania: 
„Wybrane zagadnienia w spółczesnego m odelow ania strukturalnego, część I: esty- 
m ow ane m od ele rów n ow agi ogólnej w  zarysie", poprzedn ieg o w  tym  tom ie.

2. M E T O D Y  R O Z W IĄ Z Y W A N IA  M O D E L I S T R U K T U R A L N Y C H

Estym ow an y m odel rów n ow ag io g ó l n ej j est zbiorem  w aru n ków  p ierw szego 
rzędu, zagadraigó  optym alizacy jnych  podm iotów  zdefin iow anych  w  części Unoreo 
tycznej, i w aaun Zów  rów o o w agi, eapienw anych  n  jpostrci jed n aj hanCo] w elcto- 
r ow ej, w erunOetw ej w eg lędem  pęzam ętrów  sU nktuealnyale n, kdOTa loronoe m e h  
n iowy, ó ó n am lczny td cjonalnydh csc;?;(̂ ]<:̂ ii/iẑ ^:

e  t[f(y(+2,y o,

g dnie £ ; j cc1t w etóorem  m n yw azji ów ^ zanyeh z ptó ce e rm i ntoeh astycznym i opię 
ndjncym 0 kzzóaftow anie sie ogcogr n iczn yzn  arSCtcpg  Saeaw nch  w  p ostaci róroktu- 
cajn ej, o kaóręm  zalkładęm y: j— ! , ) z  ó i E (a t ty) = 2 ,,, 0  z r wirro  wrnnstkCa para­

m etry  lu n d am en tkln o ^ i (y, p aram e g y  w yrtooęyą-z w  p oaznęgtyda śOw n aneach - 
w ty m  ó,jO ten  p aram etry opit u jące p ruesso  stoehadtyenne zd efim ew en s w  nodei 
taanetycznej m o deiu , olo l̂zCću:^ct n c le- ą m .in . t l  e !/  a brZ o y tra to j: Uj&.) oon rcza 
w ortość oazeOrw an ą, w ae c nkow 1  w zględzm cH oru  iniform ocjl w  ozom end e ns- 
tom iasa y () oznacza w rk tor w szystkic lc zm ien n j ch  ón dog a eicen ych, J S l  określa 
eiodabtót  y U zzovi nr cj ącn t îssnienne w yttę p ująz= w  posted  ich  w artośd  oczekćw t-  
n y z h ’no m om encie (C + 1), nazyw anych  zn ^ nnyeeii yntycj/pacy jnym n w  nte-synsaj 
p uk M ei jezayy ó c r k r a s u esSy m ow s n y dz r - odeli scaw n ow oge ogc jnej , G rcbek , Kłos 
i U tzig-r e narrzyk  C2007). ^NStclk.1tp>r  y .  g rupu je zm ienne endogeniczne w ystępu ­
jące  w  form ie opóźnień  rzędu jed en ; zakłada się że liczba rów n ań  strukturalnych 
je s t rów na liczbie zm iennych  endogenicznych.

R ozw iązanie otrzym anego system u racjonalnych  oczekiw ań polega na aprok­
sym acji funkcji przejścia (reguły decyzy jnej), (ang. transition, policy function , de­
cision rules):
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opisy jjc o j  się b ieżący ch  w artości zm ie n n y ch  en dog ewiczn y ch
w  zależn ości od w ektorc  stano , n c  któoy akOadaną s i .  ]̂p>̂ ^i:i.ioint$ c m io c n c e o 0 o- 
g en ic::̂ :in«e yO" i Moż c c  oonie n n c egzoyeninz n e, orao noOłócznik losow e £e  co z -o - 
tryw anej w arun k oh o  w zględ em  w ektora p aram etrów  <9z co dn]iej p om ija n n 
w  n o ta c ji . Fu nkcjn d ^ y u^ ^  g ą- je r 1 ŵ ozn acdcaa r  ei -̂glko:r^zi,i:5tóini(2m  
m ecji zzereg iem  Taytoza fu.zilcc:j- g .) w okół d eterm iciotyczn dg o etan a  stab iln eg o 
^ocil î̂ u., okroślon oco  jcjtzoz w sdtor ( jyC), £ ) ,  n astęp u jące w sru n k j:
/ ( . y ^ - a k n O .  #) = 0 , = g(. ( " i !  = e ,  któ-g  je r t  ot]:^5̂ :n:̂ ĵ <îaaii" ; o  eozw

w iąca nin y ialim ow eg o, w ieiaw ym iaeow eg e u.lkłi d̂u. rhw n ś ó  utr a ktu raln ^ h  mee 
n clu. O zn acna oo  dnnom icon ą  zów n t w ag a onadeiu, je s t tokeee le c o  przea ,oeerl;ości 
zrmec n ydli  dd t = y O  = 8 ( iija zak łóceń  ltDSio ^ y c Jn,, y sta t o n y ^  e a poziornie 
bezw aru nkow ej w r r tości oeaetów an ej: e t = ] ś  = 0 . "Uwzględnienie zależności 
y+ i = g e ) l y n ) " = °  i U y 0 = ^ “dody1, U 8  gddio g ^ .  i g & d .) oznaczają  zależ­
ności ograniczone do zm iennych  odpow iednio: w ystęp u jący ch  w  form ie ocze­
kiw ań  w artości nrzyszłych  i w  postaci op óźnień  zm ien n ych  end ogenicznych , 
um ożliw ia zapisanie m odelu  rów now agi ogólnej w  form ie:

E  [/(er (+V - )(W :1), *, u +1) ,g ( n n t  u  („m u, -w,)] = 0 ,

^tcura n ie; posrnda ro:i: ^ i:zzaan^a an a litycen g co, co e o w odu je kom ecznośe: st osow a­
n ia m etod n u m enycznych  do przyb liżenie gCj^-i, !  )• O b r cati e często etosow on ą 
jesit m e;tt)dai f)r :i turloaĉjt, ];)ol(E!g;ajc[i;iJ. tist eo;iii ên]iięc;i)ji/(.) w  cz areg  Try ^ a i aproksyu 
m ćiejć pierw szego rzędu funkcji d ecyzyjnej przez:

g ( y g l  £t ) = y  + gy+t:! + g A

gdzee y (t-1 = yg- 1 - y (~)! =  = i t “  e , n ieznane m acierze gy i g f  są obliczane na pod­
staw ie w arunku zerow ania się odpow iednich  układów  rów n ań  m acierzow ych 
i sp ełn ienia  w arunków  stabilności, w  sensie B lanchard a i K ahna, rozw iązania 
m odelu  rac jonalnych  oczekiw ań: B lanchard  i K ahn  (1980). Szczegóły zaw ierają 
m .in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), Juillard (2002) i V illem ot (2011).

E lem enty  m acierzy gy i gf , prow adzących  do rozw iązania m odelu  rów now agi 
ogólnej, będące nieliniow ym i funkcjam i 0 , są obliczane dla ustalonego w ektora 
param etrów  strukturalnych 0. W  procesie estym acji rów n ań  m odelu, za pom ocą 
m etod sym ulacy jnych , rozw iązanie takie, spełn iające w arunki stabilności, je s t  ob­
liczane dla każdej w ylosow anej w artości 0 , co w  praktyce oznacza nałożenie na 
przestrzeń  param etrów  strukturalnych  szeregu restrykcji, k tórych  charakter je s t 
trudny do określenia. M etody  analizy w rażliw ości pozw alają na uzyskanie pew ­
nego w glądu w  charakter zależności m iędzy 0  a m acierzam i rów nania przejścia 

gy i g e ■
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Estym acja param etrów  strukturalnych 6  m odelu  rów now agi ogólnej w ym aga 
połączen ia dan y ch, poch o dzący c h z m o^ oek on onuczn ^ h  szeregów c^âsow y ]̂" ,̂ 
ze zm ienoynci c n dogem(^;^icye î , e d ^aihiy î ^ n yn: î î c ô n trc ł̂ (̂̂ j i n Pcetyczeiej m o­
d elu, p azy w z o gm i sm tennym i nonosy tualoy m i w p eac^ G r a b e ^ K t o t  i U te.g- 
ip cnarc z y k i20ą7i . 0 o łączen ie t akie je s - odefin iow an e p r z ee r ó w n a n ie obseew acj i 
-pomi aru), (aisg . m ezeur em en t equ ation ), dtór e iąazą  - m ienne ston u z -c h o d g c>- 
w iedn ikareu w  aso d n n ych  of o e tw ow ofriycli:

Yt = h (  y £ L  v t y

gdzie Y t je s t w ektorem  (n X  1) obserw ow anych zm iennych  end ogenicznych , za- 
kfócan ia tosow z w cew n an iu odserw acj0 ^ ,  n ieznleżn e nd zakłóceń  losow ych f t 

w p optari sfru kecro ln c j , m oża ^ ć in terp r etow r n e j ako błąd  pom iaru  danych, 
bodź j ak o m iara stopnta p otee c jaln ir  n irp oprc w n ej sp ncyfikacji m odelu  teore- 
ty czn cg o , Ioibł e i Scaoźrh eid e a 20Ca>i . O p r ó c z op óźb)onoch  zm iennych  endoge- 
dinonycy  y -~_e i innow acji £ t, rów nanie przejścia m oże obejm ow ać kształtow anie 
się dodatkow ych zm iennych  z konstrukcji teoretycznej, dla k tórych  dostępne są 
dane em piryczne. C zęść zm iennych  endogenicznych  w  m odelu  m oże nie m ieć 
odpow iedników  w  zm iennych  obserw ow alnych, co pow odu je że niektóre zależ­
ności m ogą zostać pom inięte w  czasie konstrukcji rów nania obserw acji i, w  kon­
sekw encji, param etry  struktu ralne w ystęp u jące jed y n ie  w  tych  rów naniach  
są kalibrow ane. L iniow a postać funkcji g(.) w  rów naniu  przejścia i funkcji h(.) 

w  rów naniu  obserw acji p ow odu je, że otrzym any układ rów nań  m ożna trakto­
w ać jako  liniow y system  przestrzeni stanów , bezpośrednio  w ykorzystyw any do 
konstrukcji funkcji w iarygodności. N ajczęściej w  praktyce p rzy jm uje się liniow ą 
postać rów nania obserw acji i zakłada się rozkłady norm alne dla zak łóceń  loso­
w ych  e t i Ot, co skutku je obniżeniem  stopnia n u m ery czn eg o  skom plikow ania 
aplikacji. M etody rozw iązyw ania i estym acji m odelu  w  przypadkach  ogólnych 
opracow ali Fernandez-V illaverde i R ubio-R am frez (2003, 2005), A rulam palam , 
M askell, G ordon  i Clap p (2002) oraz Amisa n o i Tristani (2007).

3. K O N S T R U K C JA  F U N K C JI W IA R Y G O D N O Ś C I

Z m ien n e obserw ow alne są połączone ze zm iennym i zdefin iow anym i w  kon- 
klru k c ji teoretycz s ej m od elu w  ap osób a rzyOliż ony, doau azczając y istnien ie od- 
c a y len ir d )

Yt = C y ?  + v

gdzie C pełni rolę m acierzy selekcjonu jącej i odzw ierciedla założenia dotyczące 
w yboru p oszczególnych  zm iennych  stanu do konstrukcji rów nania obserw acji,
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zw iązan e z  d ostęp nością i definicją  d anych em pirycznych . W ykorzystują c  zależ­
n ość yO  = y  + y g  Z  jnsC h a ^ y n niem  zm ie n n y ch  en d ogenic;^nyc;li y ic
o d. ichi w artości w  stanie seabilncdn oraz n a k l c c U niow ą p nstać r ów nania 
przejścia:

y?  = y  + ̂ -1  +

otrzym uj om y n astęp u jący u kład r ów neń:

Y  - «  + « . « + v, 

y•<’ -  £,it'i'+i=A

w  któr ym  m aci er z e g y i j ,  za leyą ad  w enizce Z o taz cakZaCcmy  Eż0c) = 0
C E (v tvt) = 2 v. U k ład ten , lin iow y w zê O-dem  c m is n n drh e n dog eniczn y ch, tw oc 
rzy reprezen tację  m od elu zy w n ow a j  ogóln nj w  p rzeetrnem  ptan tw , na p o dste- 
w !e Otśreg o m e ^liiere jes t skonstotuow ynie ^un];cji w ^ i ^ d d z c ^  w ykorzystu jąc 
fi Itr K clm ay , 1 he  w zględu o a  ^ifotolsir îrsjitoŷisal^tc eh aordteć m ektórynh zm lcenhnh  
stanu. D l a w ektoea eekn orO  lom w ycło w  rów n anrn ^ z ejścig aa, = g ee t i w  oów n c- 
n io  oCterw cs ji gę :;ijiuc:ads  i  iś s d a tea w , M ontyczn e rozkiedy npsm cln e, o w ap 
tośd a c h  occ ekiw an ycn  eów oneh  zeoo i m acioez ycą  Cow aritn s ji  o dn owi e cin io 
Q  oraz V : ov% ~  i i d N (0, Q )  i — i id N t0 , V).

Łpecny zozWaO obyekw acji Y, ]fo ch odoącz- a te ooctycz n ej cad ajrkoL p o zo ­
sta jące] y  rów n ow aOz a O ozem icń o sjj j ĉ slt; i joezyn em w or a n S o w wcO rn ck ład ć w 
w ektorów  Yw, w zględem  pazryzłycd w artości Y t_o- p (Y t \ Y- lyd ) , przy ustalonych 
param etrach  6  i rozkładzie stanu początkow ego Y 0:

P(Y\! = P Y  l Y ^ e p p f & M p Y , ! ^  \ Y0 ,d)p{Y0 \d).

g dlzie Y i est m ad etzą (T  X n )  obserw acji n a Łm ien n y rh  en d og r n j conych .F nn k c ja 
w ir ry g o dn a śni j est a on cŁroow ano r eOu red ryj n ie; ir-ktiaLio Litijin r i99r ) , Cer n add=z- 
Viiiewerde i Ru H o-R am irez (2005, 2007):

!(ra|7) = J # ( 2 ( r r /2  det# , , . ^ 1' 2 e x p [ -0 .5 (Y  -  Y ^ )  ' S - U Y  -  " %

gdzie 2 ^ _1 y o w ym iarach  (n X  n ), je s t w aru n Oow ą, w zględem  zbioru in form acji 
w  m om encie (t-1), m acierzą kow ariancji w ektora Y t, zaw ierającego obserw acje do 
m om en tu t  Yt ,̂_l w artośc ią o cz e k iw an ą Y ; ,  w aru nkc w ą w z g ręd em  z H o m m fo r-  
m a c jiw  m om zncie (C- 2 0 :

YAt _i = Y  + C y +_x,



!  =C P C '+V
! t \ t -1  C  r p t -1  C  ,

n atom iaat predykcja w ektora stanu i j ngo m acierzy  kow ariancji PZ+ij* zach o ­
dzi w edłu g  nastopu jących  form uł:

$ 1  i|t = g y y = L  + K tv t >

P t+ lt =  S y  ( P gt-1 + P t\t- lC  ! ^ - 1 C  P t|t-1 +  2

g dzir K  = ,?i;PJ|p_ C  oznacza popraw kę Kalm ana. Stan początkow y układu
ustala się w  praktyce na poziom ie od pow iad ającym  determ in istycznem u  sta­
now i stabilnem u m odelu. O pisana procedura je s t  za im p lem entow ana w  pa­
kiecie D ynare, stanow iącym  obecnie podstaw ow e narzędzie estym acji i sym u­
lacji estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej, dlatego została tutaj w  skrócie 
przedstaw iona, A djem ian, Bastani, Juillard, M ihoubi, Perendia, R atto  i Villem ot 
(2011). Funkcja w iarygodności m oże bezp ośrednio  służyć do estym acji param e­
trów  struktu ralnych  m odelu, m .in. L inde (2005). N ajczęściej je d n a k  w ykorzy­
stu je się m etody w nioskow ania bayesow skiego, pozw alające na uw zględnienie 
dodatkow ej in form acji spoza próby i uniknięcie znacznych  trudności nu m erycz­
nych , ze w zględu na zastosow anie m etod  M on te Carlo. O p racow ane zostały  
rów n ież  techniki konstrukcji funkcji w iarygodności i estym acji m odeli, w  k tó­
ry ch  w ystępu ją  n iestacjonarne zm ienne losow e; D urbin  i K oopm an (2001), zob. 
im plem entacja : A djem ian, Bastani, Juillard, M ihoubi, Perendia, R atto  i V illem ot
(2011). L inearyzacja rów nań  strukturalnych  nie je s t konieczna w  przypadku za­
stosow ania in n y ch  m etod  konstrukcji funkcji w iarygodności, w ykorzystu jących 
filtry M onte Carlo; A rulam palam , M askell, G ordon i C lapp (2002), Fernandez- 
-Villaverde i R ubio-R am frez (2003), An i Schorfheide (2007a), Am isano i Tristani
(2007) oraz Fair i Taylor (1983).

4. E S T Y M A C JA  B A Y E S O W SK A

Analiza bayesow ska dostarcza narzędzia w nioskow ania o param etrach  struktu­
ralnych  estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej, oceny niepew ności zw iązanej 
z ich  estym acją  i m etody określania błędu p opełn ianego przy szacow aniu  in tere­
su jących  badacza charakterystyk  teoretycznej gospodarki. M ożliw ość konstrukcji 
rozkładu praw dopodobieństw a w ybranej funkcji param etrów  fund am entalnych  
m odelu , procesów  stochasty czny ch  i p ozostałych , w ielkości odzw iercied la ją­
cych  m echanizm y gospodarcze, m a kluczow e znaczenie w  ocenie stopnia w ia­
rygodności rezultatów  badań. Bayesow skie podejście do estym acji w ykorzystuje 
kom p letny system  w arunków  pierw szego rzędu, ograniczeń zasobow ych i reguł
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d ecyzy jnych , k tóry  je s t  następnie szacow any na podstaw ie d anych  pochod zą­
cych ze zagregow anych szeregów  czasow ych, pozw alając rów nocześnie na skon­
struow anie jed n e j m iary  określającej stop ień  dopasow ania m odelu  do d anych 
em pirycznych, w  postaci brzegow ej gęstości obserw acji. Jed n oczesn a estym acja 
kom pletnego system u dynam icznego pozw ala na rozw iązanie problem ów  endo- 
geniczności regresorów , w ystępu ącego w  regule d ecyzy jnej banku centralnego, 
k tóry  w ym aga stosow ania szeregu dodatkow ych  zm iennych  instru m entalnych  
podczas estym acji p o jedynczych  rów n ań  u ogólnioną m etod ą m om entów , Lubik 
i Schorfh eide 02006). Z in n ych  prac p ośw ięcon ych  bay esow skiej estym acji m o deli 
r ów n ow agi ooólnej m ożn a w;^]^is!;nifh: Schzefh oid e (201 e), F erns n dso-\eilav erd a 
(ZOOO), M ilani ii R lir iee Ru g i - M uaaiia (200F), i. RuRiio-R am lauo
(F00 0a( 2005t>l, Oem Zn d cz -Villaveśde i Ru bi2 -R am isez - -0 04^ D ejo n y , In gram  
i W h iiem an  020002, O trok  (20°1) ^iiitoigl o;1to^ (1980).

Aioolize b o)esaw śk a  pozw Zir  n a jcołączoni i  w  prooeoie w niorOow ania o aiok- 
Oorze z aram rgróoe r1tru ktvra1n y c 0  Ounogu m odr lu M  sub iekOyw n ej w s ^ y nej orie- 
î ;̂ p/r e>o d sszś o m uc l)w aah w aetościoch  oriJLori^miJlirOw, aiozm ułow an oj w  rookitodzo  
a /eron , o in form acją o rw arltą w  fuoOcji w iKrygodwoćci. Łdczn 0  rozidad 
olt) t̂̂ r’̂ cic;ji Y = ( Y l ó ..,Y e ) ' i w okóoaa paśam otoidw- sfruOtudalin ycg  00# don ogc m o- 
dślu,, oaroślan 0  pr&ez iloczyn  g ostodci: próbkow ej jofY  I i . M -  i a pniori p (6 j I jyÔ̂JI, 
jo s i naoow ank  stoOysóy cznym  ^ jDcL«2lt2i-i Oageoow slkim , o Iztócego n a p o aeOawie 
w ooer Oay oea,, o-raym o ie m p aazUiad. a yirsdoozon w elctora pzr am eOów, w orun- 
Mow g w a^ d rm  z’-/;<̂2 Fp rKyfio kcji °,10 , ( Y 01-).

fa lką : p  ( Y j i "  = |>(Y| "  № lY p " l M ".)« ." ; ZeHn e0  ol 9 7 1 )' - siê ŵ̂a îslsi ( l^ ^ l, 2001)

e jach, cj^^Ii ooow ażam o funkcjs  wi ary go dn ości o o staci: ! !  | ) =i R(r| di №  '2).

G ęstość rozkładu a posteriori je s t  proporcjonalna do iloczynu funkcji w iarygodno­
ść- aglj I COO].) a r ozFłodz e prRaz a(Cil O g)-

Ł ączny  rozkład  a posteriori param etrów  i in n y ch  zm ien n ych  w  m odelu  za­
w iera w szystkie dostępne o nich  in form acje , pozw alając na w nioskow anie o oce-( 
nach  p u nktow ych  i n iepew ności zw iązanej z w ybranym i funkcjam i param etrów , 
poprzez odpow iednie rozkłady brzegow e. Estym acja bayesow ska m odeli rów no­
w agi ogólnej prow adzi do elastycznego uw zględnienia in form acji o fu nk cjono-

g dzie p (  ŜOś̂ ,;) oonacza brzr gow ą g ęcto=1  ogseew aRi w  i- tym  m od elu( w /sroFon 0

i O 'H ogan (1404) . --’o zaob seaw ow aniu dun y cU Yo g sctośa w ektora s^ôtoi <̂̂]i
p (Y \  !  , M  ,)  co śp aeru jooriy j ako fn nOcię paoeooOrów  iic pcz&o uotalionysg  otie rw a s

p !  \Y ,M i ) cc ! ( !  I Y , M  i ) p ( 6 x M ).
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w aniu gospodarki uzyskanej z bad ań  m ikroekonom icznych. Z najom ość przecięt­
nego  czasu trw ania kontraktów  płacow ych, preferencji konsu m entów  w  zakresie 
podaży pracy, czy też p raw dopodobnego przedziału  zm ienności in n y ch  w ielko­
ści, pozw ala na ich  uw zględnienie poprzez rozkład  a priori, którego rozprosze­
nie m ożna in terp retow ać jako  odzw ierciedlenie stopnia w iarygodności w iedzy 
w stępnej. Subiektyw ne przekonania badacza dotyczące zachow ań grup podm io­
tów  gospodarczych w  m odelu, w yrażone w  rozkładzie a priori, są zaw sze m odyfi­
kow ane przez fu n k cję  w iarygodności, co pozw ala in terp retow ać różn ice m iędzy 
w nioskow aniem  a priori i a posteriori rów nież w  kategoriach rozbieżności m iędzy 
danym i m ikroekonom icznym i i danym i z szeregów  m akroekonom icznych. Nikła 
w stępna w iedza o kształtow aniu się p aram etrów  struktu ralnych  m odelu , bądź 
je j całkow ity brak, oznacza w  praktyce przyjęcie dla nich  n ie in form acy jnych  roz­
kładów  a priori pow odu jących , że w nioskow anie a posteriori opiera się głów nie 
na in form acjach  zaw artych w  funkcji w iarygodności. A lternatyw nie do podejścia 
bayesow skiego, w  niew ielkich  m odelach rów now agi ogólnej, zarów no liniow ych 
ja k  i n ielin iow ych, stosow ano do estym acji m etod ę najw iększej w iarygodności, 
której w łasności om aw iają  m .in. Fernandez-V illaverde i R ubio-R am frez (2005, 
2007), Gali, G ertler i L ó p ez -S z 0 do (2005),L i n d e  (2005), Fer n andez-Villaverde, 
R ubio-R am frez i Santos (2006) or a z R u ge-M urc iF (2 007).

M eto dy w n ioskow ania b ayeoow ski ego do s t-rc zają  ioom alnego  n arz - dzia 
służąceg o p or ów nyw aniu  konk ur en c y ja y c h m od eli, w  t y m m odeli rów now agi 
ogólnej i w ektorow ej autoca^ oeji° poprzez ich p eaw d o ^ ^ t ó e ń stw a a posteriori. 

W  zbiorze alternatyw nych róctystyacnych m odei  b tr e r o w skiah, M  = M m},

dla d anych  obserw acji Y, m ożem y określić praw d opod obieństw o a posteriori 

i-tego m odelu, korzystając ze w zoru Bayesa:

gdzie P (M )  je s t  praw d op od obieństw em  a priori danej specyfikacji, opisującym  
subiektyw ne przekonania badacza co do m ożliw ości opisu obserw acji przez ten 
m odel. Jeśli rozkład  a priori je s t  scentrow any w  obszarach przestrzeni p aram e­
trów, dla k tórych  funkcja  w iarygodności p rzy jm uje niskie w artości, to m odel taki 
będzie m niej p raw dopodobny a posteriori niż ta sam a specyfikacja z bardziej roz­
p roszonym  rozkład em  a priori, przy ezałożeniu  jed n ak ow y ch  szans a priori każ­
dego z nich. Z godność inform acji w stępnej z funkcją  w iarygodności prow adzi do 
ąnajw yższego praw dopodobieństw a a posteriori. Bayesow skie p orów nyw anie m o­
deli um ożliw ia rów nież elim inację w pływ u praw dopodobieństw  P (M )  poprzez 
rozw ażenie ilorazu szans a posteriori par m odeli, zdefin iow anego przez iloczyn 
czynnika Bayesa i ilorazu szans a priori:
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P ( M S \Y) = P (Y \M S) P ( M J  

P ( M q \Y) p ( Y \ M q) X P ( M q) ^

gdzże czy n n ik  Bayesa 0 ° ,  okrerion y przez ilor az brzeg ow ych  gęstości w ek tora 
obserw acji ^ C TlM^)/p ( Y \ M ° ) , m ierzy śesatyw no m o c w y jaśm ającą m o d eh A/̂s 
i M ą or az  u jm u je in form r cj e, w  ja ld m  scopiniu  obcerw acje  potw ierdzają  m o d e1 

W— w  p cro w n eniu z  m o delem  M ,,; BSy > 1 oon ecoe w rk dganie przcz obsorw ecj 9 , 
że m o del M s jc c y b aedzio( adekw atnc  dce ich  opisu; J affeej is (1961, , K ors i R nftey 
(0195^

]0 e^̂ <acf;y w n ic skow onm 0 ey ecow rldego m og^ n o c m na zoetać zastosow a c e  do 
d ezp ośrodm eao "ąyrcrno w ieOz)? r  konknarncyjazocie m oOsa o ksntałtow anin ;ei  ̂
w ybranei пт к ф  p esam e trów riyu kgur^ k y c a  i proacców  sOochastyazn y ch , oprnu- 
jąodoy  m teresa jąc0  b e daeta  wteIk r ro m c b roelcon om iśzn ą  fy, n °>. w oy yźnik  iibflisizi  ̂
w  p rocz> jn c t l^son i Kac:;i>j>o iś i^ (̂i<ii. e unkzja gęstośd  u a rednio a ego rozkśadn o po­

s teriori k  j esS śaoOwią w eżo i'i£id e î̂ ości a posteriori A w  każdym  z m odeli:

m

p ( " \ Y) = IY ,M  Y  (M . Y ) ,

g dzże w agi P ( M L %Y) są praw dopodobieństw am i a posteriori m odeli.
Schem at estym acji bayesow skiej w  praktyce m ożna sprow adzić do czterech 

zasadniczych części:
1. O kreślenie rozkładu a priori dla param etrów  estym ow anych i kalibracja para­

m etrów  nie p odlegających  estym acji; um ożliw ia to uw zględnienie w  m odelu 
w iedzy w stępnej.

2. W yznaczenie, poprzez nu m ery czną aproksym ację m odalnej rozkładu a poste­

riori, przybliżonych ocen param etrów  strukturalnych  i m acierzy kow ariancji, 
k tóre są n iezbęd ne do zapoczątkow ania łańcucha M arkow a.

3. N u m eryczna realizacja estym acji bayesow skiej poprzez m etod y  M onte Carlo 
oparte na łańcuchach  M arkow a (w szczególności za pom ocą algorytm u M e- 
tropolisa i H astingsa) oraz em piryczna ocena ich  zbieżności.

4. A proksym acja brzegow ych  rozkładów  a posteriori param etrów  oraz inny ch  
charakterystyk  m odelu  na podstaw ie u zyskanego łańcucha M arkowa.

5. IN N E  Z A G A D N IE N IA  M E T O D O L O G IC Z N E

O gół zagadnień  m etodologicznych zw iązanych z estym ow anym i m odelam i rów­
now agi ogólnej je s t niezw ykle obszerny a ich  dokładne om ów ienie w ym agałoby 
szeregu opracow ań; obszerny przegląd tem atów  m ożna znaleźć m .in. w  pracy: 
W róbel-Rotter (2012f). W ybrane zagadnienia m etodologiczne stanow iły  cel analiz 
w e w cześn ie jszych  pracach  autorki: w prow adzenie w  tem atykę: W róbel-Rotter
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(2007b, 2007c), szczegóły w yprow adzenia rów nań  strukturalnych przykładow ego 
m odelu: W róbel-R otter (2011a, 2011c, 2012e), om ów ienie zagadnień  estym acji 
i m etod  num erycznych: W róbel-Rotter (2007a, 2008, 2012b), prezentacja  technik  
oceny  stabilności rozw iązania i zależności m iędzy param etram i postaci struktu­
ralnej i zredukow anej: W róbel-Rotter (2011b, 2012c) oraz m etoda bu dow y i zasto­
sow anie hybryd ow ego m odelu  w ektorow ej autoregresji: W róbel-Rotter (2012a, 
2012d). O prócz p oru szonych  w  artykule tem atów , w  literaturze obecnych  jest 
w iele zagadnień  dodatkow ych, z k tórych  zasadniczy  dotyczy p rognozow ania 
na podstaw ie estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej, analizy charakterystyk  
ekonom icznych  gospodarki, w  szczególności funkcji odpow iedzi im pulsow ych, 
i in n y ch  zagadnień  dotyczących  w łasności m odeli, m .in. w arunków  identyfi- 
kow alności param etrów . Szeroko traktow ane są rów nież aspekty num eryczne 
estym acji bayesow skiej, pełn iące kluczow ą rolę w  procesie zna jd yw an ia  osza­
cow ań param etrów . Z agadnienia te w  w iększości nie są szczegółow o om aw iane 
w  pracy, ze w zględu na ich  obszerność; problem y specyfikacji i identyfikow alno- 
ści zostały  w  skrócie przedstaw ione poniżej. M etody  prognozow ania na podsta­
w ie estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej m ożna znaleźć m .in. w  pracach: 
D el N egro i Schorfheide (2003), Sm ets i W outers (2004), Adolfson, L inde i Villani 
(2005), R ubaszek i Skrzypczyński (2008), Schorfheide, Sill i Krysko (2010), Edge, 
Kiley i Laforte (2009), H erbst i Schorfheide (2011) oraz D el N egro i Schorfheide
(2012). M etod y  prognozow ania bayesow skeigo om aw ia m .in. G ew eke i W h ite­
m an  (2006).

6 . A N A L IZ A  W R A Ż L IW O Ś C I

A naliza w rażliw ości je s t  p o jęc iem  ogólnym  i m oże się odnosić do badania 
w pływ u na in teresu jącą charakterystykę m odelu  zm iany jeg o  założeń, zastoso­
w ania innej m etody estym acji, przyjęcia alternatyw nych m etod  testow ania h ip o­
tez, czy też sposobu predykcji zm iennych, Poirier (1995). W  zależności od zakresu 
zm iany  d anych  p aram etrów  bądź ich  funkcji w okół w ielkości referency jnych , 
m ożna rozpatryw ać analizę w rażliw ości w  sensie lokalnym , rozw ażając elastycz­
ności czy też efekty krańcow e, bądź globalnym  (ang. global sensitivity analysis, 
GSA), zw iązanym  ze znacznym i zakresam i w artości zm ien n ych  n iezależnych  
w  system ie dynam icznym , jakie  pozw ala ją  przeanalizow ać p rezentow ane m e­
tody. N a gruncie w nioskow ania bayesow skiego analiza w rażliw ości najczęściej 
dotyczy w pływ u zm iany param etrów  rozkładów  a priori na ich  oceny  uzyskane 
a posteriori. W  estym ow anych m odelach  rów now agi ogólnej często też spraw dza 
się uzyskane rezultaty  estym acji w  zależności od różnych  ustaw ień param etrów  
m etod n u m ery czny ch  i p rzy jętych  kryteriów  oceny ich  zbieżności. O ddzielnym  
zagadnieniem  je s t zastosow anie m etod analizy w rażliw ości w  ocenie zależności 
w ystępu jących  w  konstrukcji teoretycznej m odelu  rów now agi ogólnej.
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Sposób rozw iązyw ania i liniow ej aproksym acji m odeli rów now agi ogólnej 
n ie um ożliw ia określenia bezpośredniego pow iązania param etrów  postaci zredu ­
kow anej z param etram i strukturalnym i. Pow oduje to, że charakterystyka takiego 
zw iązku w ym aga zastosow ania d odatkow ych m etod , w  szczególności tech n ik  
stosow anych w  analizie w rażliw ości, k tóre pozw alają na określenie w ybranych 
cech  m odelu  d ynam icznego  i k lu czow ych  czynników  d eterm in u jących  jeg o  
w łasności. Analiza w rażliw ości określa w  jak im  stopniu  n iep ew ność zw iązana 
z w nioskow aniem  o danej charakterystyce teoretycznej gospodarki, uzyskanej 
z postaci zredukow anej m odelu, je s t  przypisyw ana do źródeł n iepew ności zw ią­
zanych  z poszczególnym i param etram i strukturalnym i. P ojęciem  zbliżonym  do 
analizy w rażliw ości je s t analiza n iepew ności, która ogranicza się do czynników  
w yjściow ych w  m odelu; Saltelli, Ratto, A ndres, C am polongo, Cariboni, Gatelli, 
Saisana i Tarantola (2008). Param etry w ystępu jące w  postaci strukturalnej m odelu 
są traktow ane jako  w ielkości w pływ ające na kształtow anie się n ajw ażnie jszych  
jeg o  w łasności, dotyczących  m .in. w arunków  stabilności, w spółczynników  p o ­
staci zredukow anej i charakterystyk  ekonom icznych gospodarki. K luczow e p ro ­
cesy w  system ie ekonom icznym , oznaczającym  w  tym  przypadku estym ow any 
m odel rów now agi ogólnej, są u tożsam iane z zależnościam i m iędzy param etram i 
strukturalnym i a param etram i postaci zredu kow anej, określonym i przez n ieli­
n iow e funkcje param etrów  strukturalnych w  reprezentacji m odelu w  przestrzeni 
stanów. W łasności tych  zależności są identyfikow ane przez analizę w rażliw ości 
odpow iednich  param etrów  strukturalnych  w  m odelu.

E stym ow ane m odele rów now agi ogólnej w ym agają  spełn ienia  przez para­
m etry  strukturalne szeregu w arunków  zapew niających  stabilność ich  rozw iąza­
nia. A nalityczne w yznaczenie pełnego  obszaru stabilności param etrów  struktu­
ralnych  je s t najczęściej niem ożliw e i, w  praktyce, zagadnienie to je s t  p om ijane 
lub ograniczane do spraw dzenia w arunków  stabilności dla w artości oczekiw a­
n ych  rozkładów  a priori, natom iast w arunki zapew niające jeg o  spełn ienie są n a­
kładane dopiero na etapie estym acji bądź kalibracji param etrów  strukturalnych. 
M etod y analizy g lobalnej w rażliw ości u m ożliw iają  ocenę, k tóre obszary p rze­
strzeni param etrów  w  rozkładzie a priori n ie sp ełn ia ją  w aru nk ów  stabilności 
rozw iązania m odelu  i m ogą być pom ocne w  określeniu w artości początkow ych 
w  p rocedurach  n u m erycznych ; zob. Ratto (2008), Berliant i D akhlia (1997) oraz 
Salteli (2002). Pozw alają one rów nież na w ykrycie p otencja lny ch  konfliktów  m ię­
dzy w artościam i p oszczególnych  p aram etrów  m ających  kluczow e znaczen ie w 
dopasow aniu  m odelu  do w ybranych  szeregów  m akroekonom icznych. Analiza 
w rażliw ości m oże być rów nież zastosow ana do badania  obszarów  stabilności 
rozw iązania, oceny dopasow ania do d anych oraz techniki przybliżania zw iązku 
m iędzy param etram i postaci zredukow anej i strukturalnej m odelu  z zastosow a­
n iem  filtrow ania M onte Carlo i dekom pozycji funkcji; zob. Saltelli, Ratto, Andres, 
C am polongo, C ariboni, Gatelli, Saisana i Tarantola (2008), Saltelli, Tarantola, Cam ­
polongo i R atto  (2004), Ratto (2008), B erliant i D akhlia (1997) oraz Salteli (2002).
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Pełną analizę w rażliw ości dla estym ow anego m odelu  rów now agi ogólnej przed­
stawili m .in. Ratto, Roger, in 't  Veld i Girardi (2005).

7. S P E C Y F IK A C JA  I ID E N T Y F IK A C JA  M O D E L I

E stym ow any m od el rów now agi ogólnej je s t  k on stru k cją  teoretyczn ą łączącą 
w  jed n y m  system ie teorię m akroekonom ii i m ikroekonom ii, co p ow odu je że 
w szelkie w ielkości opisu jące gosp odarkę i p rog n ozy  są w ynikiem  założonej 
w  m odelu  teorii oraz struktury procesów  stochastycznych  kształtu jącej je j dyna­
mikę. O gólny  charakter w skazu je na kilka p oten cja ln y ch  źródeł jeg o  n ieo d p o ­
w iedniej konstrukcji, m ogących  m ieć sw oje przyczyny w  niepopraw nym  okre­
śleniu relacji strukturalnych  gospodarki, preferencji k onsu m entów  i technologii, 
pom inięciu  zależności n ielin iow ych, n iepraw idłow ej specyfikacji procesów  sto­
chastycznych  oraz sym etrycznym  traktow aniu p odm iotów  w  m odelach  dla g o­
spod arek  otw artych; Lubik i Schorfheide (2006). Popraw na specyfikacja m odelu 
je s t  tutaj rozum iana jako  u znanie danego m odelu  za w łaściw y proces g eneru ­
jący  obserw acje. Z m niejszenie stopnia n iepopraw nej specyfikacji estym ow anych 
m odeli rów now agi ogólnej je s t m ożliw e poprzez zw iększenie liczby zm iennych 
losow ych m od elu jący ch  zak łócenia  strukturalne w  m odelu  zapisanym  w  p o ­
staci system u racjonalnych  oczekiw ań, m .in. Sm ets i W outers (2003) oraz Lubik 
i Schorfheide (2006). A lternatyw nie, m ożliw e jest w prow adzenie stochastycznych 
zakłóceń  do rów nania obserw acji, bez  nadaw ania im  interp retacji ekonom icznej; 
Sargent (1989). O cena popraw ności m odeli strukturalnych jes t najczęściej doko­
nyw ana po ich  zapisaniu w  form ie w ektorow ej regresji, z odpow iednim i para­
m etrycznym i restrykcjam i i analizie ich  zgodności z danym i em pirycznym i i m o­
delem  referency jnym ; Schorfheide (2000), An i Schorfheide (2007b). O m ów ienie 
zagadnień  polityki p ieniężnej w  przypadku m odeli z p ew ny m  stopniem  nieod ­
pow iedniej specyfikacji m ożna znaleźć m .in. w  pracy: D el N egro i Schorfheide 
(2005, 2009).

O prócz zagadnienia popraw ności specyfikacji estym ow anych m odeli ró w n o ­
w agi ogólnej, często po jaw iającym  się w  czasie ich  konstrukcji, problem em  jest 
identyfikacja param etrów  strukturalnych. M odel ekonom etryczny  nie je s t iden- 
tyfikow alny, jeśli konkurency jne jeg o  param etryzacje , m ające różną interp retację 
ekonom iczną, prow adzą do tego sam ego rozkładu praw dopodobieństw a obser­
w acji, tzn. są obserw acyjn ie rów now ażne; Lubik  i Schorfheide (2006). O kreśle­
nie w arunków  identyfikow alności m odeli rów now agi ogólnej je s t trudniejsze 
niż w  przypadku w ektorow ej autoregresji, czy też lin iow ych m odeli o rów na­
n iach  w spółzależnych, ze w zględu na n ielin iow ość zw iązku m iędzy p aram e­
tram i strukturalnym i a rep rezen tacją  m odelu  w  przestrzeni stanów , która określa 
łączny  rozkład  praw dopodobieństw a obserw acji. M odele te są identyfikow alne 
przy założeniu  odpow iednich  rozkładów  a priori i struktu ry  procesów  egzoge-
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nicznych; Lubik  i Schorfheide (2004) oraz Beyer i Farm er (2004). M etody  estym a­
cji w ykorzystujące podejścia z n iep ełn ą  inform acją , takie ja k  uogólniona m etoda 
m om entów  czy też m etoda znajdyw ania ocen param etrów  poprzez p orów nyw a­
nie funkcji odpow iedzi im pulsow ych, m ogą pow odow ać w ystępow anie u kry­
tych  problem ów  id entyfikacyjnych , ze w zględu na pom inięcie podczas estym a­
cji części założeń  dotyczących pozostałych rów n ań  i procesów  stochastycznych 
m odelu. Specyfikacja pełnego  układu założeń, konstrukcja  funkcji w iarygod no­
ści, uw zględnienie dodatkow ej in form acji poprzez rozkład  a priori i jed noczesna 
estym acja  system u rów n ań  pozw ala ją  na zapew nien ie identyfikow alności m o­
delu i zap ew nia ją  is tn ienie rozkładu a posteriori. Z agadnienia  identyfikacji m o ­
delu i jeg o  param etrów  strukturalnych  nie będ ą szerzej om aw iane w  pracy, a je ­
dynie zasygnalizow ane dla zapew nienia  kom pleksow ego podejścia do tem atyki 
estym ow anych m odeli rów now agi ogólnej.

8 . M O D E L E  H Y B R Y D O W E  I P O P R A W N O Ś Ć  S P E C Y F IK A C JI

Stop ień  n iezgodności restrykcji, w ynikających  z m ikroekonom icznych  zagad ­
n ień  optym alizacy jnych  i regu ł d ecyzy jnych, z danym i m akroekonom icznym i 
m oże być analizow any w  kontekście rozkładu a priori i a posteriori na gruncie 
w nioskow ania bayesow skiego. R ozkład  a priori, gen erow an y  z m odelu  ró w n o ­
w agi ogólnej, m oże być przy jm ow any dla w ektorow ej autoregresji, um ożliw iając 
w  ten  sposób spraw dzenie zgodności teorii ekonom icznej z danym i em pirycz­
nym i; D el N egro i Schorfheid e (2004). M etodologia pozw ala jąca na połączenie 
w nioskow ania na podstaw ie estym ow anych  m odeli rów now agi ogólnej z m o­
delam i w ektorow ej au toregresji została zap rop onow ana w  pracy  D el N egro 
i Schorfheide (2004) i następnie rozw inięta przez D el N egro, Schorfheide, Sm ets 
i W outers (2007). O kreśla ona klasę m odeli hybrydow ych, znanych  w  literaturze 
pod  p o jęciem  DSGE-VAR (ang. D ynam ic Stochastic G eneral Equilibrium  Vector 
A utoRegression), które pow stały  w  w yniku poszukiw ania m etod  uw zględniania 
w  m odelach  w ektorow ej autoregresji in form acji w stępnych , m ających  za zada­
nie ich  pow iązanie z teorią ekonom ii i popraw ienie ich  w łasności. P ierw otnie 
prace te k oncentrow ały  się na zastosow aniu m odeli strukturalnych, podbudow a­
n ych  teorią ekonom ii, do konstrukcji rozkładów  a priori dla w ektorow ej autore­
gresji; Ingram  i W hitem an (1994), bądź do p orów nań  w łasności statystycznych 
m akroekonom icznych szeregów  czasow ych; D eJong, Ingram  i W hitem an (1996). 
M odele teoretyczne dostarczały p orów nyw alnego rozkładu a priori, ocenianego 
w  kategoriach zdolności prognostycznej uzyskanej postaci hybrydow ej, ja k  m e­
todologia, w  której zm ienne w ektorow ej autoregresji są traktow ane a priori jako 
grupa n iezależnych  p rocesów  błądzenia losow ego, zap rop onow ana w  pracy 
D oan , L itterm an  i Sim s (1984) oraz L itterm an (1986). P ierw szy m odel h ybry­
dowy, estym ow any m etodą najw iększej w iarygodności, pow stał po zdefiniow a­
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niu procesu  au toregresyjnego dla w ektora zakłóceń  losow ych w  rów naniu  ob­
serw acji reprezentacji m odelu  rów now agi ogólnej w  przestrzeni stanów  i został 
zap rop onow any w  pracy Ireland (2004). D alszy rozw ój m etodologii polegał na 
konstrukcji rozkładów  praw dopodobieństw a, które w  sposób form alny  łączyły 
w nioskow anie na podstaw ie w ektorow ej autoregresji z m odelam i posiadającym i 
uzasadnienie w  teorii ekonom ii. Techniki te pozw oliły  na opracow ane m etod  for­
m alnego w nioskow ania o param etrach  m odelu  rów now agi ogólnej na podsta­
w ie w ektorow ej autoregresji w  m odelach hybrydow ych; D el N egro i Schorfheide
(2004) oraz D el N egro, Schorfheide, Sm ets i W outers (2007) i dyskusję ich  w łasno­
ści; Christiano (2007). Z obecnie opracow anych zastosow ań m odeli hybrydow ych 
m ożna w ym ienić prace m .in. Lee, M atheson  i Sm ith  (2007), Liu i G upta (2008), 
W atanabe (2007), C how  i M cN elis (2010), A dolfson, Laseen , L inde i Villani (2008), 
Kolasa, R ubaszek i Skrzypczyński (2012) oraz Brzoza-Brzezina i Kolasa (2012).

Łączne w nioskow anie na podstaw ie obydw u p od ejść je s t m ożliw e poprzez 
b u dow ę m odelu  hybrydow ego, czyli hybrydow ego m odelu  w ektorow ej auto- 
regresji. Składa się on z pom ocniczego m odelu  w ektorow ej autoregresji, służą­
cego aproksym acji rozw iązania zlinearyzow anego m odelu  rów now agi ogólnej 
i konstrukcji rozkładu a priori, oraz zasadniczego m odelu  w ektorow ej autore- 
gresji, szacow anego na danych rzeczyw istych. M odel hybrydow y m ożna inter­
p retow ać jako  identyfikow alny m odel w ektorow ej autoregresji (ang. identified 
VAR), nie zaś jako  form ę zredu kow aną m odelu  strukturalnego, An i Schorfheide 
(2007b). W aga X m odelu  rów now agi ogólnej w  m odelu  hybryd ow ym  m oże zo ­
stać ustalona arbitralnie, bądź na podstaw ie form alnego kryterium , opartego na 
brzegow ej gęstości obserw acji. M odel hybrydow y dostarcza narzędzia służącego 
odpow iedzi na pytanie, w  jak im  stopniu  dane em piryczne potw ierd zają  h ip o ­
tezy w noszone przez m odel rów now agi ogólnej, a w  jak im  są te h ip otezy lepiej 
potw ierdzane przez m odel w ektorow ej autoregresji bez ograniczeń. Stosow anie 
m odelu  strukturalnego jako  p u nktu  odniesienia dla procesów  w ektorow ej au­
toregresji zakłada, że teoria ekonom iczna, u jęta  poprzez stylizow ane zależności 
zdefiniow ane w  m odelow ej gospodarce, nad aje się do je j uw zględnienia w  m o­
delu połączonym . M odel hybrydow y m ożna postrzegać jako  sposób na popra­
w ienie w łasności w ektorow ej autoregresji, p op rzez u w zględ nien ie  in form acji 
w stęp n ej, w ynikającej z teorii ekonom ii, bądź też jako  technikę um ożliw iającą 
złagodzenie restrykcji obecnych w  m odelu  rów now agi ogólnej i ocenę popraw ­
ności jeg o  specyfikacji.

Budow a m odelu  hybrydow ego je s t  procesem  hierarchicznym , zaczynającym  
się od specyfikacji rozkładu a priori dla w ektora param etrów  m odelu  rów now agi 
ogólnej, w arunkow o w zględem  którego definiu je się rozkład  a priori dla w spół­
czynników  w ektorow ej autoregresji. U m ożliw ia to, po u w zględnieniu  funkcji 
w iarygodności, w nioskow anie a posteriori zarów no o param etrach  m odelu  struk­
tu ralnego ja k  i w spółczynnikach  w ektorow ej autoregresji. R ozkład  a priori jest 
konstruow any w  oparciu o próbkę d anych  sym ulacy jnych  z m odelu  struktural­



nego, które następnie służą estym acji m odelu  pom ocniczego pozw alającego na 
przekazanie in form acji w stępnej do m od elu hybry dow ego; p o dejście takie; stoso­
w ali m .in . Sim -  i Zh a (1P08). M o ono io w n ie .  sw oje u zasada ie n i f  w  paoniersldch 
fjirî ĉa t^ s  nakeesu l i c r o m a iia m o deln s iatustycznym  wi r dzy fp o b i r róby i in deoi 
w e sz  oaestonej przeo obrfow asje  oraz m eOodaph ich  ^s ĵ anâ -̂î  T̂ ln̂ ii!̂  i G oldbor­
ger er C6 ea Ke n c ep o jr m o deli p on:-oc:i:i-c^j/’c;ai jcW zseikŜ ^iaLniEi rów n ież z b s yenow - 
sl<Cm L m otodaoru w n iork ow c nia u is ĥisjisjfosbll; (an .-  In C-reeO in faren ro); G eltant 
C M aCulloch  i r 0 00 i . ]bjl<sjżct’irr<a jc k t iriiw nie;le rozo aOryw c m a m od elu Oybrudow pgo 
w  kunteld id c b edoń p ośw ipcsn ocśi w y krrereSyw adiu ^ e  Idlioiooi/î ^̂j au Corenrzaji 
i ok o p u n k lu odnikri t n la do bm piryc f n o ch  -  orów n a d z m od eiam i w ; w o Z i c ymi 
seę o ^^^a:ii edonoanii.

Wnioskcw anis w  modera hykrndowym o wsa ófcaynnlkzch i macieron kowa- 
riencji wektorowej autoseaso-ji  i s.. ^^in̂ i î Ŝir̂ cei 0) modelu rów nowrn  Pkcóla.r;: 
i paramatrae wogcwym 3  josb możliw e po aCefim owaniu modelu jfiiĵ ĉî oiri^ir̂ ; 
IctCry jerl: o âi îE;̂̂ iLol̂ -?, psoaz Ttaaejaclioco’̂ ^ au torcgresjc ĵjjrcDlcEi)̂ !!!::!;! ącoc jro:?;iziii£̂a;£Ln̂ e 
cUncarynowenej po ifeni rroUe-u aOsukturWnego oraz weOZocowk l̂âlioiresjs(tr̂ ;s ĵ<g bzz 
rt?k.iu5?’;irji dir dany ais obserw ow an y:!!, Łocznp cozSOaa o orieri eliao z ef -Z i d inni 
Iru dow an y o\i ap osPO hderarcOiczn fi:

p ( $ ,# u, 6 ! )  = p ( $ ,# u\0, X)p(0)p("),

gdaie p ( 0 , 2 M|",! )  -o rozkła d a p riori w cp ółckonnśkOw  i makiskoo dow aciancj i 
w ektorow rj au tcerae-osn j ez at î̂ ir ul -̂̂ jĆ w oau n k owcc w zglade eoie U, a l i ) j e st brze­
gow ym  ror kł ad sm  b [ e zone dlor jeascm rd ó w  m o d ehe row n o w ag;  o jja in e j0 s a r jcCS) 
j osk ra a Wadem  a dr-on  dlk j^aerm eWu w z^ w e ga. î s^0]i !̂̂ l̂ )/,czn;n n:rool^l Ury cson - 
sló j r ^  n toWi okcerlony j r̂etep:

p (Y, $ , # u, Q,K) = p ( P$,  # u)p($>, # u\d,A)p(d)p(A), 

z którego u zysku jem y łączny rozkład a posteriori:

P ’ ’ 1 ) p{Y) ,

g haie oOP reot Ore egow ,  ^ s t o lc ią eb epsw ac j  Ł ączn)  cooklaZ a postesioej m ożna 
UoZda1  dhkom ji ozycji:

p( $,  # ,  " , #  \Y, #  K ) p ( 6 , ,

gdaie w ac a n kow o ro zOkad a proieriori p aramaSrów  auZorearspjl p (O ,2 M|r, ! j 0 ) 
w yraża się stand ard ow ą gęstością p raw dopodobieństw a, natom iast brzegow y
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rozkład  param etrów  m odelu stru k tu ralnego  i param etru  w agow og o p ( 6 ,A \ Y ) , 
je s t  przybliżany nu m ery cznie, z zastosow aniem  algorytm u M etropolisa i Ha- 
stingsa; A djem ian, D arracqParies i M oyen  (2008). H ybrydow y m odel w ektorow ej 
autoregresji p rop on u je rów nież m etodę identyfikacji zakłóceń  strukturalnych  na 
podstaw ie innow acji w ystępu jących  w  postaci zredu kow anej; D el N egro i Schor­
fheide (2004, 2006, 2008), D el N egro, Schorfheide, Sm ets i W outers (2007).

9. U W A G I K O Ń C O W E

E stym ow any m odel rów now agi ogólnej je s t konstrukcją, która je s t silnie zak o­
rzen iona w  teorii ekonom ii. O trzym ane w  w yniku rozw iązania m ikroekonom icz­
n ych  zagadnień  optym alizacy jnych  pod m iotów  rów nania strukturalne, m ające 
form ę nielin iow ego system u racjonalnych  oczekiw ań, należy sprow adzić do ta­
kiej postaci, aby ich  p aram etry  m ogły zostać oszacow ane na podstaw ie danych 
em pirycznych, w  szczególności aby m ożna było zapisać fu n k cję  w iarygodności. 
O znacza to, że m odel pod d aje  się szeregow i przekształceń  i aproksym acji, które 
prow adzą do jeg o  operacjonalizacji. G łów ne obszary na które należy  zw rócić 
uw agę to:

1. U kład założeń  teoretycznych: postać funkcji chw ilow ej użyteczności i je j ar­
gum enty, struktura sektora produkcy jnego, która m a ścisły zw iązek z m echa­
nizm am i agregującym i, w  szczególności sposób indeksow ania cen  w pływ a­
jący  na postać krzyw ej Phillipsa.

2. Struktura procesów  losow ych w  postaci strukturalnej, które d eterm in u ją  dy­
nam ikę zm iennych  stanu w  m odelu.

3. L in earyzacja  ró w n ań  stru k tu ralny ch , na jczęście j stosow ana w  praktyce 
w  celu uproszenia m odelu. M odele w  postaci n ieliniow ej są bardziej skom pli­
kow ane do opracow ania od strony num erycznej.

4. R ozw iązanie zlin eary zow an eg o m odelu  rów now agi ogólnej, p ow odu jące 
nałożenie na przestrzeń  param etrów  skom plikow anych restrykcji, w ynikają­
cych  z konieczności zapew nienia  jeg o  stabilności.

5. Sposób połączenia zm iennych  end ogenicznych, w ystępu jących  w  rozw iąza­
niu  zlinearyzow anego m odelu, ze zm iennym i obserw ow anym i, które należy 
oczyścić z trendu  i sezonow ości oraz sprow adzić do stacjonarności.

6 . Przyjętą  m etodę estym acji, w  szczególności czy jes t to m etoda z p ełną  infor­
m acją, ja k  podejście bayesow skie, czy też taka, w  której rów nania szacuje się 
oddzielnie, ja k  np. uogólniona m etoda m om entów.

7. Stronę n um eryczną, w  której p otencja lne problem y m ogą w ynikać z postaci 
funkcji w iarygodności, w  konsekw encji nałożenia na przestrzeń  param etrów  
licznych, skom plikow anych restrykcji, w ynikających  z konieczności zapew ­
nienia stabilności rozw iązania m odelu.
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8 . F unkcjonow anie algorytm u M etropolisa i H astingsa, w  szczególności dobór 
p u nktów  startow ych za pom ocą przybliżonych m etod  num erycznych , m oni­
torow anie jeg o  zbieżności i analiza w rażliw ości na zm ianę w artości początko­
w ych. Stabilność średnich  ergodycznych.

9. A nalizę obszarów  w artości param etrów  stru ktu ralnych  p row ad zących  do 
stabilności rozw iązania, w pływ u w  praktyce ich  niew ielkiej liczby na w spół­
czynniki postaci zredu kow anej odpow iedzialne za charakterystyki ek ono­
m iczne m odelu.

10. W  m odelach  hybrydow ych: jakość aproksym acji zlinearyzow anego m odelu 
rów now agi ogólnej przez w ektorow ą autoregresję, zazw yczaj niskiego rzędu. 
W rażliw ość ocen brzegow ej gęstości obserw acji na zm ianę w artości param e­
tru w agow ego.
W ym ienione aspekty m odelow ania za pom ocą estym ow anych m odeli rów ­

now agi ogólnej n ie w yczerp u ją  w szystkich obszarów, na które należy  zw rócić
szczególną uw agę w  badaniach  em pirycznych. M ają  one jed y n ie  zasygnalizow ać
m ożliw ość w ystąpienia problem ów  przy stosow aniu m odeli w  praktyce.
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