Andrzej Lachwa
Podobienstwo zbiorow

1. Wstep

Niemal codziennie uzywamy okreslenia ,,podobienstwo” i wskazujemy rze-
czy podobne do siebie. Na pierwszy rzut oka jest to pojecie proste. Jednak infor-
matyk patrzy na takie z pozoru proste pojgcia nieco inaczej. Musi nada¢ im tak
precyzyjny sens, by nadawaly si¢ na elementy budowanego modelu rzeczywisto$ci
lub na operacje wchodzace w sktad tworzonej metody obliczeniowe;.

Pojecie podobienstwa wykorzystujemy glownie do budowania zbioréw: zbior
sktada si¢ z elementéw podobnych! I cho¢ okreslenie ,,zbior” zastgpujemy czg-
sto terminami ,,typ encji” czy ,.klasa obiektdw”, nie zmienia to istoty sprawy.
Laczac elementy w zbior, podejmujemy decyzje, na czym ma polegaé ich podo-
bienstwo.

Jak juz to wyjasniatem w poprzednim tomie ,,Informatyki” (zob. [4]), zbior
moze by¢ pojmowany na wiele sposobdw. Tutaj zajme si¢ pojeciem podobien-
stwa, w szczegolnosci zas podobienstwa zbiordw.

2. Podobienstwo obiektow

Roéwnos¢ w matematyce jest eksplikowana przez relacje rownowaznoSci.
Relacja ta to relacja jednocze$nie zwrotna, symetryczna i przechodnia. Dzieli ona
uniwersum, na ktérym jest okre$lona, na klasy réwnowaznos$ci: klasy obiektéw
rownowaznych. Podziat taki jest roztaczny i zupehy.

Réwnose (jednakowosc, identycznosé) jest zatem przede wszystkim binarna
relacja rownowazno$ci okre$lona na pewnym uniwersum. Ponadto jest wartos-
cia wzgledna, zalezy od sytuacji czy punktu widzenia obserwatora (na danym uni-
wersum mozna zwykle zdefiniowaé rézne relacje rownowaznosci). I wreszcie
rownos$¢ oznacza zastgpowalnos¢ jednego obiektu drugim w okres§lonej sytuacii
(por. [5, s. 43-49]).
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Podobienstwo oznacza tylko czgSciowa zastgpowalno$¢ — istnieje mozliwos¢
zastapienia jednego obiektu drugim, ale z pewnym ryzykiem czy pewna strata.
Podobienstwo obiektow danego uniwersum w matematyce nazywa si¢ tolerancja
i jest ono relacja zwrotna 1 zarazem symetryczna. Przechodnio$¢ nie jest wyma-
gana, a to dlatego, ze obiekty podobne nie sa identyczne, nieznacznie roznia si¢ od
siebie 1 te drobne roznice migdzy kolejnymi podobnymi obicktami moga doprowa-
dzi¢ do obiektoéw catkowicie réznych od tych poczatkowych (por. [5, s. 69 in.]).

Przyktadem tego jest znana zabawa ze stowami polegajaca na przeksztatce-
niu stowa poczatkowego w stowo koncowe przez zmiang w kazdym kolejnym
stowie znajdujacym si¢ pomigdzy nimi tylko jednej litery, np. mozemy w taki spo-
sob przeksztalci¢ stowo ,,kot” w stowo ,,lew” ([5, s. 72]): kot — kos — los — lis —
lin — len — lew.

Zbior U z okreslong na nim relacja tolerancji 7 nazywa si¢ przestrzenia tole-
rancji. Struktura tej przestrzeni jest bardzo cieckawa. W szczegolnosci okazuje sig,
ze dowolna tolerancj¢ mozna okresli¢ za pomoca zbioru cech elementéw uniwer-
sum U w taki sposob, ze elementami podobnymi sg te, ktére maja co najmniej
jedna wspolna ceche (por. [5, s. 79 i n.]).

3. Podobienstwo zbioréw dystrybutywnych

Dwa zbiory dystrybutywne sa réwne, gdy maja te same elementy. Zbiory te
sa rownowazne, gdy mozna wskaza¢ pewne identyczne cechy tych zbiorow, np.
rownoliczno$¢. Jezeli ostabimy to wymaganie przez rezygnacj¢ z przechodniosci,
to otrzymamy relacjg tolerancji. A zatem, tak jak wyzej, jezeli mamy dany zbior
cech, to mozemy przyjaé, ze zbiory sa podobne, gdy maja co najmniej jedna
wspolna ceche.

W matematyce podobienstwo zbiorow dystrybutywnych czgsto definiuje sig
odmiennie, jako szczegolna relacje rownowaznosci — rownoksztattnosé. Na przy-
ktad w geometrii dwa wielokaty uznaje si¢ za podobne, gdy maja te same katy
i proporcje: majq taki sam ksztalt, ale moga mie¢ rézna wielkos¢. W algebrze
dwa wyrazenia nazywa si¢ podobnymi, gdy maja ten sam ksztalt z doktadnoscia
do wspotczynnikow liczbowych. Przyktady takie mozna mnozy¢.

4. Podobienstwo zbioréw rozmytych

Zbiorem rozmytym jest ogot tych elementdw pewnego uniwersum, ktore moz-
na powiaza¢ myslowo w calo§¢ na podstawie jakie$ ich wlasnosci, zwykle nie-
ostrej (por. [3, s. 12]).
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Dwa zbiory rozmyte okreslone na pewnym uniwersum sa identyczne wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy element tego uniwersum nalezy do tych zbiorow w tym
samym stopniu. Podobnie definiuje si¢ inkluzj¢ zbioréw rozmytych: zbidr rozmy-
ty 4 jest zawarty w zbiorze rozmytym B (okre§lonym na tym samym uniwersum,
co A) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element uniwersum nalezy do zbioru 4
w stopniu nie wigkszym, niz nalezy do zbioru B (por. [6]).

Tak rozumiane réwno$¢ 1 inkluzja zbioréw rozmytych sa wprawdzie formal-
nie poprawne i eleganckie, ale maja niewielkie znaczenie z punktu widzenia me-
tod obliczeniowych. Po pierwsze, dlatego ze w przypadku uniwersum nieskon-
czonego (lub skonczonego, ale bardzo duzego — por. [4, s. 37]) nie mogliby$Smy
sprawdzi¢, czy odpowiednia relacja zachodzi; po drugie za$, dlatego ze zdefinio-
wane wyzej dwie ostre wlasnosci zwykle nie maja zastosowania przy przetwa-
rzaniu rozmytej informacji. Rozmyto$¢ to przeciez niewyraznos$¢ i niepewnosc.
Niewielkie réznice w sposobie rozumienia tej niepewnosci (niewielkie réznice
w warto$ciach funkcji przynalezno$ci) nie powinny decydowaé o tak istotnych
wlasnosciach, jak réwno$¢ i zawieranie. Zaproponowano zatem (por. [1, s. 43—
—46]) rozmycie wiasnosci identycznosci i1 inkluzji zbioréw rozmytych. Jednak moim
zdaniem, zamiast mowi¢ o rozmytej rownosci zbioréw (identycznosci zbiorow),
lepiej stosowaé termin ,,podobienstwo”. Podobienstwo rozumiane jest bowiem
w jezyku naturalnym jako wiasno$¢ nieostra i niekoniecznie przechodnia, row-
nos¢ za$ (czy tez identyczno$c) — jako whasnos¢ ostra i przechodnia.

4.1. Podobienstwo oparte na rozmytej inkluzji

Rozmycie ostrego znaczenia inkluzji sprowadza si¢ do tego, ze wlasnos¢ za-
wierania si¢ jednego zbioru w drugim bedzie rozumiana jako stopniowalna: od stop-
nia 0 oznaczajacego niezawieranie, poprzez przypadki zawierania czgsciowego,
do stopnia 1 oznaczajacego zawieranie catkowite. Dodatkowo oczekuje sig, ze
taka rozmyta wlasno$¢ bedzie zwrotna (4 < 4 w stopniu 1) i antysymetryczna
(jezeli A — B w stopniu o0 i B < A w stopniu 3, to 4 jest podobne do B w stopniu
oA B).

Oryginalny sposob obliczania rozmytej inkluzji wprowadzitem w pracy [3].
Zasadzal si¢ on na spostrzezeniu, ze stopien czg¢Sciowego zawierania si¢ zbioru A
w zbiorze B ma nas informowac o tym, jak maja si¢ do siebie czgsci zbioru A4,
ktore ,,wystaja” poza zbior B, do czesci zbioru 4, ktore ,,mieszcza si¢ wewnatrz”
zbioru B. Wzrokowo potrafimy to tatwo oceni¢ (por. rysunek 1) i wydaje sig, ze
porownujemy przede wszystkim maksymalne odlegto$ci odpowiednich krzywych
i powierzchnie odpowiednich figur (na rysunku 1 powierzchnie te zaczerniono
i zakreskowano).
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Rysunek 1. Czgsci wystajace i czesci schowane

Zalozylem, ze wzor na obliczanie stopnia zawierania si¢ zbior6w powinien by¢
na tyle prosty, by dato si¢ go tfatwo stosowa¢ w rozmaitych sytuacjach praktycz-
nych. Nie mozemy wigc oblicza¢ powierzchni, dlugosci krzywych czy maksymal-
nych odleglosci migdzy dowolnymi krzywymi.

Zaproponowany wzor dotyczy zbiorow rozmytych o funkcjach przynaleznosci
ciaglych i rzeczywistych, a ponadto odnosi si¢ tylko do zbiorow, ktorych nosniki
sa ograniczone. Niektore z tych zalozen mozna tatwo ominac.

W omawianym wzorze wykorzystuj¢ dwa tatwe do policzenia wskazniki —
wysoko$¢ oraz no$nik. Przypomnijmy:

* wysoko$cia zbioru rozmytego 4 nazywa si¢ najwyzszy stopien przyna-

lezno$ci i oznacza si¢ ja przez h(4),

* nosnikiem zbioru rozmytego A nazywa si¢ podzbior tych elementéw uni-

wersum, dla ktorych stopien przynaleznos$ci jest niezerowy, 1 oznacza przez

supp(4).

W omawianym wzorze wziatem pod uwage wysokos$¢ A® rdznicy ograniczo-
nej A — B, wysoko$¢ A" iloczynu A N B, dlugo$¢ s nosnika czesci schowanej
i dlugo$¢ s~ nosnika cze$ci wystajacej (por. rysunek 2).

Z pelnym zawieraniem A w B bedziemy mie¢ do czynienia wtedy, gdy 4« = 0
15 =0, czyli gdy 4 nigdzie nie wystaje poza B. Z brakiem zawierania mamy do
czynienia w dwoch przypadkach: (1) wtedy gdy A" = 0; (2) wtedy gdy A% > A"
lub s> s, przy czym ten drugi przypadek jest propozycja arbitralng i rozu-
miem, ze moze by¢ ona dyskusyjna. Jezeli jednak zgodzimy si¢ z tym rozstrzyg-
nigciem, to z czgSciowym zawieraniem bedziemy mie¢ do czynienia w pozos-
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tatych przypadkach, tzn. wtedy gdy 0 < s* < s i zarazem 0 < 4= < A", Stopien
taki moze by¢ liczony za pomoca kazdego wzoru typu:

(1= s/ s T (1 = b/ hiv),

gdzie T jest dowolna trojkatna operacja mnozenia (por. [3, s. 47-50), np. ope-
racja minimum.
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Rysunek 2. Wysokosci 1 nosniki cze$ci schowanych i czgéci wystajacych

Ostatecznie wzor na obliczanie stopnia zawierania si¢ zbioru rozmytego A4
w zbiorze rozmytym B ma postaé:

1 dah==0
dg(Ac B) =40 dlah=>h"lub s> s lub A" = 0.
(1 =s=/s"y T —h=/h") wpp

Rownos¢ dwoch zbioréw ostrych zachodzi wtedy, gdy pierwszy z nich za-
wiera si¢ w drugim, a drugi w pierwszym. Podobienstwo zbioréw rozmytych moge
wigc zdefiniowa¢ jako mniejszy ze stopni tych dwoch rozmytych inkluz;i:

dg(A~=B) = dg(A < B) A dg(Bc A).

4.2. Podobienstwo oparte na metryce

Metryka na przestrzeni zblorow rozmytych F(X) na uniwersum X nazywamy
funkcje m: F(X) x F(X) > rru {0}, taka, ze:

*m(4, B)=0

* m(4, B)=m(B, A)

*A=B=m(4, B)=0

* m(4, C) <m(4, B) + m(B, O).

Dla zbiorow rozmytych na uniwersum skonczonym zaproponowano réozne ro-
dzaje odlegtosci (por. [1, 2, 3]). Nas beda interesowaé tylko metryki znormali-
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zowane, czyli przyjmujace wartosci w przedziale [0, 1]. Przykladem takiej me-
tryki jest tzw. odleglo$¢ dwudzielna:

kA4, B)=1—-14NB|/|4 U B|.

Wyznaczanie podobienstwa dwoch zbiorow rozmytych moze polegac¢ na ob-
liczaniu dopelnienia ich znormalizowanej odleglosci. Stopien podobienstwa zbio-
row rozmytych 4 i B to wowczas E(4, B) = 1 — m(A4, B), gdzie m jest dowolna
metryka znormalizowana. Na przyktad dla metryki dwudzielnej mamy:

E(4,B)=]AnB|/|4v B,

4.3. Podobienstwo oparte na przekrojach

Przyjmijmy, ze X jest zbiorem liczb rzeczywistych, nosniki zbiorow rozmytych
A 1 B sa ograniczone, a kazde a-przecigcie iloczynu i sumy tych zbioréw jest od-
cinkiem, skonczona suma odcinkéw, zbiorem jednoelementowym (przecigcie na
poziomie wartosci szczytowej) albo zbiorem pustym (przecigcie powyzej wysokos-
ci). Przy takich zatozeniach mozemy we wzorze E(A4, B) = |A N B| / |4 L B| za-
stapic¢ iloczyn i sume zbiorow rozmytych ich o-przekrojami, moce za$ tych zbio-
row — ich dhlugos$ciami (dhugoscia zbioru ostrego bedacego suma odcinkow jest
suma dtugosci tych odcinkow). Stosunek dlugosci a-cigcia iloczynu do dhugos$ci
a-cigcia sumy pokaze nam na kazdym poziomie podobienstwo migdzy zbiorami
A i B (por. rysunek 3).

U ————_
c-ciecie B
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Rysunek 3. Przekr6j sumy i iloczynu dwoch zbioréw na poziomie o

Jesli policzymy $rednig z tych liczb, to dla zbioréw identycznych uzyskamy
warto$¢ 1, dla zbiorow o pustym iloczynie — wartos$¢ 0, dla pozostatych za$ przy-
padkéw — stopnie dobrze oddajace intuicyjnie pojmowane podobienstwo (por. ry-
sunek 4).
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W zastosowaniach praktycznych mozemy ograniczy¢ si¢ do przecigcia sumy
i iloczynu zbiorow rozmytych 4 1 B na skonczonej, niewielkiej liczbie n poziomow:

E'(4, B) = (1/n) - £ (A N B)y| / (4 U B)y|, gdzie 2 = [h(A4) v h(B)]/ n.
oa=0,A1,2A, ., 0L

Rysunek 4. Stopien podobienstwa zbioréow dla n = 8

Podobienstwo zbiorow A4 1 B z rysunku 4 policzono na dwa sposoby: dla n = 8
i dla n = 80. Otrzymane wyniki wynosza 0,601 i 0,602, czyli sa dostatecznie po-
dobne, aby nie stosowa¢ tak wielu przeci¢é, jak w drugim z tych sposobow.
W przypadku zbioréw tamanych (zbioréw rozmytych, ktérych ksztatt przyblizono
famana, por. [4, s. 45]) poziomy przecig raczej nie powinny by¢ rozltozone sy-
metrycznie, tylko przechodzi¢ przez wierzchotki famanych.

5. Podsumowanie

Podobienstwo zbiorow dystrybutywnych jest czesto definiowane w matema-
tyce klasycznej (np. w geometrii czy algebrze) niezbyt szczesliwie, jako relacja
rownowazno$ci. W matematyce zbioréw rozmytych eksplikacja pojecia podobien-
stwa jest w pelni zgodna z jego znaczeniem w jgzyku naturalnym i odpowiada
relacji tolerancji.
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