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ABSTRACT

Piotr Fiszeder, Construction of Efficient Portfolios with Application of Multivariate GARCH Models,
Folia Oeconomica Cracoviensia 2007, 48: 47-68.

The purpose of this paper is to present dynamic approach to selection of efficient portfolios
using a forecasts of variances and covariances from the multivariate GARCH models. Evalu-
ation of efficiency for different methods of asset allocation is also performed for stocks from
the WSE. Twelve specifications of the multivariate GARCH models, the univariate GARCH
model and six other covariance matrix estimation methods are used. Taking into consideration
time varying variances and covariances of stock returns in portfolio selections increases, with
some exceptions, efficiency of asset allocation process. Simple specifications of the multiva-
riateGARCH models, which parameters are estimated in one stage, are the best performing
models. From economic point of view, the differences between the models are not significant,
with exception of the factor and orthogonal models. RiskMetrics methodology commonly
used by practitioners does not give good results for constructions of efficient portfolios.
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1. WPROWADZENIE

Przy wyznaczaniu portfeli efektywnych duZa role odgrywa wybdr estymatoréw
warto$ci oczekiwanej, wariancji i kowariancji stop zwrotu oraz $cisle z tym
zwigzany wybodr metod prognozowania wartosci oczekiwanej, wariancji i kowa-
riancji stop zwrotu. Proces budowy portfela wedlug kryteriéw zaproponowanych
przez Markowitza jest bardzo wrazliwy na wybdr estymatora wartosci oczekiwa-
nej stopy zwrotu. Niewielkie réznice w szacunkach wartosci oczekiwanych stop
zwrotu czesto prowadza do znaczacej przebudowy portfela. Wybdr estymatorow
wariancji i kowariancji ma rowniez istotny wplyw na alokacje aktywow. Trady-
cyjnie stosowane estymatory wartosci oczekiwanej, wariancji i kowariancji stopy
zwrotu, czyli $rednia arytmetyczna, wariancja i kowariancja obliczane na pod-
stawie dostepnych danych historycznych, nie daja najlepszych wynikéw przy
wyznaczaniu portfeli efektywnych.

W artykule zaprezentowano dynamiczne podej$cie do wyznaczania port-
feli efektywnych, wykorzystujace prognozy wariancji i kowariancji stép zwro-
tu skonstruowane na podstawie wieloréwnaniowych modeli GARCH. Istnieje
bardzo obszerna literatura dotyczaca zmiennosci wariancji warunkowej proce-
s6w finansowych. Okazuje si¢ jednakze, ze zmieniaja sie nie tylko warunkowe
wariancje, ale rowniez warunkowe kowariancje, jak i warunkowe wspétczyn-
niki korelacji pomiedzy procesami finansowymi. Wieloréwnaniowy proces
GARCH pozwala opisa¢ zaréwno zmieniajace si¢ w czasie warunkowe warian-
cje, jak i zmieniajace si¢ warunkowe kowariancje stop zwrotu. Jezeli wariancje
i kowariancje stop zwrotu nie sa stale w czasie, to prognozy uzyskane na
podstawie wieloréwnaniowych modeli GARCH powinny przynies¢ dodatkowe
korzysci przy wyznaczaniu portfeli efektywnych. Literatura dotyczaca wyko-
rzystania modeli GARCH przy budowie portfeli jest uboga. Wyniki tych analiz
z uwagi na ztozonos¢ problemu sa na razie fragmentaryczne. Giéwnym celem
zaprezentowanych badari jest ocena skutecznosci réznych metod tworzenia
portfeli, w tym przede wszystkim z wykorzystaniem réznych specyfikacji
wieloréwnaniowych modeli GARCH. Przedstawione podejs$cia do tworzenia
portfela réznia si¢ wytacznie metoda prognozowania macierzy Kowariancji
stép zwrotu.

Uktad artykutu jest nastepujacy. W czesci drugiej przedstawiono sposéb
konstrukcji portfeli efektywnych. W czesci trzeciej zaprezentowano stosowane
w badaniu metody estymacji macierzy kowariancji. Cze$¢ czwarta zawiera ana-
lize skutecznosci konstrukeji portfeli efektywnych dla trzech spétek gietdowych.
W czesci piatej badanie zostalo rozszerzone na dwadziescia spétek. Cze$¢ szosta
zawiera podsumowanie.
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2. DYNAMICZNY PROCES BUDOWY PORTFELA

Proces budowy portfela wedlug kryteriow zaproponowanych przez Markowitza
jest bardzo wrazliwy na wybdr estymatora wartosci oczekiwanej stép zwrotu.
Konstruujac portfel efektywny trudno jest odrézni¢ wplyw wyboru estymatora
macierzy kowariancji od wyboru estymatora wartosci oczekiwanej. Jednym ze
sposobdow na wyeliminowanie wplywu wyboru estymatora wartosci oczekiwane;j
jest konstrukcja portfela o minimalnej wariancji. Udzialy poszczegdlnych akty-
wow w portfelu 0 minimalnej wariancji zaleza wytacznie od macierzy kowarian-
¢ji. Dynamiczny proces budowy portfela zostal przedstawiony najpierw dla
portfela 0 minimalnej wariancji, jednakze — jak zostalo pokazane dalej — cata
procedura moze byc¢ latwo rozszerzona na wyznaczanie dowolnych portfeli
efektywnych.

Dla danego t na podstawie dostepnych danych z okresu (1, t) estymowane
sa parametry modelu GARCH?. Na podstawie oszacowanego modelu konstruo-
wana jest prognoza macierzy kowariancji stop zwrotu dla okresu t + 7, gdzie
7 oznacza horyzont prognozy. Wyznaczona prognoze wykorzystuje sie do
konstrukcji portfela efektywnego. Niech W',,.= (W ..., Wane -oor Waio), 8dzie wy,,
oznacza udzial i-tego aktywu w portfelu dla okresu t + 1, H,, to prognoza
warunkowej macierzy kowariancji dla okresu t + 1. Wariancja portfela jest
wowczas réwna W', H,,, W, . Aby wyznaczy¢ portfel o minimalnej wariancji
(minimum globalne), wystarczy rozwiaza¢ nastepujace zadanie programowa-
nia kwadratowego:

w' .. H

T

t+r Wl+r - min' (1)

przy warunkach:

w,.l=1, (2)
gdzie [ jest kolumnowym wektorem o N sktadowych, przy czym kazda z nich
rowna jest jednosci.
Jezeli nie wystepuje krotka sprzedaz, to nalezy dodatkowo wprowadzi¢
warunki brzegowe:
w20 dlai=1,2,..,N. 3)

Cala procedure powtarza sie nastepnie dla kolejnych okreséw (w miare
naplywu kolejnych danych).

2 Jezeli warunkowe wartosci oczekiwane stép zwrotu sa rozne od zera, to nalezy réwniez
estymowac parametry w réwnaniach dla warunkowych srednich.
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Jezeli dopuszcza si¢ krétka sprzedaz, to udzialy aktywéw w portfelu o mini-
malnej wariancji dla okresu t + 7 okreslone sa za pomoca wzoru:

W= = HL, @)
* (;Hf

gdzie C,,,=I'"H;] L

Wariancja portfela o minimalnej wariancji jest wéwczas réwna V,, .= 1/C,, ..

Inne portfele efektywne mozna wyznaczy¢ poprzez znalezienie portfeli

o minimalnej wariancji przy zadanym minimalnym poziomie oczekiwanej

stopy zwrotu. Nalezy w tym przypadku znaleZ¢ rozwiazanie speiniajace naste-
pujace warunki:

W’H-TH

(323

W

we—min, W I=1 oraz W' r,. =y, (5)
gdzie r,, . jest to wektor oczekiwanych stép zwrotu dla okresu t + T 0 wymiarach
N x 1, p to przyjeta minimalna oczekiwana stopa zwrotu portfela.

Jezeli wystepuje krétka sprzedaz, to udzialy aktywéw w portfelu dla okresu
t + 7 okreslone sa za pomoca wzoru*:

Wl+r =8t hln H, (6)

. 1 - 1 1y _y
gdzie g, = b'_ [BI+T (Hl+lt h- Aps (Hl+lr rt+1):|l ht+r = D_ [Cl+t (Ht+lr Tr) = A (Hlo'rl)]'
A4 (131
Ape=T Hl_tlr Ttvw Bue =7t Hl+lr Ttay Diee =By Cpor — Atzw'
Za oczekiwane stopy zwrotu dla okresu t + 7 przyjmuje sie prognozy
skonstruowane na podstawie modeli dla warunkowych $rednich.

3. SPECYTIKACJE WIELOROWNANIOWYCH MODELI GARCH

W badaniu zastosowano dwanascie specyfikacji wieloréwnaniowego modelu
GARCH: model BEKK z warunkowym rozkladem normalnym, model BEKK
z warunkowym rozkladem t-Studenta, diagonalna i skalarna posta¢ modelu
BEKK, model skalarno-diagonalny, model zintegrowany, model statych warun-
kowych wspdéiczynnikéw korelacji, K-czynnikowy model, model ortogonalny
dla dwdch i trzech czynnikéw, model DCC oraz zintegrowany model DCC.
Dodatkowo wykorzystano réwniez jednoréwnaniowy model GARCH. Wyniki
uzyskane dla modeli GARCH poréwnano z wynikami dla szesciu innych metod:

¥ Zob. Campbell, Lo i MacKinlay (1997).
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réwne udzialy dla wszystkich aktywow, bezwarunkowa macierz kowariancji stop
zwrotu, ruchoma macierz kowariancji, ruchoma macierz kowariancji ze stata
wygladzania réwna 25, model wyréwnywania wykladniczego dla macierzy
kowariancji oraz model wyré6wnywania wyktadniczego dla macierzy kowariancji
z parametrem wygasania réwnym 0,94 (tzw. model RiskMetrics). Ponizej podano
tylko podstawowe informacje dotyczace stosowanych modeli wieloré6wnanio-
wych. Wigcej informacji na temat wlasnosci i metod estymacji mozna znalez¢
na przyklad w pracy Bauwens, Laurent i Rombouts (2006).

Estymacja parametréow ogolnej postaci wieloré6wnaniowego modelu
GARCH, zwanej postacia VECH, jest trudna juz nawet dla kilku aktywoéw. Z tego
wzgledu w badaniu zastosowano prostsze specyfikacje wieloréwnaniowego mo-
delu GARCH. Rozwazano tylko specyfikacje zapewniajace dodatnia okre$§lonos¢
macierzy kowariancji. Baba i wsp. (1990) przedstawili nastepujaca posta¢ modelu
nazywana modelem BEKK (p,q)* (Engle i Kroner, 1995):

gy, ,~D(0,H), (7)

q P
H=CC+ Z Dg, £ D'+ Z EH,_E’, ®)
- j=1

i=1

gdzie y, oznacza zbidr wszystkich informacji dostepnych w okresie t — 1,
D(0, H;) oznacza okreslona posta¢ wielowymiarowej funkcji gestosci o warto-
sciach oczekiwanych réwnych zeru i macierzy kowariancji H,, C, D; oraz E, sa
macierzami parametrow o wymiarach N x N, a macierz C jest macierza
tréjkatna.

W pracy przyjeto dwa warunkowe rozklady e;: wielowymiarowy rozkiad
normalny oraz t-Studenta. Diagonalna posta¢ modelu BEKK (diagonalny BEKK)
zakiada, ze macierze D, i E; sa macierzami diagonalnymi, natomiast skalarna
posta¢ (skalarny BEKK) zaklada, ze powyzsze macierze sa zastapione skalarami
pomnozonymi przez macierz jedynek. Zastepujac macierze D; i E; skalarami
d}? i ¢} otrzymamy model skalarno-diagonalny. Dalsze uproszczenie modelu
uzyskujemy zaktadajac:

q 4
CC'=0oraz ) di+y ¢=1.
i=1 1
Taka specyfikacja modelu jest okreslana jako model zintegrowany.

4 Nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwisk autoréw.
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Bollerslev (1990) wprowadzil model stalych warunkowych wspdlczynnikow
korelacji, w ktérym zaklada si¢, ze zmieniajace si¢ w czasie warunkowe kowa-
riancje sa proporcjonalne do iloczynu odpowiednich warunkowych odchyleri
standardowych:

H,=D,TD, 9)

gdzie D, oznacza macierz diagonalna o wymiarach N x N, ktorej elementami sa
warunkowe odchylenia standardowe opisane za pomoca dowolnych jednorow-
naniowych modeli GARCH — D, =diag(h¥?, hl?, ..., h¥?), a T jest macierza sta-
tych warunkowych wspélczynnikéw korelacii.

Kolejna rozwazana specyfikacja modelu to K-czynnikowy model GARCH(p,q),
zaproponowany przez Engle’a (1987). Model ten mozna przedstawi¢ w postaci:

K

—0+ 3 g e (10)
k=1

gdzie Q jest symetryczna macierza parametréw o wymiarach N x N, g, jest
wektorem parametréw o wymiarach N x 1, h;, oznaczaja wariancje warunkowe
czynnikéw opisane za pomoca jednoréwnaniowych modeli GARCH.

Badano réwniez ortogonalny model GARCH (Alexander i Chibumba, 1996):

V_]ﬂet == Amftl (11)

H,=V2y V12, (12)

gdzie V=diag (v,, v,, ..., ), V; jest bezwarunkowa wariancja g, A,, to macierz wektoréw
wlasnych (ortogonalnych) o wymiarach N x m, f; = (f;, f5 .- f,,,) jest procesem
o warunkowych parametrach: E,(f) =0, Var_,(f)=Q,= dlag(o, ) OF ) wenr o, )R 0, jest
oplsane za pomoca jednoréwnaniowego stacjonarnego modelu GARCH (dlai=1,
,n)l V Varl—l(”[) = AmQtA m*
Model DCC (dynamic conditional correlation) wprowadzony przez Engle’a

(2002) mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

H =DRD, (13)

Re=7'QQ, (14)

’

1"20’ Zﬁ;‘

bol =l

5+Zm(2. ,Z’.-)+Zli,Q,_,, (15)

\
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gdzie D,=diag [h'?, hZ, ..., h2), warunkowe wariancje h,, (dla k = 1, 2, ..., N)
opisane sa za pomoca jednoréwnaniowych modeli GARCH, z, to wektor stan-
daryzowanych wartosci €, takich ze z,=e¢,/Vh,, R, to macierz zmiennych
w czasie warunkowych wspélczynnikdw korelacji dla z,, § oznacza bezwarunko-
wa macierz kowariancji dla z,, a Q;* jest macierza diagonalna, ktorej elementami
sa pierwiastki kwadratowe z elementow diagonalnych macierzy Q,.

Jezeli Q, jest opisane rownaniem:

Q=(1-2)(z_,Z)+AQ,,, (16)

to model DCC jest wéwczas okreslany jako zintegrowany model DCC.

W badaniu dla dwudziestu aktywow zastosowano réwniez upraszczajace
parametryzacje dla procesow kowariancyjnie stacjonarnych, tzw. celowanie
w wariancje (Engle i Mezrich, 1996). Na przykiad dla skalarno-diagonalnego
modelu (1,1) iloczyn macierzy wyrazéw wolnych okreslony jest jako:

CC"(1-d -¢)S. 17)

Estymacja upraszczajacej parametryzacji modelu przebiega w dwdch kro-

kach®. W pierwszym kroku estymuje sie¢ bezwarunkowa macierz kowariancji
T

1 , . s T . .
S= T z £ €'y, uzyskane szacunki podstawia sie do estymacji wieloréwnaniowego

modelu GARCH w drugim kroku.

4. OCENA EFEKTYWNOSCI DLA TRZECH SPOLEK

Ocene skutecznosci przedstawionego podejs$cia do wyznaczania portfeli efektyw-
nych dokonano na podstawie rzeczywistych danych finansowych. Przeprowa-
dzono dwie analizy. Pierwsza dotyczyla malej liczby aktywéw, mianowicie
trzech spotek akcyjnych. Budowa portfela na podstawie tylko trzech aktywoéw
wydaje si¢ by¢ problemem malo istotnym z praktycznego punktu widzenia,
poniewaz przy konstrukcji portfela na ogot bierze sie pod uwage od co najmniej
kilkunastu do nawet kilkuset aktywow. Jednakze przyjecie malej liczby aktywow
pozwolilo na zastosowanie duzej liczby specyfikacji wieloréwnaniowych modeli
GARCH, a takze umozliwilo analize okreslonych restrykcji w modelach. Takie
badanie nie bytoby mozliwe dla duzej liczby aktywéw. Do analizy przyjeto
dzienne stopy zwrotu od 4 stycznia 1999 roku do 30 czerwca 2006 roku (1880
obserwacji). Sposrod spolek notowanych przez caly przyjety okres na Gieldzie

% Dla modelu DCC estymacja bedzie wéwczas przebiegala w trzech krokach.
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Papierow Wartosciowych w Warszawie wybrano trzy spotki o najwigkszej kapi-
talizacji: KGHM Polska Miedz, Bank Pekao SA oraz Telekomunikacja Polska.
Wybrane spétki naleza do najbardziej ptynnych spélek. Przyjeto jednodniowy
horyzont prognozy, poniewaz prognozy zmiennosci uzyskane na podstawie
modeli GARCH sa bardziej trafne w przypadku bardzo krétkiego horyzontu
prognozy (np. West i Cho, 1995; Andersen i Bollerslev, 1998), w przeciwieri-
stwie do dlugiego horyzontu, dla ktérego prognozy obliczone na podstawie
innych modeli sa bardzo czesto dokladniejsze. Dane z trzech pierwszych lat
zostaty wykorzystane jedynie przy estymaciji modelu. Ocena skutecznosci przed-
stawionej metody zostata dokonana dla stosunkowo dlugiego okresu, mianowi-
cie na podstawie danych z okresu od stycznia 2002 do czerwca 2006 roku (1131
obserwacji). Wlasnosci proceséw w krétkim okresie moga znacznie odbiegac od
wlasnosci w diugim okresie, dlatego wyniki analiz przeprowadzonych dla krét-
kiego okresu moga by¢ mylace. Zaczynajac od 31 grudnia 2001 roku na
podstawie danych od poczatku 1999 roku szacowano parametry wszystkich
rozwazanych modeli. Na podstawie kazdego modelu konstruowano prognoze
warunkowej macierzy kowariancji na nastepna sesje. Na podstawie sformutowa-
nej prognozy wyznaczono dwa portfele efektywne. Pierwszy, to portfel o mini-
malnej wariancji, drugi — o minimalnej wariancji przy dziennym minimalnym
poziomie oczekiwanej stopy zwrotu réwnym 0,5%. W obu przypadkach zalozo-
no nieskoriczona podzielno$¢ aktywéw, mozliwo$¢ krétkiej sprzedazy oraz brak
kosztéw transakcyjnych. Nastepnie — ex post — obliczano osobno wariancje dla
tych portfeli jako kwadrat zaobserwowanych stép zwrotu. Dla nastepnych
okreséw dodawano Kkolejno jedna obserwacje do danych, na podstawie ktérych
szacowano model i powtarzano cala procedure az do 29 czerwca 2006 roku.
Zatem parametry Kazdego z zastosowanych w pracy modeli byly szacowane 1131
razy. Dla kazdego modelu z oszacowanych ex post wariancji portfeli dla okresu
od stycznia 2002 do czerwca 2006 roku obliczono $rednie, osobno dla portfeli
0 minimalnej wariancji oraz portfeli o0 minimalnej wariancji przy zadanej mini-
malnej oczekiwanej stopie zwrotu. W tym drugim przypadku prognozy stop
zwrotu byly konstruowane na podstawie modelu VAR. Otrzymane wyniki
zostaly przedstawione w tabeli 1 (przedstawiono odchylenia standardowe). Przy
budowie portfela 0 minimalnej wariancji przy zadanej minimalnej oczekiwanej
stopie zwrotu nie wiadomo, czy skutecznos¢ (badz nieskutecznos¢) metody
wynika z prognoz stép zwrotu, czy tez z prognoz wariancji i kowariancji stép
zwrotu. Gléwnym celem tej analizy jest ocena efektywnosci tworzenia portfeli
z wyKkorzystaniem réznych specyfikacji wieloréwnaniowych modeli GARCH,
dlatego interpretacje wynikéw przeprowadzono w stosunku do procedury bu-
dowy portfela o minimalnej wariancji, ktéra nie zalezy od wyboru metody
prognozowania stop zwrotu (z pewnymi wyjatkami miejsca w rankingu, przy
ocenie efektywnosci budowy portfela o minimalnej wariancji przy zadanej
minimalnej oczekiwanej stopie zwrotu, dla wiekszosci modeli byty zblizone).
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Tabela 1

Szacunki srednich odchyleri standardowych stép zwrotu portfeli o minimalnej wariancji
oraz portfeli o minimalnej wariancji przy zadanym poziomie oczekiwanej stopy zwrotu

dla trzech spétek

Oznaczenie portfeli Besztsg;aznvi:zi:ia Ranking zh“/rlri:t.:too,g;» Ranking
Jednoréwn. modele GARCH 0,016331 6 0,112919 7
BEKK 0,016430 10 0,123315 17
BEKK rozkfad t-Studenta 0,016529 11 0,121536 16
Diagonalny BEKK 0,016311 4 0,114276 12
Skalarny BEKK 0,016821 13 0,114074 10
Skalarno-diagonalny 0,016277 1 0,111847 5
Zintegrowany 0,016329 5 0,114606 13
Stalych wspdt. korelacji 0,016304 3 0,113650 9
K-czynnikowy 2 czynniki 0,016915 16 0,115408 14
Ortogonalny 2 czynniki 0,142260 19 0,230898 18
Ortogonalny 3 czynniki 0,016902 15 0,117250 15
DCC 0,016360 7 0,111523 1
DCC zintegrowany 0,016397 8 0,111817 4
Réwne wagi 0,016936 17 — —
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,016899 14 0,114074 11
Ruchoma macierz kowariancji 0,016282 2 0,111666 2
Ruch. macierz kowariancji k = 25 0,017049 18 0,112656 6
Wyréwnywanie wykfadnicze 0,016424 9 0,113460 8
RiskMetrics 0,016586 12 0,111713 3

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W badaniu zastosowano metody prognozowania macierzy kowariancji stép

zwrotu opisane w punkcie 3.

W wigkszosci prac dotyczacych efektywnos$ci metod tworzenia portfeli bar-
dzo ogdlnikowo analizuje sie wlasnosci badanych szeregéw czasowych, przez co
nie mozliwe jest sformulowanie bardziej ogdlnych wnioskéw dotyczacych
poszczegdlnych metod estymacji macierzy kowariancji stép zwrotu. W tabeli 2
zaprezentowano wyniki testéw dotyczacych zaréwno wlasnosci szeregéw stop
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Tabela 2
Analiza wlasnosci i charakteru zaleznosci badanych szeregéw dla trzech spétek
Oceny statystyk
Weryfikowane hipotezy Statystyka
Pekao BP | TP SA KGHM
Brak autokorelacji Ljunga-Boxa(12) 19,31 13,85 11,37
Brak efektu ARCH LM(12) 56,03* 149,02* 92,36*
Normalnosc¢ rozktadéw bezwarunkowych Jarque-Bera 372,01* 224,70* 944,14*
Normalnos¢ rozkladu warunkowego LR 174,08*

w modelu BEKK

Statos¢ warunkowych wspdtczynnikéw LMC 5,58
korelacji

BEKK — macierze diagonalne LR 42,72*
BEKK — skalary razy macierz jedynek LR 482,01
BEKK — skalary LR 71,78*
Diagonalny BEKK — skalary LR 28,92*
Skalarno-diagonalny — CC’' =0, e1 =1 -d1 LR 96,21*
Zintegrowany GARCH — 1 - d1 = 0,94 LR 149,41*

Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktérych weryfikowana hipoteza zostata odrzu-
cona na poziomie istotnosci 0,05.

Zrédto: obliczenia wlasne.

zwrotu badanych spdtek, jak i charakteru zaleznos$ci miedzy nimi. Stopy zwrotu
byly pozbawione autokorelacji, mialy zmienna wariancje warunkowa, a ich
rozkiady bezwarunkowe byly rézne od rozkltadu normalnego. Do opisu warunko-
wej macierzy kowariancji wystarczajaca okazala sie parametryzacja GARCH(1,1).
Uzyskane wyniki testowania restrykcji nakladanych na parametry modeli
GARCH, omawiane w dalszej czesci pracy, byly niewrazliwe na przyjeta spe-
cyfikacje rozktadu warunkowego.

Najbardziej ztozona parametryzacja spo$réd rozwazanych modeli jest model
BEKK. Estymowano model BEKK z warunkowym rozkladem normalnym oraz
t-Studenta. Wedtug testu LR model BEKK z warunkowym rozkiadem normalnym
zostal zdecydowanie odrzucony na korzy$¢ modelu z warunkowym rozkladem
t-Studenta. Jednakze, jak si¢ okazuje, lepsze dopasowanie w prébie w tym
przypadku nie przekiada si¢ na wzrost skutecznosci przy tworzeniu portfeli
efektywnych. Ten rezultat jest o tyle wazny, ze estymacja parametréw modelu
BEKK z warunkowym rozkladem t-Studenta byta najbardziej czasochtonna i cze-
sto wystepowaly problemy ze znalezieniem odpowiednich wartos$ci startowych.
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W celu wykluczenia przypuszczenia, ze uzyskany wynik jest charakterystyczny
tylko dla modelu BEKK i jest nastepstwem trudnosci z estymacja parametréw
tego modelu, rozwazono jeszcze dodatkowo najlepszy w rankingu model, czyli
model skalarno-diagonalny z warunkowym rozkladem f-Studenta. Dla tego
modelu nie bylo zadnych problemdw z estymacja parametréw. Okazato sig, ze
réwniez w tym przypadku lepsze dopasowanie w prébie nie przektada sie na
wzrost efektywnos$ci przy konstrukcji portfeli. Szacunki $rednich odchylen
standardowych portfeli o minimalnej wariancji wynosily 0,016277 i 0,016303
odpowiednio dla modeli z warunkowym rozkiadem normalnym i t-Studenta.

Liczba parametréw w modelu BEKK w przypadku duzej liczby waloréw
w portfelu jest na tyle duza, Zze ich estymacja jest bardzo trudna lub wrecz
niemozliwa. Z tego wzgledu zbadano, jaki wplyw na efektywnos¢ procesu
alokacji aktywéw ma uproszczenie postaci wieloréwnaniowego modelu GARCH.
W pierwszej Kolejnosdci rozwazano diagonalna i skalarna posta¢ modelu BEKK
oraz model skalarno-diagonalny. Wszystkie trzy specyfikacje modelu sa zagniez-
dzone w modelu BEKK, a wyniki testu LR wskazuja na odrzucenie restrykgcji
nalozonych przez te postacie modelu. O ile skalarna posta¢ modelu BEKK
prowadzi do spadku efektywnosci przy konstrukcji portfeli o minimalnej wa-
riancji, o tyle zaskakujacy jest wzrost efektywnosci dla diagonalnego modelu
BEKK oraz modelu skalarno-diagonalnego. Model skalarno-diagonalny ma tyle
samo parametrow co skalarny model BEKK (dwa parametry poza wyrazami
wolnymi), jednakze jego parametryzacja jest znacznie prostsza. Pomimo tak
prostej specyfikacji postac ta okazala sie by¢ najlepsza przy konstrukcji portfeli
o minimalnej wariancji. Najprostsza postacia modelu przy tej parametryzacji jest
zintegrowany model GARCH. Jest on modelem zagniezdzonym w modelu
skalarno-diagonalnym. Wedtug testu LR model zintegrowany zostat odrzucony
na korzys¢ modelu skalarno-diagonalnego. Zatem wyniki testu sa zgodne z wy-
nikami skutecznosci konstrukcji portfeli efektywnych.

Kolejnym uproszczeniem modelu jest przyjecie zalozenia, ze warunkowe
korelacje stop zwrotu sa stale w czasie. W pierwszej kolejnosci zastosowano
jednoréwnaniowe modele GARCH, ktdre pozwalaja opisa¢ i prognozowaé zmie-
niajace sie w czasie warunkowe wariancje stop zwrotu. Estymacja jednoréwna-
niowych modeli GARCH jest znacznie prostsza, jednakze modele te nie pozwa-
laja opisa¢ zmieniajacych sie w czasie warunkowych korelacji. Macierz korelacji
byta estymowana na podstawie rozkladu brzegowego standaryzowanych reszt.
Na podobnych zatozeniach opiera sie¢ model stalych warunkowych wspdéiczyn-
nikéw Korelacji. Jest to jednakze model wieloréwnaniowy i w odréznieniu od
modeli jednoréwnaniowych wszystkie parametry sa estymowane tacznie, co
przelozyto si¢ na wzrost efektywnosci przy konstrukcji portfela o minimalne;
wariancji. Zauwazmy, ze powyzsze modele uplasowaly sie na wysokich miej-
scach w rankingu, wyprzedzajac wiekszo$¢ specyfikacji pozwalajacych opisac
zmieniajace si¢ warunkowe wspdlczynniki korelacji. Jak sie okazuje bardziej
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zlozone modele, nie musza dawac lepszych prognoz macierzy kowariangji
szczegolnie, ze w tym przypadku hipoteza o stalo$ci warunkowych wspdlczyn-
nikéw Kkorelacji nie zostala odrzucona na podstawie testu Tse (2000). Na
podkreslenie zastuguije szdste miejsce w rankingu modeli jednoréwnaniowych,
ktore mozna zastosowac dla dowolnie duzej liczby aktywow, a ich estymacija jest
znaczaco Krétsza®.

Nastepne parametryzacje, mianowicie K-czynnikowy model GARCH oraz
ortogonalny model GARCH zakladaja, ze stopy zwrotu aktywéw sa zalezne od
wspdlnych niezaleznych czynnikéw. Podstawowa zaleta tych specyfikacji jest
fatwo$¢ estymacji parametrow nawet dla bardzo duzej liczby szeregéw za
pomoca uproszczonych procedur opartych na modelach jednoréwnaniowych.
W obu przypadkach czynniki zostaly wyodrebnione na podstawie analizy
gléwnych sktadowych. Wspélne czynniki wyjasnialy odpowiednio 64%, 21%
i 15% zmiennosci st6p zwrotu badanych spélek. Model K-czynnikowy oraz
ortogonalny plasuja si¢ na odlegtych miejscach w rankingu, co wynika przede
wszystkim z utraty istotnych informacji’. Dla dwéch czynnikéw zdecydowanie
lepiej wypada model K-czynnikowy®, poniewaz wszystkie parametry tego mode-
lu sa estymowane. Jednakze przy duzej liczbie aktywéw w przypadku modelu
ortogonalnego zwigkszanie liczby czynnikéw nie powoduje wzrostu trudnosci
w estymacji parametréw modelu.

Kolejna rozwazana parametryzacja wieloréwnaniowego modelu GARCH byt
model DCC. Podobnie, jak w przypadku dwdéch poprzednich modeli gtéwna
zaleta tej parametryzacji jest mozliwos¢ estymacji parametréw za pomoca
procedury dwustopniowej. Model DCC i jego zintegrowana wersja uplasowaly
sie na odpowiednio siédmym i 6smym miejscu.

Stabsza efektywno$§¢ w procesie alokacji aktywéw najbardziej zlozonych
postaci modeli, takich jak model BEKK moze wynika¢ z dwéch powodéw. Po
pierwsze, rzeczywiste zalezno$ci moga mie¢ prostsza strukture i parametryzacja
modelu BEKK jest zbyt ztozona. Po drugie, uzyskane oceny parametréw nie
gwarantowaly stacjonarnosci wielowymiarowego procesu. Znalezienie ekstre-
mum funkcji wiarygodnosci przy nalozonych restrykcjach gwarantujacych sta-
cjonarno$¢ okazalo sie niemozliwe. Trudnosci z estymacja parametréw modelu
BEKK juz przy tak malej liczbie aktywow przemawiaja na korzys¢ prostszych
postaci modeli.

Uzyskane wyniki dla modeli GARCH zostaly poréwnane z wynikami otrzy-
manymi na podstawie innych metod konstrukcji portfeli, w tym réwniez metod

$Dla trzech spélek estymacja wieloréwnaniowego modelu GARCH byta okoto dziesie¢ razy
dtuzsza, dla wigkszej liczby aktywow réznica jest jeszcze bardziej znaczaca.

7 Modele czynnikowe wypadaja stabo juz przy opisie szeregéw finansowych — patrz badanie
Osiewalskiego i Pipienia (2004) dla modelu GARCH z ukrytym czynnikiem.

% Dla trzech czynnikéw jest podobnie, z tym Ze estymacja 3-czynnikowego modelu nie ma
podstaw teoretycznych.
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stosowanych przez praktykéw rynku finansowego. Budowano szes¢ portfeli.
Pierwszy portfel — statyczny zostal skonstruowany w ten sposob, ze dla wszy-
stkich okresow przyjeto rowne wagi dla trzech walorow — W', =(1/3, 1/3, 1/3).
Portfel ten stuzy wyltacznie jako punkt odniesienia. Pozostate portfele roznily sie
jedynie metoda prognozowania macierzy kowariancji stop zwrotu. Tradycyjny
sposéb Kkonstrukcji portfela polega na zastosowaniu bezwarunkowej macierzy
kowariancji. Uzyskane wyniki wskazuja, ze Klasyczne podejscie zakladajace
stalos¢ warunkowych wariancji i kowariancji prowadzi do spadku efektywnosci,
choc nalezy zauwazy¢, ze wystepowaty modele o zmiennej macierzy kowariancji,
ktore plasowaly si¢ jeszcze dalej w rankingach.

Praktycy rynku finansowego do prognozowania macierzy kowariancji sto-
suja najczesciej ruchoma macierz kowariancji oraz model wyréwnywania wy-
ktadniczego. W badaniu przyjeto dwa modele stosowane przez analitykow
J. P. Morgan — ruchoma macierz kowariancji ze stala wygtadzania réwna 25
oraz model wyréwnywania wykladniczego z parametrem wygasania réwnym
0,94. Modele te uplasowaly sie na dalekich pozycjach w rankingu przy konstru-
kecji portfela o najmniejszej wariancji, cho¢ nalezy podkresli¢, ze wypadtly
znacznie lepiej w rankingu przy budowie portfela o minimalnej wariancji dla
zadanej oczekiwanej stopy zwrotu. Zauwazmy, ze model wyréwnywania wyklad-
niczego z parametrem wygasania 0,94 jest szczegolnym przypadkiem zintegro-
wanego wielorownaniowego modelu GARCH. Wynik testu LR zdecydowanie
odrzuca model RiskMetrics na korzy$s¢ modelu zintegrowanego. Tak jak mozna
byto przypuszcza¢ estymacja parametru wygasania daje lepsze rezultaty niz
przyjmowanie pewnych wartosci z géry. Dodatkowo zastosowano réwniez pro-
cedure zaproponowana w pracy Fiszedera (2004a), polegajaca na wyborze stalej
wygtadzania w modelu $redniej ruchomej oraz parametru wygasania w modelu
wyréwnywania wykladniczego dla kazdego okresu na podstawie probki wste-
pnej. Probka wstepna miala 150 obserwacii, stala wygtadzania mogta przyjmo-
wac wartosci od 5 do 120, a parametr wygasania od 0,6° do 0,99 (co 0,01).
Wybierano te wartosci, dla ktérych $rednie odchylenie standardowe stop zwrotu
wyznaczonych portfeli 0 minimalnej wariancji bylo najmniejsze w prébce wste-
pnej. Przy takiej procedurze znacznie gorzej wypadl model wyréwnywania
wyktadniczego, natomiast model ruchomej macierzy kowariancji uplasowat sie
na drugim miejscu w rankingu, wyprzedzajac wszystkie poza modelem skalar-
no-diagonalnym specyfikacje wieloré6wnaniowego modelu GARCH.

Dodatkowo dla modeli, ktérych parametry byly szacowane jednocze$nie
oraz tam gdzie bylo mozliwe oszacowanie tacznej funkcji wiarygodnosci podano
szacunki bayesowskiego kryterium Schwarza (tab. 3). Wprawdzie uzyskany
ranking modeli wedlug tego kryterium nie pokrywa sie z rankingiem otrzyma-

? W modelu wyréwnywania wyktadniczego dla macierzy kowariancji bardzo rzadko sie zdarza,
aby wyznaczony parametr wygasania przyjmowat wartosci ponizej 0,9.
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Tabela 3

Ranking modeli wedtug bayesowskiego kryterium Schwarza dla trzech spétek

Oznaczenia portfeli SC Ranking
BEKK -27 698 8
BEKK rozkfad t-Studenta -27 882 1
Diagonalny BEKK -27 746 6
Skalarny BEKK -27 337 10
Skalarno-diagonalny -27 748 5
Zintegrowany -27 704 7
Statych wspdt. korelacji -27 783 4
DCC -27 806 3
DCC zintegrowany -27 807 2
RiskMetrics -27 562 9

Zrédto: obliczenia wiasne.

nym na podstawie wynikéw Kkonstrukcji portfeli o minimalnej wariancji, ale jest
bardziej do niego zblizony, niz wyniki bezposredniego testowania restrykcji
przedstawione w tabeli 2.

Wnioski

Uwzglednienie zmieniajacych si¢ w czasie wariancji i kowariancji stép zwrotu
przy budowie portfela, z pewnymi wyjatkami, wplywa na wzrost efektywnosci
alokacji aktywow. Uproszczenie postaci warunkowej macierzy kowariancji pro-
wadzi na ogol do zmniejszenia szacunkéw odchyleri standardowych portfeli
o minimalnej wariancji, czesto na przekér wynikom testéw. Wydaje sie, ze
parametryzacja modelu BEKK jest zbyt zlozona. Wynik ten jest wazny z prakty-
cznego punktu widzenia, poniewaz estymacja uproszczonych postaci wielo-
réwnaniowego modelu GARCH jest znacznie latwiejsza. Wyjatkiem od tej zasady
jest skalarny model BEKK oraz modele: K-czynnikowy i ortogonalny, przy
ktérych wystepuje znaczna utrata informacji. Wyniki przeprowadzonych testéw
statystycznych tylko w cze$ci zostaly potwierdzone przez badanie skutecznosci
tworzenia portfeli. Jako wazny wyjatek, warto zauwazy¢, ze w przypadku modelu
BEKK zastapienie warunkowego rozkiadu t-Studenta rozkiadem normalnym nie
powoduje spadku skutecznosci przy budowie portfeli.

Niespelnienie Klasycznych zalozeri dotyczacych testowania (np. brak normal-
nosci rozkladu) oraz zlozonos¢ rozwazanych parametryzacji nie pozwala na
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zbadanie statystycznej istotnosci réznic pomiedzy odchyleniami standardowymi
portfeli otrzymanymi dla rozwazanych specyfikacji modeli. Mozliwa jest jednak
ocena ekonomiczna wystepujacych réznic. Na przyklad zastosowanie modelu
skalarno-diagonalnego przy konstrukeji portfela o minimalnej wariancji prowadzi
do spadku dziennego odchylenia standardowego portfela o minimalnej wariancji
0 3,7% w stosunku do tradycyjnej metody szacowania macierzy kowariancji, czyli
bezwarunkowej macierzy kowariancji. Wazniejsze od zmian stosunkowych sa dla
inwestoréw roznice w poziomach zmiennych (stop zwrotu), ktére w tym przypadku
wynosza 0,0642 punktu procentowego dla dziennych stép zwrotu, co w skali roku
daje zmiane o ponad 1 punkt procentowy (spadek z okoto 26,9% do 25,9%)". W tym
przypadku réznica jest istotna z ekonomicznego punktu widzenial?, jednakze réznice
pomiedzy niektérymi modelami sa duzo mniejsze. Na przykiad réznica pomiedzy
pierwszym a széstym modelem w rankingu w skali roku jest mniejsza niz 0,1 punktu
procentowego. Zatem dla wiekszosci inwestoréw wystarczajace jest zastosowanie
najprostszej metody estymacji macierzy kowariancji stop zwrotu, czyli modelu
ruchomej macierzy kowariancji ze stala wygtadzania wybierana dla kazdego okresu
na podstawie probki wstepnej lub jednoréwnaniowych modeli GARCH.

Oczywiscie otrzymanych wynikéw nie mozna uogdlni¢ na dowolne spotki
czy aktywa finansowe. Wybrane spolki naleza do najwiekszych pod wzgledem
kapitalizacji oraz najbardziej ptynnych spétek notowanych na GPW w Warsza-
wie. W podobnym badaniu przeprowadzonym na danych tygodniowych dla
spotek mniejszych i mniej ptynnych (Fiszeder, 2004b) réznice pomiedzy po-
szczegolnymi modelami byly bardziej istotne z ekonomicznego punktu widze-
nia. Jednakze gléwne wnioski wynikajace z analizy byly zblizone do przedsta-
wionych wyzej. Podobnie uzyskanych rezultatéw nie mozna jednoznacznie
uogolni¢ na dowolna liczbe aktywdw, dlatego w dalszej czesci rozdziatu przed-
stawiono wyniki analizy dla dwudziestu spdtek.

5. OCENA EFEKTYWNOSCI DLA DWUDZIESTU SPOLEK

Badanie dla dwudziestu aktywdéw bylo analogiczne do tego, ktére zostato
przeprowadzone dla trzech aktywow. Dla duzej liczby aktywow jest bardzo
malo analiz, w Ktérych ocenia sie skutecznos$¢ budowy portfeli efektywnych
z zastosowaniem prognoz macierzy kowariancji konstruowanych na podsta-
wie wieloréwnaniowych modeli GARCH. Takie badania zostaty przeprowadzo-
ne miedzy innymi przez Engle’a i Shepparda (2001), jednakze oceniali oni
tylko dwa modele, mianowicie model DCC i model RiskMetrics. Poréwnywali

10 Wyniki zostaly przeliczone na zwykle stopy zwrotu.
" Do peinej oceny nalezatoby jeszcze zbadac jaki jest wptyw uwzglednienia kosztéw transak-
cyjnych.
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oni wariancje portfela z prognozowanga wariancja portfela i doszli do wniosku,
ze przy duzej liczbie aktywéw oba modele nie sa skuteczne przy konstrukcji
portfeli efektywnych. W niniejszej pracy do analizy przyjeto taki sam okres,
jak przy badaniu trzech spoélek, czyli od 4 stycznia 1999 roku do 30 czerwca
2006 roku. Sposrod spolek notowanych przez caly przyjety okres na GPW
w Warszawie wybrano dwadziescia spotek o najwickszej kapitalizacji: Bank
BPH, Bank Millennium, Bank Pekao S.A., BRE Bank, Bank Zachodni WBK,
Budimex, Cersanit, Citibank Handlowy, Computerland, Firma Oponiarska
Debica, ING Bank Slaski, Grupa Kety, KGHM Polska Miedz, Kredyt Bank,
Mondi Packaging Paper Swiecie, Orbis, Polska Grupa Farmaceutyczna, Prokom
Software, Softbank, Telekomunikacja Polska. Przy wyborze pominieto spéiki,
dla ktérych udzial liczby sesji, podczas ktérych nie byty notowane przekraczat
5%. Mialo to na celu unikniecie problemu niesynchronicznych transakcji. Dla
wiekszosci specyfikacji jednoczesna estymacja parametrow wieloréwnaniowe-
go modelu GARCH jest znacznie trudniejsza w przypadku dwudziestu akty-
wow. Dla najbardziej zlozonych parametryzacji estymacja okazala sie nawet
niemozliwa z uwagi na bardzo duza liczbe parametrow. Na przykiad najpro-
stsza posta¢ modelu BEKK z K =1 oraz p = ¢ = 1 ma tysiac dziesie¢ parametrow
w samym réwnaniu dla macierzy kowariancji. Dlatego konieczne bylo ograni-
czenie rozwazanych specyfikacji modelu. Przyjeto tylko te postacie, ktdrych
parametry mozna oszacowac bez koniecznosci poszukiwania ,, dobrych” war-
tosci startowych w czasie nie przekraczajacym kilkunastu godzin (miedzy
zamknieciem sesji a otwarciem dnia nastepnego). W badaniu zastosowano
osiem specyfikacji wieloréwnaniowego modelu GARCH: model skalarno-dia-
gonalny, model skalarno-diagonalny z warunkowym rozkladem t-Studenta,
model zintegrowany, K-czynnikowy model GARCH dla trzech czynnikow,
model ortogonalny dla trzech oraz dwudziestu czynnikow, model DCC oraz
zintegrowany model DCC. Wyniki uzyskane dla modeli GARCH poréwnano
z wynikami uzyskanymi na podstawie innych metod, ktdre zastosowano przy
badaniu trzech spdlek. Otrzymane rezultaty zaprezentowano w tabeli 4.

Miejsca poszczegdlnych modeli w rankingach sa bardzo zblizone, niezalez-
nie od tego czy portfel o minimalnej wariancji konstruowany jest bez ograni-
czenia minimalnej stopy zwrotu, czy przy zadanej minimalnej oczekiwanej
dziennej stopie zwrotu na poziomie 0,5%. Dalej interpretowane sa tylko wyniki
dla portfeli 0 minimalnej wariangji.

Przeprowadzono réwniez wybrane testy dotyczace wilasnosci stop zwrotu
badanych spétek. Poza czterema spétkami (Computerland, Millennium, Prokom
i Softbank) stopy zwrotu byly pozbawione autokorelacji. Stopy zwrotu wszy-
stkich spdlek mialy zmienna wariancje warunkowa, a ich rozklady bezwarunko-
we byly rézne od rozktadu normalnego. W tabeli S przedstawiono wyniki testow
dotyczacych charakteru zalezno$ci miedzy stopami zwrotu badanych spdtek.
Uzyskane wyniki testowania restrykcji nakladanych na parametry modeli
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Tabela 4

Szacunki Srednich odchyleri standardowych stép zwrotu portfeli o minimalnej wariancji
oraz portfeli o minimalnej wariancji przy zadanym poziomie oczekiwanej stopy zwrotu

dla dwudziestu spétek

Oznaczenia portfeli Bez ograniczenia | Ranking | Min. stopa Ranking
stopy zwrotu zwrotu 0,5%
Jednoréwnaniowe modele GARCH 0,008262 8 0,011437 7
Skalarno-diagonalny 0,007810 3 0,011221 4
Skalarno-diagonalny rozktad t-Studenta 0,007829 4 0,011235 5
Zintegrowany 0,007794 1 0,011154 2
K-czynnikowy 3 czynniki 0,049739 14 0,073727 13
Ortogonalny 3 czynniki 0,274143 15 0,437218 14
Ortogonalny 20 czynnikéw 0,008320 9 0,011520 8
DCC 0,008014 6 0,011157 3
DCC zintegrowany 0,007801 2 0,011036 1
Réwne wagi 0,010254 12 — —
Bezwarunkowa macierz kowariancji 0,008384 10 0,011811 9
Ruchoma macierz kowariancji 0,008038 7 0,011591 12
Ruch. macierz kowarianciji k = 25 0,015340 13 0,020486 11
Wyréwnywanie wykladnicze 0,007955 5 0,011312 6
RiskMetrics 0,009226 11 0,013628 10
Zrodio: obliczenia wlasne.
Tabela 5
Analiza wlasnosci i charakteru zalezno$ci badanych szeregéw dla dwudziestu spétek
Weryfikowane hipotezy Statystyka Oceny statystyk

Normalno$¢ rozktadu warunkowego w modelu LR 8925

skalarno-diagonalnym

Statos¢ warunkowych wspéiczynnikéw korelacji LMC 409*

Skalarno-diagonalny — CC’'=0,e1 =1 -d1 LR 1192+

Zintegrowany GARCH — 1 -d1 =0,94 LR 26382*

Gwiazdka oznaczono oceny statystyk, w przypadku ktérych weryfikowana hipoteza zostata odrzu-

cona na poziomie istotnosci 0,05.
Zrédlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 6

Ranking modeli wedtug bayesowskiego kryterium Schwarza dla dwudziestu spétek

Oznaczenia portfeli SC Ranking
Skalarno-diagonalny ~-190 783 S
Skalarno-diagonalny rozklad t-Studenta -194 311 1
Zintegrowany -191179 4
DCC -192 506 3
DCC zintegrowany -193 138 2
RiskMetrics -164 814 6

Zrédto: obliczenia wlasne.

GARCH byly niewrazliwe na przyjeta specyfikacje rozktadu warunkowego.
Dodatkowo w tabeli 6 przedstawiono ranking modeli na podstawie bayesowskie-
go Kryterium Schwarza.

W celu ograniczenia liczby parametréw dla modeli skalarno-diagonalnego,
zintegrowanego oraz DCC zastosowano upraszczajace parametryzacje dla proce-
sow Kowariancyjnie stacjonarnych. W pierwszej kolejnosci estymowano para-
metry modelu skalarno-diagonalnego z warunkowym rozkladem normalnym
oraz t-Studenta. Wedlug testu LR model z warunkowym rozkiadem normalnym
zostal zdecydowanie odrzucony na korzys¢ modelu z warunkowym rozkladem
t-Studenta. Zastapienie warunkowego rozktadu normalnego rozkladem t-Studen-
ta nie powoduje jednakze spadku szacunkoéw odchyleri standardowych portfeli
0 minimalnej wariancji.

Uproszczeniem modelu skalarno-diagonalnego jest model zintegrowany. We-
dlug testu LR model zintegrowany zostal odrzucony na korzy$¢ modelu skalarno-
diagonalnego. Wobec wyniku testu dosy¢ zaskakujace jest pierwsze miejsce
modelu zintegrowanego w rankingu skutecznosci przy konstrukgcji portfela o mi-
nimalnej wariancji. Nalezy jednakze zauwazy¢, Zze réznica miedzy odchyleniami
standardowymi portfeli o minimalnej wariancji dla modeli skalarno-diagonalnego
i zintegrowanego nie jest istotna z ekonomicznego punktu widzenia. Zastosowa-
nie modelu zintegrowanego przy konstrukcji portfela o minimalnej wariancji
prowadzi do spadku dziennego odchylenia standardowego portfela o minimalnej
wariancji o 7% w stosunku do tradycyjnej metody szacowania macierzy kowarian-
cji, czyli bezwarunkowej macierzy kowariancji. Wazniejsze od zmian stosunko-
wych sa dla inwestoréw réznice w poziomach zmiennych (stép zwrotu), ktore
w tym przypadku wynosza 0,059 punktu procentowego dla dziennych stép
zwrotu, co w skali roku daje zmiane prawie 1 punkt procentowy (spadek z okoio
13,31% do 12,37%). Réznice pomiedzy wieloma modelami sa jednakze duzo
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mniejsze. Roznica pomiedzy modelem zintegrowanym a trzecim w rankingu mo-
delem skalarno-diagonalnym w skali roku jest réwna 0,03 punktu procentowego.

Nastepne rozwazane parametryzacje wielorownaniowego modelu GARCH,
to modele K-czynnikowy oraz ortogonalny. W obu przypadkach przy estyma-
cji parametréw zastosowano uproszczone procedury oparte na modelach
jednorownaniowych. Czynniki zostaly wyodrebnione na podstawie analizy
glownych sktadowych. W wiekszosci prac dotyczacych modeli czynnikowych
autorzy sugeruja, ze dwa lub trzy czynniki wyjasniaja wiekszo$¢ zmiennosci
stop zwrotu aktywow i sa wystarczajace do opisu macierzy kowariancji. Z tego
wzgledu w badaniu przyjeto trzy czynniki. Wyjasnialy one odpowiednio
32,4%, 5,9% oraz 5,1% zmiennosci stop zwrotu badanych spétek. Modele te
uplasowaly sie na ostatnich miejscach w rankingu. Nieuwzglednienie czesci
zmiennosci prowadzi do zbyt duzej utraty informacji. Dodatkowo estymacja
w drugim kroku réwnan dla modelu czynnikowego okazala sie by¢ bardzo
wrazliwa na przyjete wartosci startowe. Model ortogonalny wypada zdecydo-
wanie gorzej, poniewaz czes$¢ jego parametrow jest wyznaczana na podstawie
analizy giéwnych sktadowych. Ta wada w przypadku malej liczby czynnikow
okazuje sie¢ byc¢ zaleta przy wiekszej ich liczbie. Mianowicie rozszerzenie
modelu i uwzglednienie wigkszej liczby czynnikéw (nawet wszystkich) nie
powoduje wzrostu trudnosci w estymacji parametréw modelu. Dlatego rozwa-
zono réwniez model ortogonalny z dwudziestoma czynnikami. Ding i Engle
(2001) okreslali taki model jako model GARCH gtéwnych sktadowych. Model
ten wypadi zdecydowanie lepiej przy ocenie skuteczno$ci konstrukeji portfeli
efektywnych, jednakze gorzej niz inne nieczynnikowe postacie wieloréwna-
niowych modeli GARCH.

Kolejna rozwazana parametryzacja modelu GARCH byl model DCC. Przy
estymacji parametréow modelu zamiast procedury dwustopniowej zastosowano
procedure trzystopniowa. W pierwszym kroku szacowane s3a parametry jedno-
réwnaniowych modeli GARCH, w drugim kroku, estymuje si¢ bezwarunkowa
macierz kowariancji dla standaryzowanych reszt z modeli jednoréwnaniowych,
w trzecim kroku szacuje si¢ parametry odpowiedzialne za zmienne kowariancje
warunkowe. W przypadku zintegrowanej wersji modelu DCC mozna bylo zasto-
sowac procedure dwustopniowg, poniewaz parametryzacja modelu jest znacznie
prostsza. Model DCC i zintegrowany model DCC uplasowaly sie wysoko w ran-
kingu, mianowicie na széstym i drugim miejscu.

Obok modeli wieloréwnaniowych zastosowano réwniez jednoréwnaniowy
model GARCH. Niestety skuteczno$¢ tego modelu przy konstrukcji portfeli
efektywnych jest znacznie mniejsza niz dla trzech aktywdw, cho¢ ciagle daje
lepsze rezultaty niz zastosowanie bezwarunkowej macierzy kowariancji. Moze to
wynikac¢ z faktu, ze warunkowe wspdtczynniki korelacji dla dwudziestu spétek
sa zmienne w czasie (zob. wynik testu Tse w tabeli 5). Przyjecie w takiej sytuacji
stalej macierzy korelacji jest nieprawidiowe.



66

Pozostate metody szacowania macierzy kowariancji uplasowaly sie na dal-
szych miejscach w rankingu. Najlepiej wypadl model wyréwnywania wykladni-
czego dla macierzy kowariancji (piate miejsce), w ktérym parametr wygasania
wybierano dla kazdego okresu na podstawie probki wstepnej. Wynik testu LR
zdecydowanie odrzuca natomiast model RiskMetrics, czyli model z parametrem
wygasania réwnym 0,94 na korzys¢ modelu zintegrowanego. Ten wynik zostat
pOZniej potwierdzony przy badaniu skutecznosci tworzenia portfela o minimal-
nej wariancji. W przeprowadzonej analizie parametr wygasania przyjmowat
najczesciej warto$¢ 0,98 lub 0,99. Warto zwrdci¢ uwage na slabszy rezultat
w poroéwnaniu z trzema spotkami modelu ruchomej macierzy kowariancji z wy-
bierana stala wygladzania. Wynika to prawdopodobnie z ograniczenia maksy-
malnej wartosci statej wygtadzania do 120. W przeprowadzonej analizie stala
wygtadzania przyjmowala najczes$ciej wartos¢ 120 ub nieco nizsza. Potwierdze-
niem tego jest bardzo dalekie miejsce w rankingu modelu ruchomej macierzy
kowariancji ze stala wygladzania réwna 25. Otrzymane wyniki wskazuja, ze
modele, w ktérych do Konstrukcji prognoz macierzy kowariancji wykorzystuje
sie wieksza ilos¢ danych z przeszlosci, wypadaja lepiej w rankingu.

6. PODSUMOWANIE

W pracy dokonano oceny skutecznosci réznych metod tworzenia portfeli efe-
ktywnych, w tym przede wszystkim z wykorzystaniem réznych specyfikacji
wieloréwnaniowych modeli GARCH. Generalnie wnioski wynikajace z analizy
dla dwudziestu spolek sa zblizone do tych, jakie otrzymano dla trzech spétek.
Uwzglednienie zmieniajacych si¢ w czasie wariancji i kowariancji stép zwrotu
przy budowie portfela z pewnymi wyjatkami wptywa na wzrost efektywnosci
alokacji aktywow. Wyjatkiem sa czynnikowe modele GARCH: K-czynnikowy
i ortogonalny oraz model ruchomej macierzy kowariancji ze stala wygladzania
réwna 25 oraz model wyréwnywania wykladniczego dla macierzy kowariancji
z parametrem wygasania réwnym 0,94. Przyjmowana w metodologii RiskMe-
trics wartos¢ parametru statej wygtadzania, dla danych dziennych 0,94, nie jest
wartoscia optymalna dla polskiego rynku akcji (jest zdecydowanie za niska).
Przy dwudziestu aktywach trudno jest ocenia¢ wplyw uproszczenia postaci
warunkowej macierzy kowariancji, poniewaz w zasadzie wszystkie rozwazane
parametryzacje naleza do uproszczonych postaci wieloréwnaniowego modelu
GARCH. Nalezy jednakze zauwazy¢, ze zaréwno przy trzech, jak i dwudziestu
spotkach wysoko w rankingach wypadly proste postacie modeli GARCH,
ktérych parametry szacowane sa jednoczesnie, mianowicie model skalarno-
diagonalny i zintegrowany. Warto podkresli¢, ze oba modele, obok modelu
stalych wspdlczynnikéw korelacji, okazaly sie najlepsze ze wzgledu na wyniki
testow diagnostycznych w przypadku pieciu spétek z rynku amerykariskiego
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(Ding i Engle, 2001). Wyniki przeprowadzonych w niniejszym badaniu testéw
statystycznych, z pewnymi wyjatkami, zostaly potwierdzone przez badanie
skutecznosci tworzenia portfeli. Rankingi modeli uzyskane na podstawie
bayesowskiego kryterium Schwarza okazaly sie nawet bardziej zblizone do
rankingéw uzyskanych na podstawie wynikéw konstrukcji portfeli o minimal-
nej wariancji, niz wynikaloby to z bezposredniego testowania restrykcji doty-
czacych szacowanych modeli.

Wyniki dotyczace zaréwno trzech, jak i dwudziestu spotek sugeruja, ze
zastapienie warunkowego rozkladu normalnego w modelach GARCH rozkiadem
t-Studenta nie powoduje spadku szacunkéw odchyleri standardowych portfeli
o minimalnej wariancji. Ten wynik jest wazny z praktycznego punktu widzenia,
poniewaz estymacija parametrow modelu z warunkowym rozkladem t-Studenta
jest trudniejsza i bardziej czasochionna.

Podstawowa réznica w wynikach miedzy trzema a dwudziestoma spétkami
dotyczy modeli zintegrowanych. Zaréwno model zintegrowany, jak i zintegro-
wany model DCC wypadly zdecydowanie lepiej w rankingu dla dwudziestu
aktywow. Ten rezultat moze sugerowac, ze w przypadku wiekszej liczby aktywow
wielowymiarowy proces stop zwrotu nie jest procesem kowariancyjnie stacjo-
narnym, co jak wiadomo moze by¢ zwiazane ze zmianami bezwarunkowych
macierzy kowariancji w dtugim okresie.

Stosowanie jednoréwnaniowych modeli GARCH oraz szacowanie macierzy
korelacji na podstawie rozkladéw brzegowych standaryzowanych reszt wydaje
si¢ by¢ dopuszczalne tylko w przypadku, gdy warunkowe wspétczynniki korela-
Cji sa stale w czasie. Przy wigkszej liczbie aktywow wydaje sie, ze rosnie
prawdopodobieristwo, iz warunkowe wspdiczynniki korelacji sa zmienne w cza-
sie i konieczne bedzie zastosowanie modelu wieloréwnaniowego.
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